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ЧОТИРИ ТЕОРЕМИ ДЛЯ ДИФЕРЕНЦIЙОВНИХ ФУНКЦIЙ
КIЛЬКОХ ЗМIННИХ

Ця стаття мiстить певнi узагальнення теорем Ролля, Лагранжа, Кошi диференцi-
ального числення функцiй однiєї змiнної на випадок диференцiйовних функцiй кiль-
кох змiнних. Наведенi приклади застосування отриманих результатiв для доведення
нерiвностей та обчислення кратних границь.

Ключовi слова: теорема Ролля, теорема Лагранжа, теорема Кошi для диференцi-
йовних функцiй, диференцiйовнi функцiї кiлькох змiнних, кратнi границi.

1. Вступ. Теореми Ролля, Лагранжа, теорема Кошi для диференцiйовних
функцiй, правила Лопiталя є класичними теоремами математичного аналiзу
функцiй однiєї змiнної. Разом з теоремою Ферма, формулою Тейлора вони є
перлинами диференцiального числення функцiй однiєї змiнної [1, гл. 4]. Два
узагальнення теореми Кошi для диференцiйовних функцiй були опублiкованi у
статтi [2]. Одне з цих узагальнень було використано для викладу теми «Формула
Тейлора» у пiдручнику [3].

Дослiдження, пов’язанi з теоремою Лагранжа, Кошi для диференцiйовних
функцiй, формулою Тейлора проводилися багатьма математиками. Так, у стат-
тi [4] отриманi узагальнення теореми про середнє для диференцiйовних функцiй
однiєї змiнної. У роботах [5, 6] дослiджуються промiжнi точки у теоремах Ла-
гранжа i Кошi. Стаття [7] мiстить теореми про середнє для випадку адаптова-
них похiдних (conformable derivative). У роботi [8] отриманi певнi узагальнення
теореми Кошi для диференцiйовних функцiй однiєї i кiлькох змiнних.

У цiй статтi для функцiй 𝑚 змiнних розглянуто прирости по 𝑚 вимiрному
паралелепiпеду Π, якi виражаються через 𝑚-кратний iнтеграл по паралелепi-
педу Π вiд мiшаної похiдної 𝑚-го порядку цiєї функцiї. За допомогою теореми
про середнє для кратних iнтегралiв отримано певнi узагальнення теорем Рол-
ля, Лагранжа, Кошi для диференцiйовних функцiй кiлькох змiнних. Наведенi
приклади застосування отриманих результатiв для доведення нерiвностей, об-
числення кратних границь.

2. Повнi прирости на паралелепiпедi функцiй кiлькох змiнних. Не-
хай 𝑡 = (𝑡1, 𝑡2, . . . , 𝑡𝑚) ∈ R𝑚, ℎ = (ℎ1, ℎ2, . . . , ℎ𝑚), ℎ𝑖 > 0, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚;

Π = [𝑡1, 𝑡1 + ℎ1]× [𝑡2, 𝑡2 + ℎ2]× . . .× [𝑡𝑚, 𝑡𝑚 + ℎ𝑚]
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— 𝑚-вимiрний паралелепiпед у 𝑚-вимiрному евклiдовому просторi R𝑚; 𝑓 : Π →
R — дiйсна функцiя 𝑚 дiйсних змiнних.

Нехай, далi, 𝑠 = (𝑠1, 𝑠2, . . . , 𝑠𝑚) ∈ Π, 𝑑𝑖 > 0, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚. Надамо змiннiй 𝑠𝑗
приросту 𝑑𝑗, так, що 𝑠𝑗 + 𝑑𝑗 ∈ [𝑡𝑗, 𝑡𝑗 + ℎ𝑗], 𝑗 ∈ {1, 2, . . . ,𝑚}.

Означення 1. Нехай 𝑗 ∈ {1, 2, . . . ,𝑚}. Приростом функцiї 𝑓 , що вiдповiдає
приросту 𝑑𝑗 змiнної 𝑠𝑗, у точцi 𝑠 називається величина

∆
(𝑗)
𝑑𝑗
𝑓(𝑠) = 𝑓(𝑠1, . . . , 𝑠𝑗−1, 𝑠𝑗 + 𝑑𝑗, 𝑠𝑗+1, . . . , 𝑠𝑚)− 𝑓(𝑠1, . . . , 𝑠𝑗−1, 𝑠𝑗, 𝑠𝑗+1, . . . , 𝑠𝑚).

Означення 2. Повним приростом (𝑚-приростом) функцiї 𝑓 на
𝑚-вимiрному паралелепiпедi Π = [𝑡1, 𝑡1 + ℎ1] × [𝑡2, 𝑡2 + ℎ2] × . . . × [𝑡𝑚, 𝑡𝑚 + ℎ𝑚]
називається величина

∆Π𝑓 = ∆
(𝑚)
ℎ𝑚

∆
(𝑚−1)
ℎ𝑚−1

. . .∆
(1)
ℎ1
𝑓(𝑡1, 𝑡2, . . . , 𝑡𝑚).

Приклад 1. Для прямокутника Π = [𝑡1, 𝑡1 + ℎ1] × [𝑡2, 𝑡2 + ℎ2] (𝑚 = 2),
𝑓 : Π → R повний прирiст функцiї двох змiнних на Π обчислюється за форму-
лою

∆Π𝑓 = ∆
(2)
ℎ2
∆

(1)
ℎ1
𝑓(𝑡1, 𝑡2) = ∆

(2)
ℎ2

(𝑓(𝑡1 + ℎ1, 𝑡2)− 𝑓(𝑡1, 𝑡2)) =

= 𝑓(𝑡1 + ℎ1, 𝑡2 + ℎ2)− 𝑓(𝑡1 + ℎ1, 𝑡2)− 𝑓(𝑡1, 𝑡2 + ℎ2) + 𝑓(𝑡1, 𝑡2).

Цей прирiст має таку геометричну iнтерпретацiю. У прямокутнiй си-
стемi координат 𝑥1𝑂𝑥2 розглянемо прямокутник Π = 𝐴𝐵𝐶𝐷 з вершинами

𝐴 = (𝑡1, 𝑡2), 𝐵 = (𝑡1 + ℎ1, 𝑡2), 𝐶 = (𝑡1 + ℎ1, 𝑡2 + ℎ2), 𝐷 = (𝑡1, 𝑡2 + ℎ2).

Тодi
∆Π𝑓 = 𝑓(𝐴)− 𝑓(𝐵) + 𝑓(𝐶)− 𝑓(𝐷).

Наприклад,

∆[0,𝑥]×[0,𝑦] sin = sin(𝑥+ 𝑦)− sin(𝑥)− sin(𝑦) + sin 0.

Лема 1. Нехай Π = [𝑡1, 𝑡1 + ℎ1]× [𝑡2, 𝑡2 + ℎ2]× . . .× [𝑡𝑚, 𝑡𝑚 + ℎ𝑚], 𝑓 : Π → R.
Тодi

∆Π𝑓 = (−1)𝑚
1∑︁

𝛼1=0

. . .

1∑︁
𝛼𝑚=0

(−1)𝛼1+...+𝛼𝑚𝑓(𝑡1 + 𝛼1ℎ1, . . . , 𝑡𝑚 + 𝛼𝑚ℎ𝑚).

Доведення. Застосуємо метод математичної iндукцiї. Покладемо

Π𝑘 = [𝑡1, 𝑡1 + ℎ1]× [𝑡2, 𝑡2 + ℎ2]× . . .× [𝑡𝑘, 𝑡𝑘 + ℎ𝑘], 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑚.

Для 𝑘 = 1:

∆Π1𝑓 = ∆
(1)
ℎ1
𝑓(𝑡1, 𝑡2, . . . , 𝑡𝑚) = 𝑓(𝑡1 + ℎ1, 𝑡2, . . . , 𝑡𝑚)− 𝑓(𝑡1, 𝑡2, . . . , 𝑡𝑚) =

= (−1)
1∑︁

𝛼1=0

(−1)𝛼1𝑓(𝑡1 + 𝛼1ℎ1, 𝑡2, . . . , 𝑡𝑚).
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Виконаємо iндукцiйний крок. Припустимо, що для фiксованого 𝑘, 1 ≤ 𝑘 ≤
≤ 𝑚− 1 виконується рiвнiсть

∆Π𝑘
𝑓 = (−1)𝑘

1∑︁
𝛼1=0

. . .
1∑︁

𝛼𝑘=0

(−1)𝛼1+...+𝛼𝑘𝑓(𝑡1 + 𝛼1ℎ1, . . . , 𝑡𝑘 + 𝛼𝑘ℎ𝑘, 𝑡𝑘+1, . . . , 𝑡𝑚).

Тодi
∆Π𝑘+1

𝑓 = ∆
(𝑘+1)
ℎ𝑘+1

∆Π𝑘
(𝑓) =

= (−1)𝑘
1∑︁

𝛼1=0

. . .

1∑︁
𝛼𝑘=0

(−1)𝛼1+...+𝛼𝑘∆
(𝑘+1)
ℎ𝑘+1

𝑓(𝑡1 + 𝛼1ℎ1, . . . , 𝑡𝑘 + 𝛼𝑘ℎ𝑘, 𝑡𝑘+1, . . . , 𝑡𝑚) =

= (−1)𝑘
1∑︁

𝛼1=0

. . .
1∑︁

𝛼𝑘=0

(−1)𝛼1+...+𝛼𝑘(−1)×

×
1∑︁

𝛼𝑘+1=0

(−1)𝛼𝑘+1𝑓(𝑡1 + 𝛼1ℎ1, . . . , 𝑡𝑘 + 𝛼𝑘ℎ𝑘, 𝑡𝑘+1 + 𝛼𝑘+1ℎ𝑘+1, 𝑡𝑘+2, . . . , 𝑡𝑚) =

= (−1)𝑘+1

1∑︁
𝛼1=0

. . .
1∑︁

𝛼𝑘+1=0

(−1)𝛼1+...+𝛼𝑘+1×

×𝑓(𝑡1 + 𝛼1ℎ1, . . . , 𝑡𝑘 + 𝛼𝑘ℎ𝑘, 𝑡𝑘+1 + 𝛼𝑘+1ℎ𝑘+1, 𝑡𝑘+2, . . . , 𝑡𝑚).

Лема доведена.

Лема 2. Нехай Π = [𝑡1, 𝑡1 + ℎ1] × [𝑡2, 𝑡2 + ℎ2] × . . . × [𝑡𝑚, 𝑡𝑚 + ℎ𝑚], функцiя
𝑓 : Π → R — 𝑚-разiв неперервно диференцiйовна на 𝑚-вимiрному паралелепi-
педi Π. Тодi

∆Π𝑓 =

∫︁
Π

𝜕𝑚𝑓(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚)

𝜕𝑥1𝜕𝑥2 . . . 𝜕𝑥𝑚
𝑑𝑥1𝑑𝑥2 . . . 𝑑𝑥𝑚. (1)

Доведення. Кратний iнтеграл у правiй частинi рiвностi (1) запишемо у
виглядi повторного: ∫︁

Π

𝜕𝑚𝑓(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚)

𝜕𝑥1𝜕𝑥2 . . . 𝜕𝑥𝑚
𝑑𝑥1𝑑𝑥2 . . . 𝑑𝑥𝑚 =

=

∫︁ 𝑡𝑚+ℎ𝑚

𝑡𝑚

𝑑𝑥𝑚

∫︁ 𝑡𝑚−1+ℎ𝑚−1

𝑡𝑚−1

𝑑𝑥𝑚−1 . . .

∫︁ 𝑡1+ℎ1

𝑡1

𝜕𝑚𝑓(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚)

𝜕𝑥1𝜕𝑥2 . . . 𝜕𝑥𝑚
𝑑𝑥1.

Для обчислення повторного iнтеграла послiдовно застосовуємо формулу
Ньютона–Лейбнiца:∫︁ 𝑡𝑚+ℎ𝑚

𝑡𝑚

𝑑𝑥𝑚

∫︁ 𝑡𝑚−1+ℎ𝑚−1

𝑡𝑚−1

𝑑𝑥𝑚−1 . . .

∫︁ 𝑡1+ℎ1

𝑡1

𝜕𝑚𝑓(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚)

𝜕𝑥1𝜕𝑥2 . . . 𝜕𝑥𝑚
𝑑𝑥1 =

=

∫︁ 𝑡𝑚+ℎ𝑚

𝑡𝑚

𝑑𝑥𝑚

∫︁ 𝑡𝑚−1+ℎ𝑚−1

𝑡𝑚−1

𝑑𝑥𝑚−1 . . .

∫︁ 𝑡2+ℎ2

𝑡2

𝜕𝑚−1∆
(1)
ℎ1
𝑓(𝑡1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚)

𝜕𝑥2 . . . 𝜕𝑥𝑚
𝑑𝑥2 = . . . =

= ∆
(𝑚)
ℎ𝑚

∆
(𝑚−1)
ℎ𝑚−1

. . .∆
(1)
ℎ1
𝑓(𝑡1, 𝑡2, . . . , 𝑡𝑚) = ∆Π𝑓.

Лема доведена.
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Бiльш загальнi прирости функцiї кiлькох змiнних розглянутi у монографiї
[9, пiдр. 1.1].

3. Узагальнення теорем Ролля, Лагранжа, Кошi на випадок фун-
кцiй кiлькох змiнних. Нехай Π = [𝑎1, 𝑏1] × [𝑎2, 𝑏2] × . . . × [𝑎𝑚, 𝑏𝑚] — парале-
лепiпед у 𝑚-вимiрному просторi R𝑚, функцiя 𝑓 : Π → R. Покладемо 𝑡𝑖 = 𝑎𝑖,
ℎ𝑖 = 𝑏𝑖 − 𝑎𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚. Тодi паралелепiпед Π = [𝑡1, 𝑡1 + ℎ1] × [𝑡2, 𝑡2 + ℎ2] ×
× . . .× [𝑡𝑚, 𝑡𝑚 + ℎ𝑚], а повний прирiст функцiї 𝑓 на Π має вигляд:

∆Π𝑓 = ∆
(𝑚)
ℎ𝑚

. . .∆
(1)
ℎ1
𝑓(𝑡1, 𝑡2, . . . , 𝑡𝑚).

Теорема 1. Нехай функцiя 𝑓 : Π → R задовольняє наступнi умови:
1) 𝑓 ∈ 𝐶(𝑚)(Π);
2) ∆Π𝑓 = 0.
Тодi iснує така точка 𝜉 = (𝜉1, . . . , 𝜉𝑚) ∈ Π, що

𝜕𝑚𝑓(𝜉1, . . . , 𝜉𝑚)

𝜕𝑥1 . . . 𝜕𝑥𝑚
= 0.

Доведення. Внаслiдок леми 2 та умови 2),

∆Π𝑓 =

∫︁
Π

𝜕𝑚𝑓(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚)

𝜕𝑥1𝜕𝑥2 . . . 𝜕𝑥𝑚
𝑑𝑥1𝑑𝑥2 . . . 𝑑𝑥𝑚 = 0.

За теоремою про середнє значення для кратного iнтеграла [10, c. 103], iснує
така точка 𝜉 = (𝜉1, . . . , 𝜉𝑚) ∈ Π, що

0 =

∫︁
Π

𝜕𝑚𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚)

𝜕𝑥1 . . . 𝜕𝑥𝑚
𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑚 =

𝜕𝑚𝑓(𝜉1, . . . , 𝜉𝑚)

𝜕𝑥1 . . . 𝜕𝑥𝑚
(𝑏1 − 𝑎1) . . . (𝑏𝑚 − 𝑎𝑚),

звiдки
𝜕𝑚𝑓(𝜉1, . . . , 𝜉𝑚)

𝜕𝑥1 . . . 𝜕𝑥𝑚
= 0.

Теорема доведена.

Зауваження 1. Точка 𝜉 = (𝜉1, . . . , 𝜉𝑚) ∈ Π, iснування якої стверджується
у теоремi 1, може бути не одна.

Приклад 2. Нехай

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦(1− 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ Π = [0, 1]2.

У вершинах квадрата Π ця функцiя набуває значення нуль i тому ∆Π𝑓 = 0.
Теорема 1 стверджує iснування такої точки 𝜉 = (𝜉1, 𝜉2) ∈ Π, що

𝜕2𝑓(𝜉1, 𝜉2)

𝜕𝑥𝜕𝑦
= 0.

Всi такi точки — це вiдрiзок 𝑦 = 1
2
, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1. Дiйсно,

𝜕𝑚𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥𝜕𝑦
= 1− 2𝑦 = 0 ⇔ 𝑦 =

1

2
.
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Теорема 2. Нехай Π = [𝑎1, 𝑏1] × [𝑎2, 𝑏2] × . . . × [𝑎𝑚, 𝑏𝑚] — паралелепiпед у
𝑚-вимiрному просторi R𝑚, функцiя 𝑓 : Π → R —𝑚-разiв неперервно диференцi-
йовна на 𝑚-вимiрному паралелепiпедi Π. Тодi iснує така точка
𝜉 = (𝜉1, . . . , 𝜉𝑚) ∈ Π, що:

∆Π𝑓 =
𝜕𝑚𝑓(𝜉1, . . . , 𝜉𝑚)

𝜕𝑥1 . . . 𝜕𝑥𝑚
(𝑏1 − 𝑎1) . . . (𝑏𝑚 − 𝑎𝑚). (2)

Доведення. Внаслiдок леми 2,

∆Π𝑓 =

∫︁
Π

𝜕𝑚𝑓(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚)

𝜕𝑥1, 𝑥2, . . . 𝜕𝑥𝑚
𝑑𝑥1𝑑𝑥2 . . . 𝑑𝑥𝑚. (3)

За теоремою про середнє значення для кратного iнтеграла [10, c. 103], iснує
така точка 𝜉 = (𝜉1, . . . , 𝜉𝑚) ∈ Π, що:∫︁

Π

𝜕𝑚𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚)

𝜕𝑥1, . . . 𝜕𝑥𝑚
𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑚 =

𝜕𝑚𝑓(𝜉1, . . . , 𝜉𝑚)

𝜕𝑥1 . . . 𝜕𝑥𝑚
(𝑏1 − 𝑎1) . . . (𝑏𝑚 − 𝑎𝑚). (4)

З рiвностей (3)–(4) випливає рiвнiсть (2).

Зауваження 2. Теорема 1 — частинний випадок теореми 2.

Приклад 3. Довести нерiвнiсть

0 ≤ sin𝑥+ sin 𝑦 − sin(𝑥+ 𝑦) ≤ 𝑥𝑦 sin(𝑥+ 𝑦), 𝑥, 𝑦 ∈
[︁
0,
𝜋

4

]︁
. (5)

Розв’язання. Безпосередньо перевiряємо, що при 𝑥 = 0 або 𝑦 = 0 нерiвнiсть
справджується. Нехай

𝑥, 𝑦 ∈
(︁
0,
𝜋

4

]︁
, Π𝑥,𝑦 = [0, 𝑥]× [0, 𝑦]; 𝑓(𝑥, 𝑦) = − sin(𝑥+ 𝑦), 𝑥, 𝑦 ∈

[︁
0,
𝜋

4

]︁
.

Тодi
∆Π𝑥,𝑦𝑓 = sin𝑥+ sin 𝑦 − sin(𝑥+ 𝑦), (6)

𝜕2𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥𝜕𝑦
= sin(𝑥+ 𝑦).

Внаслiдок теореми 2, iснує така точка (𝜉, 𝜂) ∈ Π𝑥,𝑦, що

∆Π𝑥,𝑦𝑓 =
𝜕2𝑓(𝜉, 𝜂)

𝜕𝑥𝜕𝑦
𝑥𝑦 = sin(𝜉 + 𝜂) · 𝑥 · 𝑦. (7)

Зауважимо, що для

(𝜉, 𝜂) ∈ Π𝑥,𝑦 ⊂
[︁
0,
𝜋

4

]︁2
: 0 ≤ sin(𝜉 + 𝜂) ≤ sin(𝑥+ 𝑦). (8)

Iз спiввiдношень (6)–(8) отримуємо нерiвнiсть (5).

Приклад 4. Довести нерiвнiсть

0 ≤ tan(𝑥+ 𝑦)− tan𝑥− tan 𝑦 ≤ 2𝑥𝑦 sin(𝑥+ 𝑦)

cos3(𝑥+ 𝑦)
, 𝑥, 𝑦 ∈

[︁
0,
𝜋

4

)︁
. (9)
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Розв’язання. Як i у попередньому прикладi, перевiряємо, що при 𝑥 = 0 або
𝑦 = 0 нерiвнiсть справджується. Нехай

𝑥, 𝑦 ∈
(︁
0,
𝜋

4

)︁
, Π𝑥,𝑦 = [0, 𝑥]× [0, 𝑦]; 𝑓(𝑥, 𝑦) = tan(𝑥+ 𝑦), 𝑥, 𝑦 ∈

[︁
0,
𝜋

4

)︁
.

Тодi
∆Π𝑥,𝑦𝑓 = tan(𝑥+ 𝑦)− tan𝑥− tan 𝑦, (10)

𝜕2𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥𝜕𝑦
=

2 sin(𝑥+ 𝑦)

cos3(𝑥+ 𝑦)
.

Внаслiдок теореми 2, iснує така точка (𝜉, 𝜂) ∈ Π𝑥,𝑦, що

∆Π𝑥,𝑦𝑓 =
𝜕2𝑓(𝜉, 𝜂)

𝜕𝑥𝜕𝑦
𝑥𝑦 =

2 sin(𝜉 + 𝜂)

cos3(𝜉 + 𝜂)
· 𝑥 · 𝑦. (11)

Зауважимо, що для

(𝜉, 𝜂) ∈ Π𝑥,𝑦 ⊂
[︁
0,
𝜋

4

]︁2
: 0 ≤ sin(𝜉 + 𝜂) ≤ sin(𝑥+ 𝑦),

0 < cos3(𝑥+ 𝑦) ≤ cos3(𝜉 + 𝜂).
(12)

Iз спiввiдношень (10)–(12) отримуємо нерiвнiсть (9).

Теорема 3. Нехай Π = [𝑎1, 𝑏1] × [𝑎2, 𝑏2] × . . . × [𝑎𝑚, 𝑏𝑚] — паралелепiпед у
𝑚-вимiрному просторi R𝑚, функцiї 𝑓, 𝑔 : Π → R задовольняють умови:
1) 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶(𝑚)(Π);
2) ∀𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚) ∈ Π :

𝜕𝑚𝑔(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚)

𝜕𝑥1𝜕𝑥2 . . . 𝜕𝑥𝑚
̸= 0.

Тодi iснує така точка 𝜉 = (𝜉1, . . . , 𝜉𝑚) ∈ Π, що

∆Π𝑓

∆Π𝑔
=

𝜕𝑚𝑓(𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉𝑚)

𝜕𝑥1𝜕𝑥2 . . . 𝜕𝑥𝑚
𝜕𝑚𝑔(𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉𝑚)

𝜕𝑥1𝜕𝑥2 . . . 𝜕𝑥𝑚

.

Доведення. Спочатку доведемо, що ∆Π𝑔 ̸= 0. Проведемо мiркування вiд
супротивного. Дiйсно, якщо ∆Π𝑔 = 0, то, внаслiдок теореми 1, iснує така точка
𝜉 = (𝜉1, . . . , 𝜉𝑚) ∈ Π, що

𝜕𝑚𝑔(𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉𝑚)

𝜕𝑥1𝜕𝑥2 . . . 𝜕𝑥𝑚
= 0.

Це суперечить умовi 2).
Покладемо 𝜆 = ΔΠ𝑓

ΔΠ𝑔
i розглянемо допомiжну функцiю

𝜑(𝑥) = 𝑓(𝑥)− 𝜆𝑔(𝑥), 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚) ∈ Π.

Ця функцiя𝑚 разiв неперервно диференцiйовна на паралелепiпедiΠ i∆Π𝜑 =
= 0. Внаслiдок теореми 1, iснує така точка 𝜉 = (𝜉1, . . . , 𝜉𝑚) ∈ Π, що:

𝜕𝑚𝜑(𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉𝑚)

𝜕𝑥1𝜕𝑥2 . . . 𝜕𝑥𝑚
=
𝜕𝑚𝑓(𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉𝑚)

𝜕𝑥1𝜕𝑥2 . . . 𝜕𝑥𝑚
− 𝜆

𝜕𝑚𝑔(𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉𝑚)

𝜕𝑥1𝜕𝑥2 . . . 𝜕𝑥𝑚
= 0,
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звiдки

𝜆 =

𝜕𝑚𝑓(𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉𝑚)

𝜕𝑥1𝜕𝑥2 . . . 𝜕𝑥𝑚
𝜕𝑚𝑔(𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉𝑚)

𝜕𝑥1𝜕𝑥2 . . . 𝜕𝑥𝑚

.

Теорема доведена.
Теореми 1–3 узагальнюють теореми Ролля, Лагранжа, Кошi для диферен-

цiйовних функцiй однiєї дiйсної змiнної на випадок 𝑚 раз неперервно диферен-
цiйовних функцiй 𝑚 дiйсних змiнних.

4. Застосування для обчислення кратних границь. Нехай 𝑎 > 0, 𝑚 —
вимiрний паралелепiпед Π = [0, 𝑎]𝑚, 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚) ∈ (0, 𝑎]𝑚, 𝑚 — вимiрний
паралелепiпед Π𝑥 = [0, 𝑥1]× . . .× [0, 𝑥𝑚]; функцiї 𝑓, 𝑔 : Π → R.

Теорема 4. Нехай функцiї 𝑓, 𝑔 : Π → R задовольняють умови:
1) 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶(𝑚)(Π);
2) ∀𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚) ∈ Π :

𝜕𝑚𝑔(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚)

𝜕𝑥1𝜕𝑥2 . . . 𝜕𝑥𝑚
̸= 0.

3) iснує 𝑚-кратна границя

lim
𝑥1→0+,...,𝑥𝑚→0+

𝜕𝑚𝑓(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚)

𝜕𝑥1𝜕𝑥2 . . . 𝜕𝑥𝑚
𝜕𝑚𝑔(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚)

𝜕𝑥1𝜕𝑥2 . . . 𝜕𝑥𝑚

= 𝑝 ∈ R ∪ {−∞,+∞}.

Тодi iснує 𝑚–кратна границя

lim
𝑥1→0+,...,𝑥𝑚→0+

∆Π𝑥𝑓

∆Π𝑥𝑔
= 𝑝. (13)

Доведення. Для довiльного 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚) ∈ (0, 𝑎)𝑚 функцiї 𝑓, 𝑔 за-
довольняють умови теореми 3 на 𝑚-вимiрному паралелепiпедi Π𝑥. Тому iснує
така точка 𝜉 = (𝜉1(𝑥), . . . , 𝜉𝑚(𝑥)) ∈ Π𝑥, що

∆Π𝑥𝑓

∆Π𝑥𝑔
=

𝜕𝑚𝑓(𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉𝑚)

𝜕𝑥1𝜕𝑥2 . . . 𝜕𝑥𝑚
𝜕𝑚𝑔(𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉𝑚)

𝜕𝑥1𝜕𝑥2 . . . 𝜕𝑥𝑚

. (14)

Оскiльки 𝜉𝑖 ∈ [0, 𝑥𝑖], то 𝜉𝑖 → 0+ при 𝑥𝑖 → 0+, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚. У рiвностi (14)
переходимо до границi при 𝑥𝑖 → 0+, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 i, внаслiдок умови 3), отримуємо
рiвнiсть (13). Теорема доведена.

Приклад 5. Знайти подвiйну границю

lim
𝑥→0+,𝑦→0+

cos(𝑥+ 𝑦)− cos𝑥− cos 𝑦 + 1

cosh𝑥+ cosh 𝑦 − cosh(𝑥+ 𝑦)− 1
, (15)

де cosh𝑥 = 𝑒𝑥+𝑒−𝑥

2
, 𝑥 ∈ R.
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Розв’язання. Розглянемо функцiї

𝑓(𝑠, 𝑡) = cos(𝑠+ 𝑡), 𝑔(𝑠, 𝑡) = − cosh(𝑠+ 𝑡), 𝑠, 𝑡 ∈ [0, 1]

i покладемо Π𝑥𝑦 = [0, 𝑥]× [0, 𝑦], 𝑥, 𝑦 ∈ (0, 1). Маємо:

∆Π𝑥𝑦𝑓 = cos(𝑥+ 𝑦)− cos𝑥− cos 𝑦 + 1;

∆Π𝑥𝑦𝑔 = − cosh(𝑥+ 𝑦) + cosh 𝑥+ cosh 𝑦 − 1;

∀𝑥, 𝑦 ∈ [0, 1] :
𝜕2𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥𝜕𝑦
= − cos(𝑥+ 𝑦);

𝜕2𝑔(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥𝜕𝑦
= − cosh(𝑥+ 𝑦) ̸= 0;

i

lim
𝑥→0+,𝑦→0+

𝜕2𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥𝜕𝑦

𝜕2𝑔(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥𝜕𝑦

= lim
𝑥→0+,𝑦→0+

− cos(𝑥+ 𝑦)

− cosh(𝑥+ 𝑦)
= 1.

Отже, внаслiдок теореми 4, подвiйна границя (15) дорiвнює 1.

Приклад 6. Знайти потрiйну границю

lim
𝑥→0+,𝑦→0+,𝑧→0+

ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑧), де (16)

ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑧) =

=
sin(𝑥+ 𝑦 + 𝑧)− sin(𝑥+ 𝑦)− sin(𝑥+ 𝑧)− sin(𝑦 + 𝑧) + sin 𝑥+ sin 𝑦 + sin 𝑧

𝑒𝑥+𝑦+𝑧 − 𝑒𝑥+𝑦 − 𝑒𝑥+𝑧 − 𝑒𝑦+𝑧 + 𝑒𝑥 + 𝑒𝑦 + 𝑒𝑧 − 1
.

Розв’язання. Розглянемо функцiї

𝑓(𝑠, 𝑡, 𝑢) = sin(𝑠+ 𝑡+ 𝑢), 𝑔(𝑠, 𝑡, 𝑢) = 𝑒𝑠+𝑡+𝑢, 𝑠, 𝑡, 𝑢 ∈ [0, 1]

i покладемо Π𝑥𝑦𝑧 = [0, 𝑥]× [0, 𝑦]× [0, 𝑧], 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ (0, 1). Маємо:

∆Π𝑥𝑦𝑧𝑓 = sin(𝑥+ 𝑦 + 𝑧)− sin(𝑥+ 𝑦)− sin(𝑥+ 𝑧)− sin(𝑦 + 𝑧)+

+ sin𝑥+ sin 𝑦 + sin 𝑧;

∆Π𝑥𝑦𝑧𝑔 = 𝑒𝑥+𝑦+𝑧 − 𝑒𝑥+𝑦 − 𝑒𝑥+𝑧 − 𝑒𝑦+𝑧 + 𝑒𝑥 + 𝑒𝑦 + 𝑒𝑧 − 1, 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ (0, 1);

∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ [0, 1] :
𝜕3𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑥𝜕𝑦𝜕𝑧
= 𝑒𝑥+𝑦+𝑧 ̸= 0;

i

lim
𝑥→0+,𝑦→0+,𝑧→0+

𝜕3𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑥𝜕𝑦𝜕𝑧

𝜕3𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑥𝜕𝑦𝜕𝑧

= lim
𝑥→0+,𝑦→0+,𝑧→0+

− cos(𝑥+ 𝑦 + 𝑧)

𝑒𝑥+𝑦+𝑧
= −1.

Внаслiдок теореми 4,
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lim
𝑥→0+,𝑦→0+,𝑧→0+

∆Π𝑥𝑦𝑧𝑓

∆Π𝑥𝑦𝑧𝑔
= −1.

Отже, границя (16) дорiвнює −1.
5. Висновки. У статтi отриманi певнi узагальнення теорем Ролля, Ла-

гранжа, Кошi для диференцiйовних функцiй однiєї змiнної на випадок 𝑚 раз
неперервно диференцiйовної на 𝑚–вимiрному паралелепiпедi функцiї 𝑚 змiн-
них. Отриманi результати можуть бути застосованi для проведення дослiджень
у галузi математичного аналiзу та його застосувань, зокрема, для доведення
нерiвностей з функцiями кiлькох змiнних та обчислення кратних границь. Ме-
тодика проведеного дослiдження може бути використана у навчальному процесi
для студентiв освiтнього рiвня бакалавр математичних спецiальностей вищих
навчальних закладiв, а саме, у вибiркових курсах, курсових та дипломних ро-
ботах.
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of several variables.

This article presents some generalizations of the Roll, Lagrange, and Cauchy theorems
of the differential calculus of functions of one variable to the case of differential functions
of several variables. Examples of using the obtained results for proving inequalities and
calculating multivariable limits are given.
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