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КОНТАКТНА ЗАДАЧА ДЛЯ НЕСКIНЧЕННОГО ПРУЖНОГО
НЕОДНОРIДНОГО СТРИНГЕРА I ДВОХ СМУГ З

ПОЧАТКОВИМИ НАПРУЖЕНЯМИ

В рамках лiнеаризованої теорiї пружностi розглядається плоска контактна задача
про передачу навантаження вiд нескiнченного неоднорiдного стрингера до двох одна-
кових пружних смуг з початковими (залишковими) напруженнями, якi защемленi
однiєю гранню. Дослiдження проведенi в загальному виглядi для великих початко-
вих деформацiй i деяких варiантiв теорiї малих початкових деформацiй, для довiль-
ної структури пружного потенцiалу. За допомогою iнтегрального перетворення Фур’є
одержано основнi iнтегро-диференцiйнi рiвняння розв’язок яких представлено у ви-
глядi квазiрегулярних нескiнченних систем алгебраїчних рiвнянь. Дослiджено вплив
наявних початкових (залишкових) напружень у смугах на закон розподiлу контактних
напружень по лiнiї контакту з нескiнченним неоднорiдним стрингером.

Ключовi слова: лiнеаризована теорiя пружностi, початковi (залишковi) напружен-
ня, контактнi задачi, iнтегральне перетворення Фур’є.

1. Вступ. Незважаючи на велику кiлькiсть лiтератури в якiй розглядаються
контактнi задачi лiнеаризованої теорiї пружностi [1, 2, 3, 4], дослiдження з про-
блем пружної контактної взаємодiї тiл з початковими напруженнями в нашiй
країнi i за кордоном з’явилися порiвняно недавно. Лише останнiм часом до-
слiдження контактної взаємодiї попередньо напружених тiл набуває особливо-
го iнтересу в зв’язку з впровадженням в практику нових штучних матерiалiв,
якi можуть витримувати великi початковi деформацiї. Iнколи доцiльно штучно
створювати початковi напруження (залишковi i технологiчнi) для компенса-
цiї i регулювання тих напружень, якi виникають в елементах конструкцiй пiд
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час її експлуатацiї, а також для пiдвищення мiцностiйкостi. Це в основному
пов’язано з тим, що при дослiдженнi задач про контактну взаємодiю пружних
тiл з початковими напруженнями лiнiйна теорiї пружностi не враховує впливу
цих напружень. Для спрощення процесу дослiджень їх можна врахувати в рам-
ках лiнеаризованої теорiї пружностi [5, 6, 1, 7]. Врахування початкових напру-
жень в рамках лiнеаризованої теорiї пружностi призводить до нових постано-
вок задач взаємодiї деформованих тiл, що iстотно вiдрiзняються вiд постановок
класичних задач теорiї пружностi. I хоча при вирiшеннi цих завдань системи
основних диференцiальних рiвнянь, вирази для визначення складових тензора
напружень i структура граничних умов вiдрiзняється вiд вiдповiдних систем
рiвнянь i виразiв тензора напружень теорiї пружностi, вони за своєю природою
i структурою, спорiдненi звичайним контактним змiшаним задачам [8, 9, 10, 11].
У цiй роботi дана постановка i загальний метод вирiшення поставленого зав-
дання в разi пружних потенцiалiв довiльної форми в загальному виглядi для
теорiй великих (скiнченних) початкових деформацiй i рiзних варiантiв теорiї
малих початкових деформацiй.

При постановцi зазначених завдань у всiх реферованих роботах приймаю-
ться чотири припущення, якi є основними в теорiї, що розглядає контактну
взаємодiю тiл з початковими напруженнями i пружних накладок (стрингерiв):
1) контактна взаємодiя пружної накладки без початкових напружень з попе-

редньо напруженим пружним тiлом здiйснюється пiсля виникнення в остан-
ньому початкового напруженого стану;

2) дiючi на пружну накладку зовнiшнi навантаження викликають в попере-
дньо напруженому тiлi збурення напруженого деформiвного стану за вели-
чиною значно меншi вiдповiдних величин початкового напруженого стану;

3) початковий напружений стан одного з взаємодiючих тiл має таку структуру,
що в областi їх взаємодiї можна (приблизно, з достатнiм ступенем точностi)
вважати початковий напружений стан однорiдним;

4) розв’язок лiнеаризованих задач теорiї пружностi про контактну взаємодiю
попередньо напружених тiл i пружних накладок – єдиний.
У данiй роботi з використанням спiввiдношень лiнеаризованої теорiї пру-

жностi [1, 12, 13, 14] представлено розв’язки контактної задачi про контактну
взаємодiю нескiнченного неоднорiдного стрингера з попередньо напруженими
смугами. Дослiдження проведено у загальному виглядi для стисливих i нести-
сливих тiл для теорiї великих (скiнчених) початкових деформацiй i двох варi-
антiв теорiї малих початкових деформацiй при довiльнiй структурi пружного
потенцiалу.

Дотримуючись [6, 1, 15, 16] всi дослiдження проведемо в координатах поча-
ткового деформованого стану 𝑦𝑖, що пов’язанi з лагранжевими координатами
𝑥𝑖 спiввiдношеннями 𝑦𝑖 = 𝜆𝑖𝑥𝑖 (𝑖 = 1, 2), де 𝜆𝑖 — коефiцiєнти видовжень, що
визначають перемiщення початкового стану в напрямках осей координат. При
виконаннi умов 1–4 в областi контакту 𝐿𝑘 {𝑎𝑘, 𝑏𝑘 } для пружних накладок i пру-
жної смуги з початковими (залишковими) напруженнями, мають мiсце граничнi
умови при

𝑦2 = 0; 𝑢 (𝑦1) = 𝑢1 (𝑦1) ; 𝑣 (𝑦1) = 𝑢2 (𝑦1) ; ∀ (𝑦1) ∈ 𝐿𝑘. (1)

𝑑𝑢

𝑑𝑦1
=
𝑑𝑢1
𝑑𝑦1

;
𝑑𝑣

𝑑𝑦1
=
𝑑𝑢2
𝑑𝑦1

; ∀ (𝑦1) ∈ 𝐿𝑘. (2)
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Граничнi умови (1)–(2) разом з положеннями (1–4) та умовами рiвноваги

𝑝 =

𝑦1∫︁
𝑎𝑘

𝜏 (𝑡) 𝑑𝑡, (3)

замикають постановку лiнеаризованих задач про контактну взаємодiю пружних
накладок (скiнченних, нескiнченних (𝑎𝑘 = −∞; 𝑏𝑘 = +∞)), що пiдсилюють
пружну смугу.

2. Постановка задачi i основнi розв’язуючi рiвняння. Нехай нескiн-
ченнi пружнi смуги товщиною 𝐻 з початковими напруженнями защемленi гра-
нями 𝑦2 = ±𝐻, а iншими своїми гранями з’єднанi мiж собою нескiнченним
неоднорiдним пружним стрингером малої товщини ℎ (рис. 1).

Пiдсиленi таким чином нескiнченнi попередньо напруженi смуги перебу-
вають пiд дiєю прикладених до з’єднувального нескiнченного неоднорiдного
стрингера розподiлених горизонтальних сил iнтенсивностi 𝑞0 (𝑦1) вiдповiдно до
(рис. 1). Необхiдно встановити закони розподiлу нормальних 𝑝 (𝑦1) i горизон-
тальних 𝑞 (𝑦1) напружень в областi контакту.

Рис. 1. Нескiнченнi попередньо напруженi смуги пiд дiєю прикладених до
з’єднувального нескiнченного неоднорiдного стрингера розподiлених

горизонтальних сил iнтенсивностi 𝑞0(𝑦1).

При дослiдженi областi контакту, що до стрингера робимо припущення, що
вiн пiд дiєю прикладеного навантаження i тiльки тангенцiальних контактних
напружень розтягується або стискається як стрижень, що знаходиться в одно-
вiсному напруженому станi [17, 18, 19, 20]. Також припускаємо, що вздовж го-
ризонтальної осi вертикальнi пружнi перемiщення сталi. Останнє припущення
обумовлене малiстю товщини стрингера, так як її змiни вiд точки до точки в
процесi деформацiї незначнi i ними можна знехтувати.

Позначимо iнтенсивностi нормальних i тангенцiальних контактних напру-
жень, якi дiють вздовж лiнiї з’єднання стрингера з пружними попередньо на-
пруженими смугами 𝑝 (𝑦1) i 𝑞 (𝑦1), а вертикальнi i горизонтальнi перемiщення
вiдповiдно 𝑢1 (𝑦1) i 𝑢2 (𝑦1).

Перейдемо до отримання основних систем розв’язуючих рiвнянь для постав-
леної задачi. З цiєю метою спочатку розглянемо рiвновагу стрингера.

Iз умови рiвноваги частини стрингера (−∞, 𝑥) отримаємо

𝜎𝑦1𝑦1 (𝑦1) =
1

ℎ

𝑦1∫︁
−∞

[𝑞 (𝑡)− 𝑞0 (𝑡)] 𝑑𝑡, (−∞ < 𝑦1 <∞) (4)
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Тут мається на увазi, що поперечний перерiз стрингера прямокутний шири-
на якого дорiвнює одиницi, а 𝜎𝑦1𝑦1 — осьове напруження в напрямку осi 𝑂𝑦1.
Вiдповiдно до закону Гука знаходимо осьове напруження в напрямку осi 𝑂𝑦1

𝜎𝑦1𝑦1 (𝑦1) = 𝐸1𝜀𝑦1,𝑦1 (𝑦1) , (5)

де

𝜀𝑦1𝑦1 (𝑦1) =
𝑑𝑢 (𝑦1)

𝑑𝑦1
. (6)

Тут 𝑢(𝑦1) — горизонтальнi перемiщення точок пружного стрингера, 𝐸1 —
модуль пружностi стрингера.

Врахувавши (4)–(6), знаходимо

𝑑𝑢 (𝑦1)

𝑑𝑦1
=

1

𝐸1ℎ

𝑦1∫︁
−∞

[𝑞 (𝑡)− 𝑞0 (𝑡)] 𝑑𝑡, (−∞ < 𝑦1 <∞) . (7)

З припущення, що стрингер в вертикальному напрямку згинається як зви-
чайна балка, можемо написати

𝐷
𝑑4𝑣 (𝑦1)

𝑑𝑦41
= 𝑝 (𝑦1)− 𝑝0 (𝑦1) , (−∞ < 𝑦1 <∞) . (8)

Тут 𝑣(𝑦1) — вертикальнi перемiщення точок стрингера; 𝐷 — жорсткiсть
стрингера на згин; 𝑝0(𝑦1), 𝑝 (𝑦1) — iнтенсивнiсть вертикальних сил.

На лiнiї контакту стрингера з пружними смугами мають мiсце умови

𝑢 (𝑦1) = 𝑢1 (𝑦1) , 𝑣 (𝑦1) = 𝑢2 (𝑦1) , ∀𝑦1 ∈ (−∞ < 𝑦1 <∞) , (9)

де 𝑢1 (𝑦1) , 𝑢2 (𝑦1) — перемiщення точок в пружних смугах з початковими на-
пруженнями. Потрiбно визначити закон розподiлу нормальних i тангенцiальних
контактних напружень вздовж лiнiї з’єднання стрингера з попередньо напру-
женими смугами.

Для визначення невiдомих перемiщень i напружень по лiнiї контакту стрин-
гера з смугами запишемо граничнi умови задачi для вiльних вiд защемлення
граней пружних смуг з початковими напруженнями вiд прикладеної пiд кутом
𝛼0 сили 𝑃 [6, 21, 22]

�̃�22 (𝑦1, 0) = −𝑃𝛿 (𝑦1) sin𝛼0; �̃�11 (𝑦1, 0) = −𝑃𝛿 (𝑦1) cos𝛼0, (10)

𝑢1 (𝑦1 − 𝑡) = 0; 𝑢2 (𝑦1 − 𝑡) = 0; (−∞ < 𝑦1 <∞), (11)

де 𝛿(𝑦1) — дельта-функцiя Дiрака.
В результатi розв’язування поставленої задачi функцiї впливу вiд дiї тан-

генцiальної сили (при 𝛼0 = 0) для рiвних коренiв характеристичного рiвняння
[1] (𝑛1 = 𝑛2) такi:

ℎ21 (𝑦1) =
1

𝜋

∞∫︁
0

𝐻21 (𝛼) sin𝛼 𝑦1𝑑𝛼,

ℎ22 (𝑦1) =
1

𝜋

∞∫︁
0

𝐻22 (𝛼) cos𝛼 𝑦1𝑑𝛼.

(12)
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Для нерiвних коренiв (𝑛1 ̸= 𝑛2) можемо записати

ℎ21 (𝑦1) =
1

𝜋

∞∫︁
0

�̃�21 (𝛼) sin𝛼 𝑦1𝑑𝛼,

ℎ22 (𝑦1) =
1

𝜋

∞∫︁
0

�̃�22 (𝛼) cos𝛼 𝑦1𝑑𝛼.

(13)

Ядра 𝐻𝑖𝑗 (𝛼) i �̃�𝑖𝑗 (𝛼) вiдповiдно мають вигляд [2, 23, 24], для 𝑛1 = 𝑛2:

𝐻21 (𝛼) = 𝑚0

[︀
− (𝑠+ 1) (𝑠1𝜉 (𝛼)− 𝛼𝜙1) + ch2 𝛼𝜙1 − 𝑠1 sh

2 𝛼𝜙1 − 𝑠
]︀
=

= 𝑚0 [− (𝑠+ 1) (𝑠1 sh𝛼𝜙1 ch𝛼𝜙1 − 𝛼𝜙1) +

+ ch2 𝛼𝜙1 − 𝑠1 sh
2 𝛼𝜙1 − 𝑠

]︀
·∆−1

1 (𝛼) , (14)

𝐻22(𝛼) = 𝑖
𝑚0𝑚1√
𝑛1

[︀
𝑠 · 𝑠1 ch2 𝛼𝜙1 + (𝛼𝜙1)

2 −

− 𝛼𝜙1𝜉 (𝛼)− 𝑠21 sh
2 (𝛼𝜙1)− 𝑠 · 𝑠1

]︀
·∆−1

1 (𝛼) ,

для 𝑛1 ̸= 𝑛2:

�̃�21 (𝛼) = 𝑚0 [−𝑠𝑠1 (𝛼𝜙1) 𝜉2 (𝛼)− 𝑠𝜉3 (𝛼) + 𝑠 (𝛼𝜙1) 𝜉2 (𝛼) + 𝜉3 (𝛼)] ·∆−1
2 (𝛼) ,

�̃�22 (𝛼) = 𝑖
𝑚0𝑚1√
𝑛1

[1− 𝑠1 ch (2𝛼𝜙2) + 𝑠𝑠1𝜉1 (𝛼)

+ 𝑠𝛼𝜙1𝜉4 (𝛼) + 𝑠𝑠1 (𝛼𝜙1)
2 sh2 𝛼𝜙1−

(15)

−𝑠𝑠1 ch2 𝛼𝜙21 − 𝑠21 (𝛼𝜙1) 𝜉4 (𝛼) + 𝜉3 (𝛼) ] ·∆−1
2 (𝛼) ,

тут 𝑛1 i 𝑛2 коренi визначального рiвняння [1, 25]. Величини, що фiгурують в
формулах (12), (13), (14), (15) вираженi через вiдомi параметри початкового
напруженого стану [1, 2, 26].

3. Розв’язуюча система рекурентних систем рiвнянь. Використову-
ючи принцип суперпозицiї, перемiщення точок пружної смуги з початковими
напруженнями в напрямку осей 𝑂𝑦1 i 𝑂𝑦2 вiд одночасної дiї нормальних i тан-
генцiальних напружень для стисливих i нестисливих тiл в випадку потенцiалiв
довiльної структури визначаються формулами [1]

𝑢1 (𝑦1) =

∞∫︁
−∞

ℎ11 (|𝑦1 − 𝜏 |) 𝑝 (𝜏) 𝑑𝜏 +
∞∫︁

−∞

ℎ12 (|𝑦1 − 𝜏 |) 𝑞 (𝜏) 𝑑𝜏,

𝑢2 (𝑦1) =

∞∫︁
−∞

ℎ21 (|𝑦1 − 𝜏 |) 𝑝 (𝜏) 𝑑𝜏 +
∞∫︁

−∞

ℎ22 (|𝑦1 − 𝜏 |) 𝑞 (𝜏) 𝑑𝜏.

(16)
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Дотримуючись [1, 12], згiдно прийнятих припущень i позначень, задачу мо-
жна сформулювати у виглядi системи рiвнянь

𝑑𝑢2(𝑦1)

𝑑𝑦1
= 0, (−∞ ≺ 𝑦1 ≺ ∞),

𝐸1(𝑦1)
𝑑𝑢1(𝑦1)

𝑑𝑦1
=

1

ℎ

𝑦1∫︁
−∞

[2𝑞 (𝑡)− 𝑞0 (𝑡)] 𝑑𝑡.
(17)

Зробивши припущення, що неоднорiднiсть матерiалу стрингера змiнюється
за законом

𝐸1(𝑦1) = [(1 + 𝛿𝑓(𝑦1)], (−∞ ≺ 𝑦1 ≺ ∞), (18)

де 𝑓(𝑦1) — деяка вiдома функцiя, 𝛿 — малий параметр.
Використавши граничнi умови контакту (9) i представивши невiдомi конта-

ктнi напруження 𝑝0 (𝑦1), 𝑞0 (𝑦1) в виглядi ряду за степенями малого параметра

𝑞0 (𝑦1) =
∞∑︁
𝑘=0

𝛿𝑘𝑞(𝑘)(𝑦1), (−∞ ≺ 𝑦1 ≺ ∞), (19)

можемо записати розв’язуючу систему рекурентних систем iнтегрально-дифере-
нцiальних рiвнянь

𝑑𝑢
(0)
2 (𝑦1)

𝑑(𝑦1)
= 0, (−∞ ≺ 𝑦1 ≺ ∞) (20)

𝐸0ℎ
𝑑2𝑢

(0)
1 (𝑦1)

𝑑(𝑦1)2
= 2𝑞(0)(𝑦1)− 𝑞0(𝑦1),

𝑑𝑢
(𝑘)
2 (𝑦1)

𝑑(𝑦1)
= 0, (𝑘 = 1, 2, . . .), (−∞ ≺ 𝑦1 ≺ ∞) (21)

𝐸0ℎ
𝑑2𝑢

(𝑘)
1 (𝑦1)

𝑑(𝑦1)2
= 2𝑞(𝑘)(𝑦1)− 𝑞

(𝑘−1)
0 (𝑦1),

де

𝑞
(𝑘−1)
0 (𝑦1) = ℎ0

𝑑

𝑑(𝑦1)

[︃
𝑓(𝑦1)

𝑑𝑢
(𝑘−1)
2 (𝑦1)

𝑑(𝑦1)

]︃
, (𝑘 = 1, 2, . . .),

𝑢1 (𝑦1) =

∞∫︁
−∞

ℎ21 (𝑦1 − 𝜏) 𝑝(𝑘) (𝜏) 𝑑𝜏 +

∞∫︁
−∞

ℎ22 (|𝑦1 − 𝜏 |) 𝑞(𝑘) (𝜏) 𝑑𝜏,

𝑢2 (𝑦1) =

∞∫︁
−∞

ℎ11 (|𝑦1 − 𝜏 |) 𝑝(𝑘) (𝜏) 𝑑𝜏 +
∞∫︁

−∞

ℎ12 (𝑦1 − 𝜏) 𝑞(𝑘) (𝜏) 𝑑𝜏,

(𝑘 = 0, 1, . . .), (−∞ ≺ 𝑦1 ≺ ∞),

𝑓
(𝑘−1)
1 (𝑦1) = 𝐷0

𝑑2

𝑑(𝑦1)2

[︃
𝑓(𝑦1)

𝑑2𝑢
(𝑘−1)
2 (𝑦1)

𝑑(𝑦1)

]︃
, (𝑘 = 1, 2, . . .)

𝑓
(𝑘−1)
2 (𝑦1) = 𝐸0ℎ

𝑑

𝑑(𝑦1)

[︃
𝑓(𝑦1)

𝑑𝑢
(𝑘−1)
1 (𝑦1)

𝑑(𝑦1)

]︃
, 𝐷0 = 𝐸0𝐼.

(22)
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Тут 𝐷0 — нульовий член розкладання в ряд. 𝐷(𝑦1) = 𝐼𝐸1(𝑦1) — жорсткiсть
стрингера на згин, 𝐼 — параметр неоднорiдностi.

Система (20) описує контактну задачу для однорiдного нескiнченного стрин-
гера [23, 27, 28], кожна наступна система з (21) вiдрiзняється вiд попередньої
тiльки зовнiшнiм навантаженням. Отже, розв’язок контактної задачi для попе-
редньо напруженої смуги, пiдсиленої неоднорiдним нескiнченним стрингером,
зводиться до розв’язування ряду однорiдних контактних задач, якi вiдрiзня-
ються мiж собою тiльки зовнiшнiми навантаженнями. Нульовий наближений
розв’язок, тобто розв’язок системи (20) за допомогою перетворення Фур’є по-
будований в [3] i має вигляд

𝑝 (𝑦1) =
𝜇

2𝜋

∞∫︁
−∞

[︀
𝛼2𝐻*

21 (𝛼) 𝑞0 (𝛼) +𝐻*
22 (𝛼) 𝑝0 (𝛼)

]︀
𝐻−1 (𝛼) 𝑒−𝑖𝛼𝑦1𝑑𝛼;

(−∞ ≺ 𝑦1 ≺ ∞),

𝑞 (𝑦1) =
𝜇

2𝜋

∞∫︁
−∞

[𝐻*
11 (𝛼) 𝑞0 (𝛼)− 𝑖𝐻*

12 (𝛼) 𝑝0 (𝛼)]𝐻
−1 (𝛼) 𝑒−𝑖𝛼𝑦1 𝑑𝛼.

(23)

Тут величини 𝐻−1(𝛼), 𝐻*
𝑖𝑗(𝛼) (𝑖, 𝑗 = 1, 2), виражаються через вiдомi фун-

кцiї 𝐻𝑖𝑗(𝛼) та �̃�𝑖𝑗(𝛼) (𝑖, 𝑗 = 1, 2), якi визначаються згiдно формул для рiвних
i нерiвних коренiв визначального рiвняння [1, 2, 5, 25] в випадку контректної
структури пружних потенцiалiв. Решта наближень розв’язкiв в випадках впли-
ву неоднорiдностi матерiалу стрингера будуються аналогiчним чином. 𝑝0(𝛼) та
𝑞0(𝛼) — Фур’є, а 𝜇 — коефiцiєнт Ляме.

Таким чином, 𝑘-ве наближення має вигляд

𝑝(𝑘) (𝑦1) =
1

2𝜋

∞∫︁
−∞

𝑃 (𝑘)(𝑠)𝑒−𝑖𝑠𝑦1𝑑𝑠, 𝑞(𝑘) (𝑦1) =
1

2𝜋

∞∫︁
−∞

𝑄(𝑘)(𝑠)𝑒−𝑖𝑠𝑦1𝑑𝑠, (𝑘 = 1, 2, . . .),

де

𝑃 (𝑘) (𝑠) = 𝐷𝑠2
{︁
𝑓
(𝑘−1)
1 (𝑠)

[︀
𝐸0ℎ𝑠

2𝐻22(𝑠) + 1
]︀
− 𝐸0ℎ𝑠

3𝑓
(𝑘−1)
2 (𝑠)𝐻12(𝑠)

}︁⧸︁
𝐿(𝑠),

𝑄(𝑘) (𝑠) = −𝐼𝐸0ℎ𝑠
{︁
𝑓
(𝑘−1)
2 (𝑠)

[︀
𝐷0ℎ𝑠

4𝐻11(𝑠) + 1
]︀
+ (24)

+𝐷0ℎ𝑠
3𝑓

(𝑘−1)
1 (𝑠)𝐻12(𝑠)

}︁⧸︁
𝐿(𝑠), (𝑘 = 1, 2, . . .),

є трансформантами Фур’є контактних напружень.
В (24):

𝐿(𝑠) =
[︀
𝐷0𝑠

4𝐻11(𝑠)− 1
]︀ [︀
𝐸0ℎ𝑠

2𝐻22(𝑠) + 1
]︀
+𝐷0𝐸0𝑠

4ℎ𝐻2
12(𝑠),

(𝑗 = 1, 2), (𝑘 = 1, 2, . . .),

тут 𝐹 — оператор перетворення Фур’є для вказаної функцiї (функцiонал).
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Застосувавши до (20) i (21) iнтегральне перетворення Фур’є, вiдносно транс-
формант контактних напружень, отримаємо наступнi системи:

ℎ11(𝑦1)𝑝
(0)(𝑦1)− 𝐼ℎ12(𝑦1)𝑄

(0)(𝑦1) = 0,

𝐸0ℎ𝑦
2
1ℎ21 (𝑦1)𝑝

(0)(𝑦1)−
[︀
𝐸0ℎ𝑦

2
1ℎ22(𝑦1) + 2

]︀
𝑄(0)(𝑦1) = 𝑄0(𝑦1),

(25)

ℎ11(𝑦1)𝑝
(𝑘)(𝑦1)− 𝐼ℎ12(𝑦1)𝑄

(𝑘)(𝑦1) = 0, (𝑘 = 1, 2, . . .),

𝐸0ℎ𝑦
2
1ℎ21 (𝑦1) 𝑝

(𝑘)(𝑦1)−
[︀
𝐸0ℎ𝑦

2
1ℎ22(𝑦1) + 2

]︀
𝑄(𝑘)(𝑦1) = 𝑄

(𝑘−1)
0 (𝑦1),

(26)

де

𝑝(𝑘)(𝑦1) = 𝐹
[︀
𝑝(𝑘)(𝑦1)

]︀
, 𝑄(𝑘)(𝑦1) = 𝐹

[︀
𝑞(𝑘)(𝑦1)

]︀
, (𝑘 = 0, 1, 2, . . .),

𝑄0(𝑦1) = 𝐹 [𝑞0(𝑦1)] , 𝑄
(𝑘−1)
0 (𝑦1) = 𝐹

[︁
𝑞
(𝑘−1)
0 (𝑦1)

]︁
,

𝐼 — параметр неоднорiдностi, а ℎ𝑖𝑗 (𝑦1) — функцiї впливу, вирази яких задаю-
ться формулами: для рiвних коренiв 𝑛1 = 𝑛2:

ℎ11 (𝑦1) =
1

𝜋

∞∫︁
0

𝐻11 (𝛼) cos𝛼𝑦1 𝑑𝛼,

ℎ12 (𝑦1) =
1

𝜋

∞∫︁
0

𝐻12 (𝛼) sin𝛼𝑦1 𝑑𝛼.

(27)

для нерiвних коренiв 𝑛1 ̸= 𝑛2:

ℎ11 (𝑦1) =
1

𝜋

∞∫︁
0

�̃�11 (𝛼) cos𝛼𝑦1 𝑑𝛼,

ℎ12 (𝑦1) =
1

𝜋

∞∫︁
0

�̃�12 (𝛼) sin𝛼𝑦1 𝑑𝛼.

(28)

Тут ℎ𝑖𝑗 (𝛼) , 𝑖, 𝑗 = 1, 2 функцiї впливу, якi характеризують перемiщення гра-
ничних точок гранi 𝑦2 = 0 нескiнченної пружної смуги з початковими (залишко-
вими) напруженнями вiд одиничної горизонтальної сили, ядра 𝐻𝑖𝑗 (𝛼) i �̃�𝑖𝑗 (𝛼)
вiдповiдно мають вигляд (14), (15).

Пiсля знаходження трансформант контактних напружень з систем (25), (26)
i застосувавши обернене перетворення Фур’є отримаємо вирази нульового i 𝑘-го
наближення нормальних i тангенцiальних напружень

𝑝(0) (𝑦1) =
𝜇

2𝜋

∞∫︁
−∞

𝐻*
12(𝛼)

𝐻*(𝛼)
𝑄0 (𝛼) sign 𝛼𝑒

−𝑖𝛼𝑦1𝑑𝛼, (−∞ ≺ 𝑦1 ≺ ∞);

𝑞(0) (𝑦1) =
𝜇

2𝜋

∞∫︁
−∞

𝐻*
11(𝛼)

𝐻*(𝛼)
𝑄0 (𝛼) 𝑒

−𝑖𝛼𝑦1𝑑𝛼.

(29)
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𝑝(𝑘) (𝑦1) =
𝜇

2𝜋

∞∫︁
−∞

𝐻*
12(𝛼)

𝐻*(𝛼)
𝑄

(𝑘−1)
0 (𝛼) sign 𝛼𝑒−𝑖𝛼𝑦1𝑑𝛼, (−∞ ≺ 𝑦1 ≺ ∞);

𝑞(𝑘) (𝑦1) =
𝜇

2𝜋

∞∫︁
−∞

𝐻*
11(𝛼)

𝐻*(𝛼)
𝑄

(𝑘−1)
0 (𝛼) 𝑒−𝑖𝛼𝑦1𝑑𝛼.

(30)

Тут величини 𝐻(𝛼), 𝐻*
𝑖𝑗(𝛼) (𝑖, 𝑗 = 1, 2) виражаються через вiдомi функцiї

𝐻𝑖𝑗(𝛼) та �̃�𝑖𝑗(𝛼) (𝑖, 𝑗 = 1, 2), якi визначаються згiдно формул для рiвних i не-
рiвних коренiв визначального рiвняння [1, 2, 29, 30] в випадку контректної стру-
ктури пружних потенцiалiв.

Вирази контактних напружень (29) описують розв’язок контактної задачi
для однорiдного стрингера, але вони одночасно є також нульовим наближенням
розв’язку задачi для неоднорiдного стрингера. Решта наближень розв’язкiв, що
виражаються формулами (30) демонструють вплив неоднорiдностi стрингера.
Слiд вiдмiтити, що цим способом можна розв’язувати контактнi задачi для пру-
жного тiла, пiдсиленого нескiнченним стрингером з слабкою неоднорiднiстю,
яка змiнюється за законом

𝐸1(𝑦1) = [(1 + 𝛿𝑓(𝑦1)], (−∞ ≺ 𝑦1 ≺ ∞),

де 𝑓(𝑦1) — деяка вiдома функцiя, 𝛿 — малий параметр.
4. Розв’язок систем розв’язуючих рiвнянь. Застосувавши до обох ча-

стин системи (23), iнтегральне перетворення Фур’є за змiнною 𝑦1 i використав-
ши теорему про згортку, знайдемо вирази для контактних напружень в пру-
жних смугах з початковими напруженнями.

Нульове наближення для випадкiв рiвних i нерiвних коренiв характеристи-
чного рiвняння набере вигляду (23), якщо в цих формулах провести замiну:
✓ для рiвних коренiв (𝑛1 = 𝑛2): 𝐻*

𝑖𝑗(𝛼) на 𝐻𝑖𝑗(𝛼),

✓ для нерiвних коренiв (𝑛1 ̸= 𝑛2): 𝐻*
𝑖𝑗(𝛼) на �̃�𝑖𝑗(𝛼),

✓ де ядра 𝐻𝑖𝑗 (𝛼) та �̃�𝑖𝑗 (𝛼) вiдповiдно мають вигляд (14) i (15).
Розглянемо числовi приклади для нестисливих тiл неогукiвського матерiалу

(потенцiал Трелоара) (рис. 2–3).
Тут 𝑝 (𝜉) , 𝑞 (𝜉) — безрозмiрнi контактнi нормальнi i тангенцiальнi напруже-

ння в пружних смугах з початковими напруженнями. Значення 𝜆1 = 1 вiдповi-
дає класичнiй теорiї пружностi i збiгається з результатами роботи [18, 31], 𝜆1 =
= 0; 0,8; 0,4— вiдповiдає початковим напруженням стиснення, а 𝜆1 = 1,1; 1,2; 1,3
— початковi напруження розтягування, 𝜉 є безрозмiрною координатою початко-
вого напруженого стану в пружнiй смузi з початковими напруженнями.

Аналiз графiкiв показує, що у випадку стиснення (𝜆1 ≺ 1) наявнiсть поча-
ткових напружень у пружнiй смузi призводить до значного зменшення конта-
ктних напружень, у випадку розтягування (𝜆1 ≻ 1) — до їх збiльшення.

5. Висновок. В роботi в рамках лiнеаризованої теорiї пружностi отримано
розв’язок плоскої контактної задачi про передачу зосередженого горизонталь-
ного навантаження вiд злегка неоднорiдного нескiнченного пружного стрингера
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Рис. 2. Графiк розподiлу контактних
напружень для потенцiалу Трелоара

(нестислива зона).

Рис. 3. Графiк розподiлу контактних
напружень для потенцiалу Трелоара

(стислива зона).

до двох попередньо напружених смуг з защемленими вiльними вiд навантаже-
ння гранями. Дослiдження були проведенi в цiлому для теорiї великих поча-
ткових деформацiй та декiлькох варiантiв теорiї малих початкових деформацiй
у випадку довiльної структури пружного потенцiалу. Розв’язок задачi зведено
вiдносно нормальних i тангенцiальних контактних напружень до розв’язуючої
системи рекурентних систем iнтегро-дифференцiйних рiвнянь розв’язок яких
побудовано за степенями малого параметра. Нульовий наближений розв’язок
неоднорiдної задачi будується за допомогою iнтегрального перетворення Фур’є.
В кiнцевому результатi контактнi напруження представлено у виглядi iнтегра-
лiв Фур’є. Дослiдження, представленi в статтi дають можливiсть зробити низку
узагальнених висновкiв, що стосуються впливу початкових напружень на закон
розподiлу контактних зусиль при нескiнченнiй накладцi, що взаємодiє з попе-
редньо напруженими смугами.
1. У загальному випадку для рiвних i нерiвних коренiв визначального рiв-
няння [1, 30] для розглядуваного в рамках лiнеаризованої теорiї пружно-
стi класу контактних задач сформульовано загальний метод розв’язування,
який дає можливiсть отримати розв’язок поставлених задач, якщо вiдомий
розв’язок аналогiчних лiнiйних (без початкових напружень) задач.

2. У випадку рiвних коренiв визначального рiвняння [1,30] для тiл з пружними
потенцiалами довiльної форми напруження i перемiщення на кiнцях пру-
жних накладок мають особливiсть, яка повнiстю збiгається з особливiстю
в аналогiчних задачах класичної лiнiйної теорiї пружностi. З нерiвними
коренями для тiл з пружними потенцiалами довiльної форми не вдається
довести спiвпадання порядкiв вказаних особливостей.

3. Контактнi напруження на лiнiї контакту з пружною надкладкою значно за-
лежать вiд початкових напружень. Бiльш iстотний вплив кiлькiсного хара-
ктеру початковi напруження проявляють в високоеластичних матерiалах.
Якiсний вплив має iдентичний характер.
РЕЗЮМЕ.
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В рамках лiнеаризованої теорiї пружностi отримано розв’язок плоскої кон-
тактної задачi про передачу горизонтального зосередженого навантаження вiд
неоднорiдного нескiнченного в обох напрямках стрингера до двох затиснених
по одному краю однакових смуг з початковими (залишковими) напруженнями.
Дослiдження проведенi в загальному виглядi для теорiї великих початкових
деформацiй та рiзних варiантiв теорiї малих початкових деформацiй при до-
вiльнiй структурi пружного потенцiалу. Розв’язок задачi зводиться вiдносно
нормальних i тангенцiальних контактних напружень, до системи рекурентних
систем iнтегро-дифференцiйних рiвнянь, яка розв’язується за допомогою iнте-
грального перетворення Фур’є. В кiнцевому результатi контактнi напруження
представленi у виглядi iнтегралiв Фур’є.

Початковi напруження в пружних смугах призводять до iстотної змiни за-
кону розподiлу контактних напружень; при цьому в разi стискування конта-
ктнi напруження значно зменшуються (в разi розтягування — збiльшуються),
а перемiщення в разi стискування значно зростають (при розтягуваннi — змен-
шуються). Iстотнiший вплив (кiлькiсного характеру) початковi (залишковi) на-
пруження мають у високоеластичних матерiалах в порiвняннi з жорсткiшими
матерiалами; якiсний вплив має аналогiчний характер.
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In the framework of the linearized theory of elasticity, a flat contact problem is con-
sidered to transfer the load from an infinite heterogeneous stringer to two identical elastic
bands with initial (residual) stresses that are clogged with one grade. Studies are gen-
erally conducted for large initial deformations and some variants of the theory of small
initial deformations, for an arbitrary structure of elastic potential. With the Fourier in-
tegral transformation, the main integro-differential solutions of the solution of which are
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presented in the form of quasi-regulating infinite systems of algebraic equations. The in-
fluence of existing initial (residual) stresses in strips to the law of distribution of contact
stresses along the contact line with an infinite heterogeneous stringer is investigated.

Keywords: Contact problems, the linearized elasticity theory resiliency, resilient protec-
tive strap, initial (residual) tension, initial deformations.
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