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Роздiл 1

Загальнi вiдомостi про iнформацiю
iнформацiю та системи її захисту

1.1 Iнформацiя та її форми.Визначення поняття iнфор-
мацiя.

Iнформацiя – абстрактне поняття, що має рiзнi значення залежно вiд
контексту. Походить вiд латинського слова «informatio», яке має декiлька
значень:

• роз’яснення;

• виклад фактiв, подiй;

• витлумачення;

• представлення, поняття;

• ознайомлення, просвiта.

Основними формами подання iнформацiї є символьна, текстова i графi-
чна.

Символьнаформа ґрунтуєтьсяна використаннi символiв –лiтер, цифр,
знакiв i т. д., є найбiльш простою i практично застосовується тiльки для
передачi сигналiв про рiзнi подiї.

Бiльш складною є текстова форма подання iнформацiї. Тут, як i в
попереднiй формi, використовуються символи – лiтери, цифри, матема-
тичнi знаки. Однак iнформацiя закладена не тiльки в цих символах, але
й у їх сполученнi, порядку проходження. Завдяки взаємозв’язку символiв
i вiдображенню мови людини текстова iнформацiя надзвичайно зручна i
широко використовується в повсякденному життi.
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Найбiльшмiсткою, але i найбiльшскладноює графiчнаформаподання
iнформацiї. Образи природи, фотографiї, креслення, схеми, малюнки ма-
ють велике значення в нашому життi i мiстять величезну кiлькiсть iнфор-
мацiї. I хоча iнформацiя не має нi маси, нi геометричних розмiрiв, жодних
фiзичних або хiмiчних властивостей, проте для її iснування обов’язкова на-
явнiсть якогосьматерiального об’єкта,щопередає або зберiгає iнформацiю.
Таких об’єктiв досить багато, i їхня кiлькiсть увесь час зростає.

1.2 Види iнформацiї

Iнформацiю можна подiлити на види за кiлькома ознаками:

1. За способом сприйняття:
Для людини iнформацiя подiляється на види залежно вiд типу реце-
пторiв, що сприймають її.

• Вiзуальна – сприймається органами зору.
• Аудiальна – сприймається органами слуху.
• Тактильна – сприймається тактильними рецепторами.
• Нюхова – сприймається нюховими рецепторами.
• Смакова – сприймається смаковими рецепторами.

2. За формою подання: За формою подання iнформацiя подiляється на
такi види:

• Текстова – що передається у виглядi символiв, призначених по-
значати лексеми мови;

• Числова – у виглядi цифр i знакiв, що позначають математичнi дiї;
• Графiчна – у виглядi зображень, подiй, предметiв, графiкiв;
• Звукова – усна або у виглядi запису передачi лексем мови аудi-
альним шляхом.

3. За призначенням:

• Масова – мiстить тривiальнi вiдомостi i оперує набором понять,
зрозумiлим бiльшiй частинi соцiуму;
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• Спецiальна – мiстить специфiчний набiр понять, при використан-
нi вiдбувається передача вiдомостей, якi можуть бути не зрозумiлi
основнiй масi соцiуму, але необхiднi i зрозумiлi в рамках вузької
соцiальної групи, де використовується дана iнформацiя;

• Особиста – набiр вiдомостей про яку-небудь особистiсть, що ви-
значає соцiальний стан i типи соцiальних взаємодiй всерединi
популяцiї.

1.3 Кiлькiснi мiри iнформацiї

Повiдомлення, що передаються людською мовою, складаються з певно-
го набору письмових (абетка, роздiловi знаки) або речових (фонетичних)
знакiв. Результати вимiрювань позначаються системою знакiв, якi склада-
ються з цифр та лiтер, що утворюють певний код, тобто цифри це числовi
значення, а лiтери – одиницi вимiрювань. В теорiї знакiв, яка називається
семiотика, знаковi системи вивчаються на трьох основних рiвнях: синта-
ксичному, семантичному i прагматичному.

На синтаксичному рiвнi повiдомлення розглядають як символи, що
абстрагованi вiд змiсту або будь-якої цiнностi iнформацiї. Предметом ана-
лiзу на цьому рiвнi є частота появи символiв, тобто знакiв коду, зв’язку
мiж ними, порядку проходження, правила побудови виразiв, за допомо-
гою яких можуть формулюватися повiдомлення.

На семантичному рiвнi вивчається змiст символiв повiдомлення, тоб-
то вiдношення повiдомлення до того, що воно вiдображає. Синтаксично
грамотно побудована фраза може бути абсолютно некоректною в семан-
тичному вiдношеннi.

Наприклад, речення: “Висота будинку дорiвнює 1000 тон” є вiрно скла-
деним граматично, але не має нiякого змiсту.

На прагматичному рiвнi символи-повiдомлення розглядаються в їх
вiдношеннi до отримувача. При цьому враховуються такi характеристики
повiдомлення, як важливiсть, кориснiсть, цiннiсть, актуальнiсть.

Наприклад, повiдомлення “завтра очiкується вiтер силою11 балiв”, тобто
шторм, який може викликати великi неприємностi, є бiльш важливим за
повiдомлення, що “завтра очiкується сильний вiтер – силою 3 бала”.

В синтаксичному та семантичному вiдношеннi цi повiдомлення є одна-
ковими. На сьогоднi найбiльш розроблена задача синтаксичної оцiнки iн-
формацiї.
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При синтаксичному рiвнi аналiз iнформацiї визначається як мiра змен-
шення невизначеностi знань про будь-який об’єкт (предмет) у процесi
його пiзнання. Для оцiнки кiлькостi iнформацiї на синтаксичному рiвнi
необхiдно знати мiру невизначеностi тiєї чи iншої ситуацiї. Iнтуїтивно
зрозумiло, що кiлькiсть iнформацiї, яка буде отримана в результатi дослi-
ду або дiї, пропорцiйна величинi рiзницi мiж невизначенiстю iнформацiї
до та пiсля дослiдження.

ЯкщоH1 – невизначенiсть знань певного питання до дослiдження (апрi-
орна), аH2– невизначенiсть, що характеризує стан знань пiсля дослiджен-
ня (апостерiорна), тодi iнформацiя, що iснує в цьому повiдомленнi, визна-
чається як I = H1 −H2.

Для оцiнки ступеня невизначеностi знань на синтаксичному рiвнi роз-
роблено велику кiлькiсть рiзних математичних мiр, але найбiльше вико-
ристовуються двi мiри:

• структурна або логарифмiчна, запропонована Ральфом Хартлi в
1928 р.;

• ймовiрнiсна, запропонована Клодом Шеноном в 1948 р.

1.4 Мiра Хартлi

При розробцi логарифмiчної мiри Р.Хартлi запропонував наступне:

• сигнали, за допомогою яких передаються повiдомлення, складаються
з дискретних елементiв (символiв);

• елементи сигналiв можуть приймати кiнцеву кiлькiсть рiзних значень
(m) (сукупнiсть всiхm значень утворює алфавiт);

• усi символи мiж собою статистично незалежнi i рiвноймовiрнi;

• передача iнформацiї вiдбувається за вiдсутностi завад.

Припустимо, що символи алфавiту можуть приймати m неоднакових
значень при рiвнiй ймовiрностi їх, появи, тобто: p1 = p2 = . . . = pi = . . . =
pm, тобто pi = 1

m .
При послiдовностi з n таких символiв можливо отримати N сигналiв

(повiдомлень). При цьому N = mn.
Наприклад, m = 2, n = 3, тодi N = 23 = 8. Дiйсно, якщо у двiйковому

алфавiтi всього два символи “0” чи “1” при послiдовностi з трьох таких
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символiв можемо отримати 8 слiв (повiдомлень), а саме: 000, 001, 010, 011,
100, 101, 110 та 111.

Кiлькiсть можливих слiв повiдомлень зростає в степеневiй залежностi
вiд кiлькостi символiв n. Зрозумiло, що кiлькiсть iнформацiї, що знаходи-
ться в кожному повiдомленнi, пропорцiйна кiлькостi символiв n, i тому
Р.Хартлi запропонував мiру визначення iнформацiї як логарифм можли-
вих сигналiв з однаковою кiлькiстю символiв.

I = logaN = logam
n = nlogam (1.1)

В залежностi вiд основи логарифму a iснують рiзнi одиницi вимiрюва-
ння iнформацiї.

• Одиниця кiлькостi iнформацiї, що являє собою вибiр iз двох рiвно-
ймовiрних подiй, одержала назву двiйкової одиницi, або бiта (основа
логарифму a = 2) . Назва bit утворена iз двох початкових i останнiх
лiтер англiйського виразу binary unit, що значить двiйкова одиниця.

• Якщо основа логарифма a = 10, то одиниця вимiрювання iнформацiї
має назву – дiт.

• Аякщо a = e (тобто основинатуральногологарифму), тодi iнформацiя
вимiрюється в нiтах.

Логарифмiчна мiра для невизначеностi iнформацiї вибрана тому, що за-
довольняє умови адитивностi, що дозволяє використати її для вiдтворен-
ня складних дослiдiв. Тобто, при наявностi незалежних джерел iнформацiї
з кiлькiстюN1 iN2 можливих повiдомлень кожне iзN1 можливих значень
першої величини може з’явитися одночасно iз будь-яким з N2 значень
iншої величини.

Кiлькiсть усiх можливих сполучень значень двох цих величин дорiвнює
добутку N = N1N2, i тодi: I = logN = logaN1N2 = logaN1 + logaN2. Таким
чином, кiлькiсть iнформацiї що прийдеться на одне повiдомлення, дорiв-
нює сумi кiлькостей iнформацiї, яка була отримана вiд двох незалежних
джерел, узятих окремо.

1.5 МiраШеннона

В тому випадку, якщо ймовiрнiсть будь-якого стану або появи символу
алфавiту неоднаковi, тобто p1 ̸= p2 ̸= pm, використовується ймовiрнiсна
мiра, яку запропонував К. Шеннон.
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Мiра Шеннона дозволяє визначити середню кiлькiсть iнформацiї, яку
отримають на одне повiдомлення:

I = −n
m∑
i=1

pilogapi (1.2)

де m – кiлькiсть символiв в алфавiтi, n – кiлькiсть символiв алфавiту в повi-
домленнi, pi – iмовiрнiсть (вiдносна частота) появи символу iз значенням
i в повiдомленi.

Виявилося,щоформула, запропонована Р. Хартли, являє собою окремий
випадок бiльше загальної формули Шеннона.

Якщо у формулi Шеннона прийняти, що p1 = p2 = . . . = pi = . . . =

pm, тодi I = −n
m∑
i=1

pilogapi = −nm( 1
mloga

1
m) = −nmmloga

1
m = −n(loga1 −

logam) = nlogam.
Знак мiнус у формулi Шеннона не означає, що кiлькiсть iнформацiї в

повiдомленнi – вiд’ємна величина. Пояснюється це тим, що ймовiрнiсть pi,
вiдповiдно до визначення, менше одиницi, але бiльше нуля. Вiдомо, що
логарифм числа, меншого одиницi, тобто logpi – величина вiд’ємна, то
добуток ймовiрностi на логарифм числа буде додатним.

1.6 Ентропiя, як мiра невизначеностi вибору

Ентропiя являє собою логарифмiчну мiру невпорядкованостi стану дже-
рела повiдомлень i характеризує середнiй ступiнь невизначеностi стану
цього джерела.

Ентропiя H визначається з формулою згiдно з теоремою К. Шенно-
на, на основi якої, середня кiлькiсть iнформацiї, що припадає на один
символ, визначається H = −

m∑
i=1

pilogpi. В iнформацiйних системах неви-

значенiсть знижується за рахунок прийнятої iнформацiї, тому чисельно
ентропiя H дорiвнює кiлькостi iнформацiї I , тобто є кiлькiсною мiрою iн-
формацiї.

1.6.1 Статистичнi якостi ентропiї дискретного джерела iнформацiї

У загальному випадку, вiдповiдно до теорiї ймовiрностей, джерело iн-
формацiї однозначно й повно характеризується ансамблем станiв
U = {(u1), (u2), . . . , (un)} з ймовiрностями станiв вiдповiдно



12

{p(u1), p(u2), . . . , p(un)} за умови, що сума ймовiрностей всiх станiв дорiв-
нює 1.

Мiра кiлькостi iнформацiї, як невизначеностi вибору дискретним дже-
релом стану з ансамблю U , запропонована К. Шенноном в 1946 роцi й
одержала назву ентропiї дискретного джерела iнформацiї або ентропiї кiн-

цевого ансамблю: H = −
N∑
n=1

pnlog2pn.

Ступiнь невизначеностi стану об’єкта (або так званого джерела iнформа-
цiї) залежить не тiльки вiд числа його можливих станiв, але й вiд ймовiрно-
стi цих станiв. При нерiвноймовiрних станах варiанти вибору для джерела
обмежуються.

1.6.2 Основнi властивостi ентропiї:

1. Ентропiя є величиною дiйсною й невiд’ємною, тому що значення
ймовiрностей pn перебувають в iнтервалi (0, 1], значення logpn завжди
вiд’ємнi, а значення −pnlogpn вiдповiдно додатнi.

2. Ентропiя – величинаобмежена, томущопри pn ⩾ 0 значення−pnlogpn
також прямує до нуля, а при 0 < pn < 1 обмеженiсть суми всiх додан-
кiв очевидна.

3. Ентропiя дорiвнює 0, якщо ймовiрнiсть одного зi станiв джерела iн-
формацiї дорiвнює 1, i тим самим стан джерела повнiстю визначено
(iмовiрностi iнших станiв джерела дорiвнюють нулю, тому що сума
ймовiрностей повинна бути 1).

4. Ентропiя джерела iз двома станами u1 та u2 при змiнi спiввiдноше-
ння їхнiх ймовiрностей p(u1) та p(u2) визначається виразом H(U) =
−[plogp+(1−p)logp] i досягає максимуму при рiвностi ймовiрностей.

5. Ентропiя об’єднаних статистично незалежних джерел iнформацiї до-
рiвнює сумi їх ентропiй.

6. Ентропiя максимальна при рiвнiй iмовiрностi всiх станiв джерела iн-
формацiї: H(U)max = −( 1

N )log
1
N = logN .

В цьому окремому випадку кiлькiсна мiра Шеннона збiгається з мiрою
Хартлi. Якщо повiдомлення нерiвноймовiрнi, то середня кiлькiсть iнфор-
мацiї, що вмiщується в одному повiдомленнi, буде меншою.
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1.6.3 Ентропiяоб’єднаннястатистичнонезалежнихдискретнихдже-
рел

Ентропiя об’єднання використовується для обчислення ентропiї сумi-
сної появи статично залежних повiдомлень. Наприклад, передаючи сто
раз цифру 5 по каналу зв’язку з завадами, зауважили, що цифра 5 була
прийнята 90 раз, цифра 6 – 8 раз i цифра 4 – 2 рази. Невизначенiсть ви-
никнення комбiнацiй виду 5-4, 5-5, 5-6 при передачi цифри 5 може бути
описана за допомогою ентропiї об’єднання.

Ентропiя об’єднання H(A,B) – це невизначенiсть того, що буде по-
силатись A, а прийматись B. Для ансамблiв переданих повiдомлень та
прийнятих повiдомлень ентропiя об’єднання являє собою суму вигляду

H(A,B) = −
∑
i

∑
j

p(ai, bj)log2p(ai, bj) (1.3)

Ентропiя об’єднання та умовна ентропiя пов’язанi мiж собою наступни-
ми спiввiдношеннями:

H(A,B) = H(A) +H(B/A) = H(B) +H(A/B)

H(B/A) = H(A,B)−H(A), H(A/B) = H(A,B)−H(B)

1.6.4 Властивостi ентропiї об’єднання:

1. Властивiсть симетрiї: H(A,B) = H(B,A).

2. Привiдсутностi статичної залежностiмiж елементамиансамблiвAтаB
умовнi iмовiрностi перетворюються на безумовнi, тодi H(A,B) =
H(A) +H(B).

3. Приповнiй статичнiй залежностiмiж елементамиансамблiвAтаB (на-
приклад, коли результат однiєї подiї однозначно визначає iнформа-
цiю про другу подiю) умовнi ентропiї рiвнi нулю, тому H(A,B) =
H(A) = H(B).

1.6.5 Умовна ентропiя та її властивостi

На практицi часто зустрiчаються взаємозалежнi символи та повiдом-
лення. При передачi змiстовних повiдомлень однi букви зустрiчаються
частiше, iншi рiдше, однi букви i слова часто iдуть за iншими. Наприклад,
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в англiйськiй мовi найчастiше використовується буква е; у французькiй
пiсля букви q завжди iде буква u,якщо q не стоїть в кiнцi слова. Щодо взає-
модiючих систем, то переважно стан однiєї з них впливає на стан iншої. В
таких випадках ентропiя не може визначатись лише на основi безумовних
ймовiрностей.

При пiдрахунку середньої кiлькостi iнформацiї на символ повiдомлення
взаємозалежнiсть враховують через умовнi iмовiрностi появи одних подiй
вiдносно iнших. А отриману при цьому ентропiю називають умовною
ентропiєю.

Умовна ентропiя використовується при визначеннi взаємозалежностi
мiж символами первинного алфавiту, для визначення втрат при передачi
iнформацiї по каналах зв’язку, при обчисленнi ентропiї об’єднання.

Розглянемо текстове повiдомлення. Якщо при передачi n повiдомлень
символ A з’явився m раз, символ B з’явився l раз, а символ A разом з сим-
волом B – k раз, то iмовiрнiсть появи символу A p(A) = m/n ; iмовiрнiсть
появи символу B p(B) = l/n; iмовiрнiсть сумiсної появи символiв A та B
p(AB) = k/n .

Умовна iмовiрнiсть появи символу A вiдносно символу B p(A/B) =
p(AB)
p(B) = k

l i умовна iмовiрнiсть появи символу B вiдносно символу A
p(B/A) = p(AB)

p(A) = k
m .

Якщо вiдомо умовну iмовiрнiсть, то можна легко визначити й iмовiр-
нiсть сумiсної появи символiв, використовуючи попереднi формули:
p(AB) = p(B)p(A/B) = p(A)p(B/A).

Розглянемо формули умовної ентропiї, використовуючи формулуШен-
нона:

H(bj/ai) = −
∑
j

p(bj/ai) log2 p(bj/ai) (1.4)

H(ai/bj) = −
∑
i

p(ai/bj) log2 p(ai/bj) (1.5)

де iндекс i вибрано для характеристики довiльного стану джерела повiдом-
лень A, iндекс j вибрано для характеристики довiльного стану адресату B.

Розрiзняють поняття часткової та загальної умовної ентропiї. Вирази
(1.4) та (1.5) є частковими умовними ентропiями.

ЗагальнаумовнаентропiяповiдомленняBвiдносноповiдомленняAха-
рактеризує кiлькiсть iнформацiї, яка мiститься у будь-якому символi алфа-
вiту, i визначається як сума ймовiрностей появи символiв алфавiту помно-
жена на невизначенiсть, яка залишається пiсля того як адресат прийняв
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сигнал:
H(B/A) = −

∑
i

p(ai)H(bj/ai) = −
∑
i

∑
j

p(ai)p(bj/ai)log2p(bj/ai) (1.6)

Вираз (1.6) є загальним для визначення кiлькостi iнформацiї на один сим-
вол повiдомлення для випадку нерiвноймовiрних та взаємозв’язаних сим-
волiв.

Оскiльки p(ai)p(bj/ai) являється iмовiрнiстю сумiсної появи двох по-
дiй p(ai, bj), то формулу (1.6) можна записати наступним чином:

H(B/A) = −
∑
i

∑
j

p(ai/bj)log2p(bj/ai) (1.7)

1.6.6 Властивостi умовної ентропiї:

1. Якщо ансамблi повiдомлень A та B взаємонезалежнi, то умовна ен-
тропiя A вiдносно B рiвна безумовнiй ентропiї A i навпаки:H(A/B) =
H(A); H(B/A) = H(B).

2. Якщоансамблi повiдомленьAтаBнастiлькижорстко статичнопов’язанi,
що поява одного з них означає обов’язкову появу iншого, то їх умовнi
ентропiї рiвнi нулю: H(B/A) = H(A/B) = 0.

1.7 Ентропiя безперервного джерела iнформацiї (дифе-
ренцiальна ентропiя) та її властивостi

Для опису iнформацiйних властивостей безперервного джерела (си-
гналу) використовується поняття диференцiальної ентропiї. Для її отри-
мання скористаємося формулою для ентропiї дискретних повiдомлень.
При цьому, вираз для ентропiї можна представити у виглядi H(X) =

−
m∑
i=1

p(xi)log2p(xi) = −
m∑
i=1

f(xi)∆xlog2[f(xi)∆x] = −
m∑
i=1

[f(xi)log2f(xi)]∆x−

log2∆x
m∑
i=1

f(xi)∆x = H(∆x)

Переходимо до границi:
H(X) = lim

∆x→0
H(∆X) = −

∞∫
−∞

f(x)log2f(x)dx− lim
∆x→0

log2∆x.

Повна ентропiя джерела безперервних повiдомлень складається з двох
доданкiв, один з яких визначається законом розподiлу, а другий є постiй-
ною величиною, що визначає крок квантування, який впливає на точнiсть
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вимiрювань. Цей член вираження визначає постiйну складову i виключа-
ється з розгляду. Значення першого доданка визначається законом роз-
подiлу i характеризує диференцiальну ентропiю безперервного джерела
(оскiльки f(x) – густина iмовiрностi або диференцiальний закон розподi-
лу) h(x) = −

∞∫
−∞

f(x)log2f(x)dx.

Диференцiальна ентропiя – частина ентропiї джерела безперервних
повiдомлень, яка залежить вiд густини ймовiрностi сигналу x(t), що ви-
дається джерелом.

1.8 Безперервнi розподiли з максимальною диференцi-
альною ентропiєю

Рiзнi класи фiзичних явищ i процесiв пiдпорядковуються рiзним зако-
нам розподiлу. Безперервнi сигнали повнiстю характеризуються закона-
ми розподiлу (iнтегральним або диференцiальним). На будь-якi реальнi
сигнали накладаються певнi обмеження. Оскiльки диференцiальна ентро-
пiя залежить вiд густини ймовiрностi, визначимо, для якого закону вона
максимальна. Тобто, при якому розподiлi ймовiрностi, сигнал заданої по-
тужностi має максимальну ентропiю.

Диференцiальна ентропiю для нормального розподiлу (сигнал з обме-
женою середньою потужнiстю) не залежить вiд математичного очiкування
i дорiвнює ентропiї центрованої випадкової величини. Максимальне зна-
чення для ентропiї: h(x) = log2σ

√
2πe.

Визначимо диференцiальну ентропiю для рiвномiрного розподiлу, тоб-
то сигналу з обмеженою пiкової потужнiстю. Якщо P – пiкова потужнiсть,
то A =

√
P – амплiтудне значення. Диференцiальна ентропiя для рiвно-

мiрного розподiлу дорiвнює: h(x) = log22A.
Диференцiальна ентропiя для експоненцiального розподiлу (розподiл

широко використовується для визначення iнтенсивностi вiдмов у радiо-
електронної апаратури): f(x) = ke−kx при x > 0.

h(x) =

∞∫
0

ke−kx(log2k − kxlog2e)dx =

= −log2k
∞∫
0

ke−kxdx+ log2e

∞∫
0

xke−kxdx = −log2k + log2e = log2
e

k
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Повна ентропiя для експоненцiального розподiлу дорiвнює: H(x) =
h(x)− log2∆x = log2

e
k∆x .



Роздiл 2

Дискретнi повiдомлення та їх джерела.
Класифiкацiя сигналiв

2.1 Iнформацiйнi характеристики джерел дискретних
повiдомлень

Дискретнеповiдомлення–це буква, цифра або вiдлiк, який з’являється
пiсля дискретизацiї i квантування неперервного сигналу.

Iнформацiйна характеристика джерела – це розподiл кiлькостi iн-
формацiї, яка припадає на кожне повiдомлення алфавiту джерела. Вихi-
дними даними для розрахунку цiєї характеристики є ймовiрностi появи
повiдомлень алфавiту джерела.

Для порiвняння джерел, алфавiт яких має рiзну кiлькiсть повiдомлень,
iнформацiйна характеристика не є зручною. Отже iнформацiйна характе-
ристика виконує iлюстративну функцiю. Але як i всяка iнша характери-
стика iнформацiйна характеристика дає можливiсть визначити параметри
джерела.

Середнє значення кiлькостi iнформацiї, яка припадає на одне по-
вiдомлення джерела.

Розглянемометодику визначення середнього значення кiлькостi iнфор-
мацiї, яка припадає на одне повiдомлення джерела на прикладi джерела
iнформацiї, алфавiт якого складає 2 повiдомлення «0» i «1». Нехай P(1) i P(0)
ймовiрностi появи повiдомлень «1» i «0», вiдповiдно. Тодi кiлькiсть iнфор-
мацiї в кожнiй появi повiдомлення «1» (або «0») I(1) (або I(0)) визначається
так:

I(1) = log2
1

P (1)
, I(0) = log2

1

P (0)
.

18
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Розглянемо послiдовнiсть повiдомлень, наприклад, 1101111000 i позна-
чимо кiлькiсть «1» в цiй послiдовностi - n(1) i кiлькiсть «0» - n(0). Тепер
середню кiлькiсть iнформацiї, яка припадає на одне повiдомлення цiєї по-
слiдовностi повiдомлень можна порахувати за формулою:

Ī(a) =
n(1)I(1) + n(0)I(0)

n(1) + n(0)
= P (1)I(1) + P (0)I(0).

На основi цiєї формули сформуємоформулу для визначення середнього
значення кiлькостi iнформацiї, яка припадає на одне повiдомлення дже-
рела при довiльнiй кiлькостi повiдомлень джерела m:

Ī(a) =
m∑
i=1

P (ai)log2
1

P (ai)
.

Дляпрактичного використання параметр середнє значення кiлькостi iн-
формацiї, яка припадає на одне повiдомлення джерела має коротшу назву
– ентропiя джерела.

2.2 Надмiрнiсть повiдомлень

Коли iнформацiя вiд джерела iнформацiї видається у виглядi написано-
го тексту i в цьому текстi є невелика кiлькiсть помилок у виглядi пропуще-
них букв, то з такого текстуможна вилучитипередавану iнформацiю.Отже,
джерело iнформацiї видає суттєву (iснуючi букви) i несуттєву (пропущенi
букви) iнформацiю. При передачi iнформацiї у виглядi тексту несуттєва
iнформацiя є надлишковою . Цей ефект називається iнформацiйної на-
длишковостi джерела.

Для джерела з реальним розподiлом ймовiрностей появи повiдомлень
маємо реальне значення ентропiї джерела H(A) i можемо визначити ма-
ксимально можливе значення ентропiї джерела Hmax(A). А отже можемо
визначити рiзницюHmax(A)−H(A). Цей параметр називається надлишко-
вiстю джерела. Але цим параметром незручно користуватися для джерел
з рiзною кiлькiстю повiдомлень (Hmax(A) для них буде рiзною). Усувається
ця незручнiсть нормуванням цього показника вiдносно Hmax(A):

ρ =
Hmax(A)−H(A)

Hmax(A)
= 1− H(A)

Hmax(A)
.
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Параметр ρ називають коефiцiєнтом надлишковостi джерела. Зауважимо,
що значення коефiцiєнта надлишковостi джерела знаходиться в межах 0 ⩽
ρ ⩽ 1.

Коефiцiєнт надлишковостi характеризує питому вагу iнформацiї джере-
ла, якуможнанепередавати i прицьому втрат iнформацiї не буде. Другими
словами, джереломає суттєву i несуттєву iнформацiю.Надлишковiсть дже-
рела – це несуттєва iнформацiя джерела. Проте надлишкову iнформацiю
можна використовувати на приймальнiй сторонi СПI для випралення по-
милок, якщо такi вносяться в iнформацiю в процесi її передачi через канал
зв’язку.

Джерело iнформацiї видає певну кiлькiсть iнформацiї, яку можна пред-
ставити двома способами:

1. nH(A), де n – кiлькiсть повiдомлень (символiв) необхiдна для передачi
заданої кiлькостi iнформацiї; H(A) – реальна ентропiя джерела.

2. n0 ·Hmax(A), де n0 – мiнiмальна кiлькiсть повiдомлень (символiв) не-
обхiдна для передачi заданої кiлькостi iнформацiї; Hmax(A) – макси-
мальна ентропiя джерела.

Цi два добутки представляють одну й ту саму кiлькiсть iнформацiї. От-
же на їх основi можна скласти рiвняння: n0Hmax(A) = nH(A). З цього
рiвняння отримаємо, що H(A)

Hmax(A)
= n0

n . Тодi ρ = 1 − n0
n = n−n0

n . Коефiцiєнт
надлишковостi визначає (характеризує) питому вагу зайвих повiдомлень,
якi видає джерело iнформацiї.

Заувадження Зайвi символи вимагають додаткового часу на передачу
iнформацiї.

Використання може бути двояке:

1. Знаючи про наявнiсть надлишковостi у джерела можна розв’язува
задачу усунення надлишкової iнформацiї, тобто стискання iнфор-
мацiї.

2. Надлишкову (несуттєву) iнформацiю можна використовувати на при-
ймальнiй сторонi СПI для виправлення помилок, якщо такi вносяться
в сигнал в процесi його передачi по каналу зв’язку.
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2.3 Продуктивнiсть джерел дискретних повiдомлень

Швидкiсть появи iнформацiї (аналогiчне поняттю швидкiсть руху ав-
томобiля) представимо вiдношенням кiлькостi iнформацiї, яка мiститься
в послiдовностi повiдомлень aT до тривалостi цiєї послiдовностi T. Вра-
ховуючи, що швидкiсть появи iнформацiї є величина статистична, для
пiдвищення достовiрностi результату розрахунку необхiдно збiльшувати
значення Т.

Математичний вираз для швидкостi появи iнформацiї на основi сказа-
ного буде мати такий вигляд: R = lim

T→∞
I(aT )
T , [дв.одсек ] або [ бiтсек ].

Проведемо дослiдження наведеного виразу з метою визначення умов,
колишвидкiсть появи iнформацiї матиме максимальне значення. Для цьо-
го представимо: I(aT ) = nH(A); T = nτ̄ , де aT – послiдовнiсть повiдом-
лень на виходi джерела в iнтервалi часу ; n – кiлькiсть повiдомлень в
послiдовностi aT ; τ̄ – середнє значення тривалостi одного повiдомлення.
Тодi R = lim

n→∞
nH(A)
nτ = H(A)

τ .
У випадку, якщо повiдомлення джерела є незалежними τ̄ визначається

так τ̄ =
m∑
i=1

τiP (ai), де τi – тривалiсть i-гоповiдомлення;m– алфавiт джерела

(кiлькiсть видiв повiдомлень, якi використовуються для видачi iнформацiї
вiд джерела); P (ai) – ймовiрнiсть появи i-го повiдомлення.

Якщо повiдомлення мають фiксовану тривалiсть, то τ̄ = τ , то R = H(A)
τ .

Тодi продуктивнiсть джерела дискретних повiдомлень можна записа-
ти в такому виглядi: RД = maxH(A)

τ̄ .
У свою чергу вiдношення H(A)

τ матиме максимальне значення якщо
H(A) = Hmax(A), а τ = τmin, тодi RД = Hmax(A)

τmin
.

Зауваження Все сказане вище про параметри джерел повiдомлень має
мiсце при умовi, що повiдомлення джерела є незалежними.

Якщо за приклад повiдомлень взяти букви українського алфавiту мо-
жна встановити, що ймовiрнiсть появи кожної букви залежить вiд того, яка
буква була попередньою. Наприклад, ми передаємо букву «ь». Наступною
буквою вже нiяк не може бути «ь» (при передачi осмисленого тексту).
Тобто в загальному випадку треба розумiти що джерело передає залежнi
повiдомлення.

Умова незалежних повiдомлень виконується тодi, коли повiдомлення
представляють вiдлiки неперервного випадкового сигналу, iнтервал мiж
якими∆t рiвний або перевищує iнтервал кореляцiї τK (∆t ⩾ τK). У випад-
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ку коли ∆t < τK , вiдлiки представляють собою залежнi повiдомлення. Ця
умова є обов’язковою при реалiзацiї цифрових методiв передачi неперерв-
них сигналiв: диференцiальної iмпульсно-кодової модуляцiї, кодування
передбачених значень, дельта-модуляцiї.



Роздiл 3

Сигнали та їx класифiкацiя

3.1 Детермiнованi та випадковi сигнали.

Детермiнованi сигнали – це сигнали, якi можна описати явними мате-
матичними залежностями i значення яких у будь-який момент часу або в
довiльнiй точцi простору (або в залежностi вiд будь-яких iнших аргумен-
тiв) є апрiорно вiдомими, або можуть бути досить точно визначенi.

Сигнали, закони змiни яких неможливо описати явними математични-
ми залежностями, оскiльки вони носять випадковий характер, вiдносяться
до випадкових. Їх сукупнiсть оцiнюється статистичними характеристика-
ми процесу: законами розподiлу ймовiрностей, кореляцiйними функцiя-
ми, спектральними густинами енергiї. Реальнi сигнали завжди випадко-
вi. На практицi здебiльшого мають мiсце квазiдетермiнованi сигнали, що
описуються функцiями з невiдомими випадковими параметрами.

Як приклад детермiнованого сигналу можна навести синусоїдальну
хвилю, яка графiчно описується синусоїдою. Синусоїда разом з трику-
тним, пилкоподiбним, прямокутним та iншими сигналами належить до
перiодичних сигналiв, тобто до таких сигналiв, якi повторюють свою фор-
му через деякий сталий промiжок часу.

За формою сигнали подiляються на неперервнi та дискретнi. Непе-
рервнi сигнали можуть приймати неперервну множину значень (конти-
нуум) в певному iнтервалi (в часi i за рiвнем). Дискретнi сигнали описую-
ться за допомогою кiнцевого набору чисел або дискретних значень певної
функцiї.

Неперервнi сигнали (рис. 5.2, а) зображуються функцiєю, безперервною
в часi на вiдрiзку спостереження x(t),а дискретнi (рис. 5.2, б) поступають
тiльки в певнi моменти часу та зображаються дискретною функцiєю.

До елементарних детермiнованих сигналiв належить зокрема i одини-

23
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Рис. 3.1: Неперервнi та дискретнi сигнали

чна функцiя (стрибок).
Сукупнiсть амплiтудi вiдповiдних частот гармонiк прийнято називати

спектром амплiтуд. Сукупнiсть початковихфаз i вiдповiдних частот гармо-
нiк називаються спектром фаз. Спектр амплiтуд i спектр фаз однозначно
визначають сигнал, проте для багатьох практичних задач достатньо обме-
житися розглядом тiльки спектра амплiтуд.

Характерною рисою спектра перiодичного сигналу є його переривча-
стiсть (дискретнiсть). Вiдстань мiж сусiднiми спектральними лiнiями одна-
кова i дорiвнює частотi основної гармонiки.

Для опису випадкових процесiв використовують методи теорiї ймовiр-
ностей. У загальному випадку повною характеристикою випадкового про-
цесу є його багатовимiрна густина ймовiрностей. Для стацiонарних гаусiв-
ських процесiв одновимiрна густина ймовiрностей визначається диспер-
сiєю випадкового процесу. Для опису гаусiвських процесiв достатнiми ха-
рактеристиками є й кореляцiйна функцiя процесу. Однiєї з характеристик
випадкового сигналу є його спектральна густина потужностi, пов’язана з
кореляцiйною функцiєю узагальненим перетворенням Фур’є.

Спектр випадкового процесу є суцiльним. Для випадкових процесiв
з постiйною спектральною щiльнiстю й нескiнченною смугою частот по-
тужнiсть нескiнченна, а кореляцiйна функцiя є дельта-функцiєю. Такий
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процес має нескiнченну дисперсiю, є некорельованим i називається бi-
лим шумом. У випадкового процесу з постiйною спектральною густиною
в обмеженiй смузi частот потужнiсть є скiнченною i її можна визначити.

В бiльшостi випадкiв для характеристики випадкових процесiв вико-
ристовують моментнi функцiї перших двох порядкiв: математичне очi-
кування, дисперсiю, а також кореляцiйну функцiю (оцiнювання ступеня
статичної залежностi миттєвих значень процесу U(t) в будь-якi моменти
часу t1 та t2).

Розглянемо спектральне подання стацiонарних випадкових процесiв.
Спектри потужностi випадкових функцiй визначаються аналогiчно спе-
ктрам потужностi детермiнованих сигналiв. Середня потужнiсть випадко-
вого процесу X(t), зареєстрованого в процесi однiєї реалiзацiї на iнтер-
валi (0, T ) з використанням рiвностi Парсеваля може бути обчислена за
формулою:

WT =

T∫
0

[
X2(t)

T
]dt =

−∞∫
∞

[
XT (f)

2

T
]df,

де XT (f) – спектральна густина одиничної реалiзацiї x(t).
При збiльшеннi iнтервалу T енергiя процесу на iнтервалi необмежено

наростає, а середня потужнiсть прямує до певної границi:

W =

−∞∫
∞

[ lim
T→∞

1

T
|XT (f)

T
|2]df,

де пiдiнтегральна функцiя є спектральною густиною потужностi даної
реалiзацiї випадкового процесу:W (f) = lim

T→∞
1
T |

XT (f)
T |2.

Досить часто цей вираз називають просто спектром потужностi. Гу-
стина потужностi є суттєвою, невiд’ємною та парною функцiєю частоти. В
загальному випадку густину потужностi необхiдно усереднювати за мно-
жиною реалiзацiй, але для перiодичних процесiв допустимо усереднювати
за однiєю тривалою в часi реалiзацiєю.

3.2 Спектри дискретних сигналiв

Будь-який складний перiодичний сигнал може бути поданий за до-
помогою ряду Фур’є як сума простих гармонiчних коливань. Сукупнiсть
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простих гармонiчних коливань, на якi може бути розкладений складний
перiодичний сигнал, називається його спектром.

Розподiл амплiтуд гармонiк за частотою називають амплiтудно-частот-
ним спектром або скорочено амплiтудним спектром, а розподiл їхнiх поча-
ткових фаз за частотою – фазочастотним спектром або фазовим спектром.

Лiнiї дискретного спектра мають розмiрнiсть амплiтуди сигналу. Без-
перервний спектр указує на розподiл амплiтуд по всьому спектрi й має
розмiрнiсть щiльностi амплiтуд сигналу.

Якщо спектр сигналу є необмеженим, то при визначеннi ширини не-
хтують гармонiками, амплiтуди яких невеликi й не перевищують певного
(заданого) рiвня. Найбiльш часто користуються рiвнем 0,707 за амплiтудою
або 0,5 за потужнiстю вiд максимального значення.

Перетворення Фур’є – iнтегральне перетворення однiєї комплексно-
значної функцiї дiйсної змiнної на iншу, тiсно пов’язане з перетворенням
Лапласа та аналогiчне розкладу у ряд Фур’є для неперiодичних функцiй.
Це перетворення розкладає дану функцiю на осциляторнi функцiї. Викори-
стовується для того, щоб розрахувати спектр частот для сигналiв змiнних
у часi.

Перетворення Фур’є застосовуються для отримання частотного спектру
неперiодичної функцiї, наприклад, електричного сигналу, тобто для по-
дання сигналу у виглядi суми гармонiчних коливань. При цьому викори-
стовується властивiсть згортки.

Зауваження Вихiдний спектр отримується з вхiдного простим множе-
нням на функцiю вiдклику системиA(ω). Вiдомо, що будь-яка перiодична
функцiя, яка задовольняє умови Дiрiхле, може бути подана у виглядi не-
скiнченної у загальному випадку суми гармонiчних складових – рядом
Фур’є. Умова Дiрiхле полягає у тому, що: функцiя x(t) повинна бути обме-
женою, кусково-неперервною та мати протягом перiоду скiнченне число
екстремумiв.

Вiдомо двi форми розкладання в ряд Фур’є: тригонометрична й ком-
плексна.

Тригонометрична форма розкладання виражається у виглядi

x(t) = 1
2A0 +

∞∑
k=1

Ak cos(Kω0t− φk) ,

де 1
2A0 – постiйна складова функцiї x(t);Ak cos(Kω0t−φk) – k -та гармо-

нiчна складова; Ak, Kω0, φk – амплiтуда, частота та початкова фаза k-тої
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гармонiчної складової; ω0 =
2π
T – частота основної (першої) гармонiки; T –

перiод змiни функцiї x(t).
В математичному вiдношеннi зручнiше оперувати комплексною фор-

мою ряду Фур’є, поданою у виглядi x(t) = 1
2

∞∑
k=−∞

Akexp{jKω0t}, де Ak =

Akexp{−jφk} – комплексна амплiтуда гармонiчної складової частоти ωk =
Kω0. Комплексна амплiтуда визначається через тимчасову функцiю x(t) за

допомогою формули Ak =
2
T

t+T∫
t

x(t)exp{−jKω0t}dt.

Рис. 3.2: Графiчнi зображення спектра амплiтуд i спектра фаз перiодичного сигналу

Будь-який неперiодичний сигнал можна розглядати як перiодичний,
перiод змiни якого дорiвнює нескiнченностi. У зв’язку з цим розглянутий
ранiше спектральний аналiз перiодичних процесiв може бути узагальне-
ний i на неперiодичний сигнал.

Розглянемо як буде змiнюватись спектр неперiодичного сигналу при
необмеженому збiльшеннi перiоду змiни сигналу. При збiльшеннi перiо-
ду T iнтервали мiж сумiжними частотами в спектрi сигналу i амплiтуди
спектральних складових зменшується i в границi при T → ∞ стають не-
скiнченно малими величинами. При цьому спектральний розклад неперi-
одичного сигналу вiдображається рядом Фур’є.

Комплексна форма неперiодичного сигналу має вигляд

x(t) =
1

2π

∞∫
−∞

S(jω)exp(jωt)dω,

де S(jω)exp(jωt)dω – спектральна густина сигналу; S(ω) = |S(jω)| –
амплiтудно-частотна характеристика сигналу; ϕ(ω) – фазочастотна хара-
ктеристика сигналу. Попереднiй вираз називається формулою оберненого
перетворення Фур’є.
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Таким чином, спектр неперiодичного сигналу, на вiдмiну вiд спектра
перiодичного сигналу, є суцiльним i являє собою суму нескiнченної кiль-
костi гармонiчних складових iз нескiнченно малими складовими.

3.3 Спектри одиничних та перiодичних iмпульсних по-
слiдовностей

Розглянемо спектри деяких найбiльш важливих для радiотехнiки перi-
одичних та неперiодичних ЕРС.

Теорема про суму спектрiв i теорема запiзнення дозволяють обчислити
спектр групи однакових рiвновiдстаючих iмпульсiв. Нехай є два однако-
вих iмпульси f1(t) i f2(t) = f1(t− τ), роздiлених iнтервалом часу τ . Можна
записати спектральну функцiю другого iмпульсу через спектральну фун-
кцiю першого: S̄2(ω) = S̄1(ω)e

−jωx.
Тодi на основi виразу для спектральної функцiї суми двох iмпульсiв

отримаємо:
S̄(ω) = S̄2(ω) + S̄1(ω) = S̄1(ω)(1 + e−jωτ) = S̄1(ω)[1 + cosωτ − jsinωτ ] =

= S1(ω)
√

(1 + cosωτ)2 + sin2 ωτe−jψ(ω) = S̄1(ω)2 cos
ωτ

2
e−jψ(ω),

де ψ(ω) = arctan sinωτ
1+cosωτ .

Зi збiльшенням кiлькостi iмпульсiв спектр групи iмпульсiв наближає-
ться за структурою до лiнiйчатого спектра перiодичної послiдовностi iм-
пульсiв.

Практично всi канали зв’язку мають обмежену смугу пропускання. От-
же, припередачi сигналу через реальнийканал зв’язкуможе бутипередана
лише частина його частотного спектра.

За практичну ширину спектра сигналу приймають дiапазон частот, в
межах якого знаходиться найбiльш вагома частина спектра сигналу. Ви-
бiр практичної ширини спектра сигналу визначається двома критерiями:
енергетичним критерiєм та критерiєм допустимих спотворень форми си-
гналу.

Розглянемо для прикладу послiдовнiсть прямокутних iмпульсiв трива-
лiстю τ , амплiтудою h, iз перiодом проходження T (рис. 3.3).

Розклад в ряд Фур’є перiодичної послiдовностi прямокутних iмпульсiв
подається у виглядi x(t) = τh

T [1 + 2
∞∑
k=1

sin
Kω0τ

2
Kω0τ

2

cosKω0τ ]. Спектр амплiтуд
такого сигналу показаний на рис. 3.4.



29

Рис. 3.3: Прямокутнi iмпульси

Рис. 3.4: Спектр амплiтуд

Огинаюча його визначається рiвнянням

A(ω) = 2
τh

T
[
sinωτ2
ωτ
2

],

де ω = Kω0 – для k-ої гармонiки.
Для перiодичної послiдовностi iмпульсiв прямокутної форми тривалi-

стю τ = T/2 достатньо практичну ширину спектра вибрати рiвною 3ω0 =
6π
T = 3π

τ . В цiй областi частот зосереджено 95% всiєї потужностi сигналу.
Розглянемо одиничний прямокутний iмпульс тривалiстю T та величи-

ною h, спектральна густина такого сигналу визначається виразом S(jω) =
∞∫

−∞
x(t)exp{−jωt}dt =

τ
2∫

− τ
2

hexp. Енергiя сигналу, зосереджена в смузi ча-

стот вiд 0 до ω0,

W1 =
1

π

ω0∫
0

[S(ω)]2dω =
τ 2h2

π

ω0∫
0

[
sin ωτ

2
ωτ
2

]2dω.



Роздiл 4

Способи перетворення сигналiв

4.1 Дискретизацiя та модуляцiя аналогових сигналiв.
Дискретизацiя сигналiв в чaci, за рiвнем та кодуван-
ня безперервних сигналiв.

Пiд дискретизацiєю сигналiв розумiють перетворення функцiй непе-
рервних змiнних у функцiї дискретних змiнних, по яких вихiднi неперерв-
нi функцiї можуть бути вiдновленi iз заданою точнiстю. Роль дискретних
вiдлiкiв виконують, як правило, квантованi значенняфункцiй у дискретнiй
шкалi координат.

Система дискретного часу – це алгоритм iз вхiдною послiдовнiстю s(k) i
вихiдною послiдовнiстю y(k), що може бути лiнiйною або нелiнiйною,
iнварiантною або змiнною в часi.

Система дискретного часу лiнiйна й iнварiантна в часi, якщо вона вiд-
повiдає принципу суперпозицiї (вiдгук на кiлька входiв дорiвнює сумi
вiдгукiв на кожен вхiд окремо), а затримка вхiдного сигналу викликає таку
ж затримку вихiдного сигналу.

Суть дискретизацiї аналогових сигналiв полягає в тому, що неперерв-
нiсть у часi аналогової функцiї s(t) замiнюється послiдовнiстю коротких
iмпульсiв, амплiтуднi значення яких визначаються за допомогою вагових
функцiй, або безпосередньо вибiрками (вiдлiками) миттєвих значень си-
гналу s(t) у моменти часу tn.

Подання сигналу s(t)на iнтервалiT сукупнiстюдискретних значень cn за-
писується у виглядi: (c1, c2, . . . , cn) = A[s(t)] , деA–оператор дискретизацiї.
Запис операцiї вiдновлення сигналу s(t) : s′(t) = B[(c1, c2, . . . , cn)]. Вибiр
операторiв A та B визначається необхiдною точнiстю вiдновлення сигналу.

30
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Найбiльш простими є лiнiйнi оператори. У загальному випадку: cn =
qn(t)s(t)dt, де qn(t) – система вагових функцiй.

Зауваження Вiдлiки в останньому виразi пов’язанi з операцiєю iнте-
грування, що забезпечує високу завадостiйкiсть дискретизацiї. Однак у
силу складностi технiчної реалiзацiї «зваженого» iнтегрування, останнє
використається досить рiдко, при високих рiвнях перешкод.

Бiльшшироке поширення одержали методи, при яких сигнал s(t) за-
мiняється сукупнiстю його миттєвих значень sn(t) у моменти часу tn. Роль
вагових функцiй у цьому випадку виконують решiтчастi функцiї. Вiдрiзок
часу tмiж сусiднiми вiдлiкаминазивають кроком дискретизацiї. Дискрети-
зацiя називається рiвномiрною iз частотою F = 1

t , якщо значення t постiй-
не по всьому дiапазону перетворення сигналу. При нерiвномiрнiй дискре-
тизацiї значення tмiж вибiрками може змiнюватися за певною програмою
або залежно вiд змiни будь-яких параметрiв сигналу.

Оптимальними є методи дискретизацiї, що забезпечують мiнiмаль-
ний числовий ряд при заданiй похибцi вiдтворення сигналу. При неор-
тогональних базисних функцiях використаються, в основному, статичнi
алгебраїчнi полiноми вигляду: s′(t) = cntn.

Вимогою до вибору частоти дискретизацiї є внесення мiнiмальних спо-
творень в динамiку змiн сигнальних функцiй. Логiчно вважати,що спотво-
рення iнформацiї будуть тим меншi, чим вища частота дискретизацiї F .
Чим бiльше значення F , тим бiльшою кiлькiстю цифрових даних будуть
вiдображатися сигнали, i тим бiльший час буде затрачено на їх обробку.
В оптимальному варiантi значення частоти дискретизацiї сигналу F по-
винне бути необхiдним i достатнiм для обробки iнформацiйного сигналу
з заданою точнiстю, тобто забезпечувати допустиму похибку вiдновлення
аналогової форми сигналу (середньоквадратичну в цiлому за iнтервалом
сигналу, або за максимальними вiдхиленнями вiд iстинної форми в хара-
ктерних iнформацiйних точках сигналiв).

4.2 Теорема Котельникова

Частотний критерiй Котельникова базується на теоремi Котельнико-
ва: якщо неперервна функцiя x(t) вiдповiдає умовам Дiрiхле (тобто, обме-
жена, кусково-неперервна i має кiнцеву кiлькiсть екстремумiв) та її спектр
обмежений деякою частотою fc – то вона повнiстю визначається послi-
довнiстю своїх значень в точках, якi розташованi одна вiд одної на вiдста-
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нi Tk = 1
2fc

. Аналiтично теорема Котельникова записується iнтерполя-

цiйним рядом x(t) =
∞∑

k=−∞
x(k∆t) sin[ωc(t−k∆t)]

ωc(t−k∆t) , де ∆t = π
ωc

= 1
2fc

.

Неперервна функцiя з обмеженим спектромможе бути подана у виглядi
суми нескiнченно великої кiлькостi членiв, кожний з яких є множником
функцiї вигляду sin y

y (функцiї вiдлiку) та коефiцiєнта x(k∆t), який визначає
значення функцiї x(t) в момент вiдлiку.

Функцiя вигляду sinωcτ
ωcτ

являє собою реакцiю iдеального фiльтра нижнiх
частот з граничною частотою ωc на дельта-функцiю. Тодi, якщо через та-
кий фiльтр пропустити квантований в часi сигнал iз частотою квантуван-
ня f = 2fc =

ωc

π , то, знаходячи добуток вихiдних сигналiв фiльтра, можна
отримати вихiдний неперервний сигнал функцiї x(t). При використаннi
теореми Котельникова для квантування сигналiв реальний спектр сигна-
лу умовно обмежують деяким дiапазоном частот вiд нуля до ωc, в якому
зосереджена основна частина енергiї спектра сигналу.

4.3 Методи модуляцiї дискретних сигналiв

Цифрова обробка сигналiв (ЦОС) (digital signal processing) – це область
обчислювальної технiки, що динамiчно розвивається та охоплює як технi-
чнi, так i програмнi засоби. Спорiдненими областями для цифрової оброб-
ки сигналiв є теорiя iнформацiї, зокрема, теорiя оптимального прийому
сигналiв i теорiя розпiзнавання образiв. При цьому в першому випадку
основним завданням є видiлення сигналу на фонi шумiв i перешкод рi-
зної фiзичної природи, а в другому – автоматичне розпiзнавання, тобто
класифiкацiя та iдентифiкацiя сигналу.

При цифровiй обробцi використовується подання сигналiв у виглядi
послiдовностей чисел або символiв. Цiль такої обробки може полягати в
оцiнцi характерних параметрiв сигналу або в перетвореннi сигналу у фор-
му, що у деякому змiстi бiльше зручна. Формули класичного чисельного
аналiзу, такi, як формули для iнтерполяцiї, iнтегрування й диференцiюван-
ня, безумовно є алгоритмамицифрової обробки. Цифрова обробка сигналiв
застосовується в таких рiзних областях, як бiомедицина, акустика, звукова
локацiя, радiолокацiя, сейсмологiя, зв’язок, системипередачi даних, ядерна
технiка, i багатьох iнших.

Методами ЦОС є математичнi спiввiдношення або алгоритми, вiдпо-
вiдно до яких виконуються обчислювальнi операцiї над цифровими си-
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гналами. До них належать алгоритми цифрової фiльтрацiї, спектрально-
кореляцiйного аналiзу,модуляцiї та демодуляцiї сигналiв, адаптивної оброб-
ки та iн.

Засобами реалiзацiї ЦОС є жорстка логiка, програмованi логiчнi iнте-
гральнi схеми, мiкропроцесори загального призначення, мiкроконтроле-
ри, персональнi комп’ютери (комп’ютерна обробка сигналiв) та цифровi
сигнальнi процесори.

Cигнал – це iнформацiйна функцiя, що несе повiдомлення про фiзичнi
властивостi, стан або поведiнку будь-якої фiзичної системи, об’єкта або
середовища, а метою обробки сигналiв у самому загальному змiстi можна
вважати отримання певних iнформацiйних вiдомостей, якi вiдображенi в
цих сигналах (корисна або цiльова iнформацiя) i перетворення цих вiдо-
мостей у форму, зручну для сприйняття i подальшого використання.

4.4 Модуляцiя гармонiчних коливань: амплiтудна, ча-
стотна, фазова.

4.4.1 Амплiтудна,частотна,фазовамодуляцiя,порiвнянняспектрiв
сигналiв з рiзними видами модуляцiї

Аналогова модуляцiя застосовується для передачi дискретних даних по
каналах з вузькою смугою частот, типовим представником яких є канал
тональної частоти, наданий у розпорядження користувачам загальних те-
лефонних мереж. Типова амплiтудно-частотна характеристика каналу то-
нальної частоти подана на рис. 4.1. Цей канал передає частоти в дiапазонi
вiд 300 до 3400 Гц, таким чином, його смуга пропускання дорiвнює 3100 Гц.
Хоча людський голос має набагато бiльшширокий спектр – приблизно вiд
100 Гц до 10 кГц, – для прийнятної якостi передачi мови дiапазон у 3100 Гц
є гарним рiшенням. Строге обмеження смуги пропускання тонального ка-
налупов’язано з використанням апаратури ущiльнення i комутацiї каналiв
у телефонних мережах. Пристрiй, що виконує функцiї модуляцiї несучої
синусоїди на сторонi, яка передає сигнали, i демодуляцiї на прийомнiй
сторонi, називається модемом (модулятор-демодулятор).

Аналоговамодуляцiя є такимспособомфiзичного кодування, приякому
iнформацiя кодується змiною амплiтуди, фази чи частоти синусоїдального
сигналу несучої частоти. Основнi способи аналогової модуляцiї показанi
на рис. 4.2. На дiаграмi (рис. 4.2, а) показана послiдовнiсть бiтiв вихiдної
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Рис. 4.1: Амплiтудно-частотна характеристика каналу тональної частоти

iнформацiї, подана потенцiалами високого рiвня для логiчної одиницi i
потенцiалом нульового рiвня для логiчного нуля. Такий спосiб кодування
називається потенцiйним кодом, що часто використовується при передачi
даних мiж блоками комп’ютера.

При амплiтуднiй модуляцiї (рис. 4.2, б) для логiчної одиницi вибира-
ється один рiвень амплiтуди синусоїди несучої частоти, а для логiчного
нуля – iнший. Цей спосiб рiдко використовується в чистому виглядi на
практицi через низку завадостiйкiсть, але часто застосовується в поєднаннi
з iншим видом модуляцiї – фазовою модуляцiєю.

При частотнiй модуляцiї (рис. 4.2, в) значення 0 i 1 вихiдних даних
передаються синусоїдами з рiзною частотою – f0 i f1. Цей спосiб модуляцiї
не потребує складних схем у модемах i звичайно застосовується в низько-
швидкiсних модемах, що працюють на швидкостях 300 чи 1200 бiт/с.

Рис. 4.2: Рiзнi види модуляцiї

При фазовiй модуляцiї (рис. 4.2, г) значенням даних 0 i 1 вiдповiдають
сигнали однакової частоти, але з рiзною фазою, наприклад 0 i 180 градусiв
чи 0, 90, 180 i 270 градусiв.
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У швидкiсних модемах часто використовуються комбiнованi методи
модуляцiї, як правило, амплiтудна в поєднаннi iз фазовою.

Спектр результуючого модульованого сигналу залежить вiд типу моду-
ляцiї i швидкостi модуляцiї, тобто бажаної швидкостi передачi бiтiв вихi-
дної iнформацiї.

Розглянемо спочатку спектр сигналу при потенцiйному кодуваннi. Не-
хай логiчна одиниця кодується позитивним потенцiалом, а логiчний нуль
– негативним потенцiалом такої ж величини. Для спрощення обчислень
припустимо, що передається iнформацiя, яка складається з нескiнченної
послiдовностi одиниць i нулiв,щочергуються, як це i показанона рис. 4.3, а.
Зауважимо, що в даному випадку величини бодiв i бiтiв у секунду збiгаю-
ться.

Для потенцiйного кодування спектр безпосередньо виходить з формул
Фур’є для перiодичної функцiї. Якщо дискретнi данi передаються з бiтовою
швидкiстю N бiт/с, то спектр складається з постiйної складової нульової
частоти i нескiнченного ряду гармонiк з частотами f0, 3f0, 5f0, 7f0, . . .,
де f0 = N

2 . Амплiтуди цих гармонiк зменшуються досить повiльно – з
коефiцiєнтами 1/3, 1/5, 1/7, . . . вiд амплiтуди гармонiки f0 (рис. 4.3, а). В
результатi спектр потенцiйного коду потребує для якiсної передачi широ-
ку смугу пропущення. Крiм того, потрiбно врахувати, що реально спектр
сигналу постiйно змiнюється в залежностi вiд того, якi данi передаються
по лiнiї зв’язку.

ПрикладПередачадовгої послiдовностi нулiв чиодиниць змiщує спектр
убiк низьких частот, а в крайньому випадку, коли переданi данi складаю-
ться тiльки з одиниць (чи тiльки з нулiв), спектр складається з гармонiки
нульової частоти. При передачi одиниць, що чергуються, i нулiв постiйна
складова вiдсутня. Тому спектр результуючого сигналу потенцiйного коду
при передачi довiльних даних займає смугу вiд деякої величини, близь-
кої до 0 Гц, до приблизно 7f0 (гармонiками з частотами вище 7f0 можна
знехтувати через їх малий внесок у результуючий сигнал).

Для каналу тональної частоти верхня границя при потенцiйному коду-
ваннi досягається для швидкостi передачi даних у 971 бiт/с, а нижня не-
прийнятна для будь-якихшвидкостей, томущо смуга пропускання каналу
починається з 300 Гц. У результатi потенцiйнi коди на каналах тональної
частоти нiколи не використовуються.

При амплiтуднiй модуляцiї спектр складається iз синусоїди несучої
частоти fc i двох бiчних гармонiк: (fc+fm) i (fc−fm), де fm – частота змiни
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Рис. 4.3: Амплiтуда модуляцiї неперервного процесу

iнформацiйного параметра синусоїди,що збiгається зiшвидкiстю передачi
даних при використаннi двох рiвнiв амплiтуди (рис. 4.3, б). Частота ви-
значає пропускну здатнiсть лiнiї при даному способi кодування. При не-
великiй частотi модуляцiї ширина спектра сигналу буде також невеликою
(рiвною 2fm), тому сигнали не будуть спотворюватися лiнiєю, якщо її смуга
пропускання буде бiльша чи дорiвнюватиме 2fm. Для каналу тональної ча-
стоти такий спосiб модуляцiї прийнятний при швидкостi передачi даних
не бiльше 3100/2=1550 бiт/с. Якщо ж для подання даних використовуються
4 рiвнi амплiтуди, то пропускна здатнiсть каналу пiдвищується до 3100
бiт/с.

При фазовiй i частотнiй модуляцiї спектр сигналу виходить бiльш
складним, нiж при амплiтуднiй модуляцiї, тому що бiчних гармонiк тут
утвориться бiльш двох, але вони також симетрично розташованi щодо
основної несучої частоти, а їх амплiтуди швидко зменшуються. Тому цi
види модуляцiї також добре пiдходять для передачi даних по каналу то-
нальної частоти.

4.4.2 Iмпульснi види модуляцiї

При iмпульснiймодуляцiї у якостi несучої використовуєтьсяперiодична
послiдовнiсть iмпульсiв, один з параметрiв яких змiнюється за законом
iнформацiйного сигналу.

Перiодична послiдовнiсть iмпульсiв характеризується такими параме-
трами: тривалiстю τ ; перiодом слiдування Ti чи тактовою частотою f = 1

Ti
;

амплiтудою U0; положенням (фазою) iмпульсiв вiдносно тактових точок ti;
сквапнiстю Qτ =

Ti
τ , яка в iмпульсних системах може перевищувати 2000.

В залежностi вiд вибраного модулюючого параметра розрiзняють на-
ступнi види iмпульсної модуляцiї: амплiтудно-iмпульсну (АIМ), широтно-
iмпульсну (ШIМ) та часову iмпульсну, рiзновидами якої є фазо-iмпульсна



37

(ФIМ) i частотно-iмпульсна (ЧIМ) модуляцiї. Можливi дискретнi види ФIМ
(ДФIМ) i ЧIМ (ДЧIМ). До складних видiв iмпульсної модуляцiї вiдносяться
дельта-модуляцiя (ДМ) та iмпульсно-кодова модуляцiя (IКМ).

4.4.3 Амплiтудно-iмпульсна модуляцiя (АIМ)

При АIМ амплiтуда iмпульсiв (рис. 4.4, а) змiнюється за законом мо-
дулюючого (iнформацiйного) сигналу UΩ (рис. 4.4, б), а iншi параметри
iмпульсiв залишаються незмiнними.

Сигнал при АIМ можна записати у виглядi:

UAIM = [U0 +∆Uf(t)]
∑
i

F (t− ti − iTi) =

= U0[1 +mαf(t)]
∑
i

F (t− ti − iTi),

де f(t) – функцiя модулюючого (iнформацiйного) сигналу у часi; F (t)
– функцiя, що описує форму одиничного iмпульсу; mα = ∆U

U0
– коефiцiєнт

глибини модуляцiї.
Розрiзняють два види АIМ: неперервну, так звану АIМ 1-го роду (АIМ-1),

при якiй величина iмпульсiв змiнюється вiдповiдно до змiни модулюю-
чого сигналу (рис. 4.4, в), та плоску – АIМ 2-го роду (АIМ-2), при якiй
амплiтуда iмпульсу визначається значеннями модулюючого сигналу в та-
ктових точках (рис. 4.4, г). Так як тривалiсть iмпульсiв завжди набагато
менше перiоду модулюючого сигналу, рiзниця мiж АIМ-1 i АIМ-2 практи-
чно вiдсутня.

Рис. 4.4: Амлiтудно-iмпульсна модуляцiя: а – iмпульси несучої частоти; б – iнформацiй-
ний сигнал; в – сигнали АIМ-1; г – сигнали АIМ-2; д – схема модулятора при АIМ-1
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4.4.4 Широтно-iмпульсна модуляцiя (ШIМ)

При ШIМ тривалiсть iмпульсiв несучої частоти (рис. 4.5, а) змiнюється
за законом iнформацiйного сигналу (рис. 4.5, б) при незмiнних iнших па-
раметрах iмпульсiв.

Розрiзняють однобiчну (ОШIМ) i двобiчну (ДШIМ) широтно-iмпульсну
модуляцiю. В ОШIМ змiна тривалостi iмпульсiв виконується перемiще-
нням тiльки одного (переднього чи заднього) фронту (рис. 4.5, в), а при
ДШIМ – двох фронтiв, симетрично їх центрiв, розмiщених в тактових то-
чках (рис. 4.5, г).

Рис. 4.5: Широтно-iмпульсна модуляцiя: а – iмпульси несучої частоти; б – iнформацiйний
сигнал; в – ОШIМ-сигнали; г – ДШIМ-сигнали; д – схема формування сигналiв ОШIМ

Схема формування сигналiв ОШIМ приведена на рис. 4.5, д. ОШIМ-
сигнал можна отримати з виходу модулятора M , якщо до нього пiдве-
сти в якостi несучої пилкоподiбну напругу UП. При поданнi на iнший
вхiд M iнформацiйного сигналу UΩ, на його виходi отримуємо модульо-
вану за амплiтудою пилкоподiбну напругу. Обмеживши її двостороннiм
обмежувачем амплiтуд (ОА), отримуємо iмпульси, модульованi за шири-
ною (тривалiстю). Для отримання прямокутної форми iмпульсiв з ОШIМ
на виходi ОА включають формувач iмпульсiв (ФI).

ЗавадостiйкiстьШIМ значно бiльше завадостiйкостi АIМ, томуШIМши-
роко використовується у телевимiрюваннях.

4.4.5 Часова iмпульсна модуляцiя

При часовiй iмпульснiй модуляцiї за законом модулюючої напруги змi-
нюється положення в часi iмпульсiв вiдносно тактових точок. В залежностi
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вiд закономiрностей змiни положення iмпульсiв вiдносно тактових точок
розрiзняють фазо-iмпульсну модуляцiю (ФIМ) i частотно-iмпульсну моду-
ляцiю (ЧIМ).

4.4.6 Фазо-iмпульсна модуляцiя (ФIМ)

Фазо-iмпульсна модуляцiя (ФIМ) характеризується тим, що зсув у часi
iмпульсiв вiдносно тактових точок, тобто девiацiя частоти слiдування iм-
пульсiв (рис. 4.6, а), пропорцiйний амплiтудi модулюючого сигналу (рис.
4.6, б) i не залежить вiд його частоти (рис. 4.6, в). Розрiзняють ФIМ першого
роду (ФIМ-1) i другого роду (ФIМ-2). При ФIМ-1 величина зсуву з часом
iмпульсiв вiдносно тактових точок пропорцiйна значенню модулюючої
напруги в моменти посилання цих iмпульсiв, а при ФIМ-2 – в тактових то-
чках. Так як зсув iмпульсiв значно менше перiоду модулюючого сигналу,
то рiзниця мiж ФIМ-1 i ФIМ-2 практично вiдсутня.

Рис. 4.6: Часово-iмпульсна модуляцiя: а – iмпусна несуча; б – модулюючий сигнал; в –
сигнал ФIМ; г – сигнал ЧIМ

Для отримання ФIМ-сигналiв можна застосувати схему представлену
на рис. 4.7, а. В данiй схемi пiсля отримання iмпульсiв, модульованих за
шириною (тривалiстю) на виходi широтно-iмпульсного модулятора ШIМ
(ДIМ) (рис. 4.7, б), їх подають через диференцiальну ланку RC, на виходi
якої отримують короткi гострокiнцевi iмпульси (рис. 4.7, в). Пiсля обме-
ження їх по амплiтудi обмежувачем амплiтуди (ОА) отримують iмпульси
однiєї полярностi, якi подаються наформуючий каскад (ФК) для отримання
iмпульсiв, модульованих за фазою однакової тривалостi i амплiтуди.



40

Рис. 4.7: Формування ФIМ-сигналiв: а – схема формування сигнала з ФIМ; б – сигнал ДIМ;
в – сигнал на виходi диференцiюю чого ланцюга; г – сигнал ФIМ

Спектр ФIМ-сигналiв подiбний спектру при ОШIМ лише з тiєю рiзни-
цею, що деякi складовi спектру мають дещо меншу амплiтуду (боковi ча-
стоти спектру при ФIМ мають значно меншi амплiтуди, нiж при ОШIМ,
що ускладнює їх видiлення при прийомi). Тому в системах з ФIМ отрима-
но послiдовнiсть iмпульсiв з ФIМ, перетворюють послiдовнiсть iмпульсiв з
АIМ чи ШIМ, з якої шляхом фiльтрацiї видiляють модулюючий сигнал.

4.4.7 Частотно-iмпульсна модуляцiя (ЧIМ)

ЧIМ характеризується тим, що частота слiдування iмпульсiв несучої
змiнюється за законом модулюючого сигналу (рис. 4.6, г), iншi параметри
iмпульсiв при цьому залишаються незмiнними. При збiльшеннi миттєвого
значення повiдомлення частота iмпульсiв пiдвищується, а при зменшенi –
знижується. Таким чином здiйснюється модуляцiя за частотою iмпульсiв,
при якiй тривалiсть iмпульсiв залишається постiйною, змiнюється лише
iнтервалмiжними.Ширина смуги частот визначається тривалiстю iмпуль-
су.

Головною умовою для ЧIМ являється те, що тривалiсть iнформацiйно-
го iмпульсу (чи тривалiсть паузи) повинна бути бiльше чи рiвна десяти
перiодам несучої послiдовностi.

Iснує багато реалiзацiй ЧIМ, одна з них полягає в наступному:

• якщо в iнформацiйнiй послiдовностi, що складається з iмпульсiв,
з’являється 1 (є iмпульс), то частота несучої послiдовностi зменшу-
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ється в два рази;

• якщо в iнформацiйнiй послiдовностi з’являється 0 (немає iмпульсу),
то частота несучої послiдовностi збiльшується в два рази.

Завадостiйкiсть ЧIМ приблизно така ж як i у ФIМ.



Роздiл 5

Випадковi сигнали та їх
характеристики

5.1 Неперервнi та дискретнi випадковi процеси

Для опису випадкових процесiв використовують методи теорiї ймо-
вiрностей. У загальному випадку повною характеристикою випадкового
процесу є його багатовимiрна щiльнiсть iмовiрностей. Для стацiонарних
гаусiвських процесiв одновимiрна щiльнiсть iмовiрностей визначається
дисперсiєю випадкового процесу. Для опису гаусiвських процесiв доста-
тнiми характеристиками є її кореляцiйна функцiя процесу. Однiєї з хара-
ктеристик випадкового сигналу є його спектральна щiльнiсть потужностi,
пов’язана з кореляцiйною функцiєю узагальненим перетворенням Фур’є.

Спектр випадкового процесу є суцiльним. Для випадкових процесiв з
постiйною спектральною щiльнiстю й нескiнченною смугою частот по-
тужнiсть нескiнченна, а кореляцiйна функцiя є дельта-функцiєю. Такий
процес має нескiнченну дисперсiю, є некорельованим i називається бiлим
шумом. У випадкового процесу з постiйною спектральною щiльнiстю в
обмеженiй смузi частот потужнiсть є скiнченною i її можна визначити.

Пiд випадковим (стохастичним) процесом розумiють таку випадкову
функцiю часу U(t), значення якої в кожен момент часу випадковi. Кон-
кретний вигляд випадкового процесу, зареєстрованого у деякому дослiдi,
називають реалiзацiєю випадкового процесу. Данi, якi характеризують всю
множину можливих реалiзацiй називаються ансамблем.

Основними ознаками, за якими класифiкують випадковi процеси є:
простiр станiв, часовий параметр та статичнi залежностi мiж випадковими
величинами U(ti) в рiзнi моменти часу ti.

Простором станiв (англ. space of states) називають множину можливих

42
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значень випадкової величиниU(ti) . Випадковий процес у якомумножини
станiв складають континуум, а змiна станiв можлива в будь-якi моменти
часу, називають неперервним випадковим процесом. Якщо змiна станiв
допускається лише в кiнцевому чи поточному числi моментiв часу, то
говорять про неперервну випадкову величину.

Вiдповiдно до визначення випадковийпроцесU(t)може бути описаний
системоюN звичайно залежних випадкових величинU1 = U(t1), . . . , Un =
U(tn) , взятих в рiзнi моменти часу t1, t2, . . . , tn.

В бiльшостi випадкiв для характеристики випадкових процесiв викори-
стовують моментнi функцiї перших двох порядкiв: математичне сподiва-
ння, дисперсiю, а також кореляцiйну функцiю

m[U(t1)]−M [U(t1)] =

∞∫
−∞

U1P1(
U1

t1
)dU1,

де P1(U1; t1) – одновимiрна щiльнiсть iмовiрностi або одновимiрна фун-
кцiя розподiлення випадкового процесу. Фiзико-математичне сподiвання
виражає значення сукупностi вибiрок випадкового процесу у визначений
момент часу t1.

Дисперсiя – це математичне сподiвання квадрата вiдхилення величи-
ни U(t1) вiд математичного сподiвання у визначений момент часу T1.
Дисперсiя виражається формулою

D[U(t1)] =M{[U(t1)−mU(t1)]
2} =

∞∫
−∞

(U1 −M [U(t1)]
2)P (U1, t1)dU1.

Вона виражає розкид значення випадкової величини навколо матема-
тичного сподiвання. Корiнь квадратний з дисперсiї прийнято називати
середнiм квадратичним вiдхиленням випадкової величини

G2[U(t1)] =M{[U 2(t1)]} =

∞∫
−∞

U 2P1(U1, t1)dU1.

Фiзично початковий момент другого порядку є повною середньою по-
тужнiстю випадкової величини.

Випадковi процеси можуть мати однаковi математичнi сподiвання й
дисперсiю, але рiзко вiдрiзняються за швидкiстю змiни своїх значень у
часi рис 5.1.
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Рис. 5.1: Математичне сподiвання для рiзних процесiв

Тому для оцiнювання ступеня статичної залежностi миттєвих значень
процесу U(t) в будь-якi моменти часу t1 та t2 використовується випадко-
ва функцiя аргументiв RU(t1, t2), яка називається автокореляцiйною або
просто кореляцiйною функцiєю.

При конкретних аргументах t1 та t2 вона дорiвнює кореляцiйному мо-
менту значень процесу U(t1) та U(t2)

RU(t1, t2) = m1[U(t1), U(t2)].

Двовимiрним законом розподiлу випадкової функцiї X(t) називається
закон розподiлу f(x1, x2, t1, t2) системи двох випадкових розмiрiвX(t1) та
X(t2), що є значеннями випадкової функцiї для рiзних значень аргумен-
тiв t = t1 та t = t2.

Математичним сподiванням випадкової функцiї X(t) називається не-
випадкова функцiя mx(t), яка при кожному даному значеннi аргументу
дорiвнює математичному сподiванню значення випадкової функцiї при
тому ж значеннi аргументуmx(t) =M [X(t)].

Кореляцiйною функцiєю випадкової функцiїX(t) називається невипад-
кова функцiя двох аргументiвKx(t1, t2), яка при кожнiй парi значень t1 та t2
дорiвнює кореляцiйному моменту вiдповiдних значень випадкової фун-
кцiї

Kx(t1, t2) =M [X(t1), X(t2)],

де X(t) = X(t)−mx(t) – центрована випадкова функцiя.
При t1 = t2 = t кореляцiйна функцiя Kx(t1, t2) перетворюється в дис-

персiю випадкової функцiї X(t), тобто

Kx(t1, t2) = Dx(t) = σ2x(t).
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Нормованою кореляцiйною функцiєю випадкової функцiї X(t) назива-
ється функцiя

rx(t1, t2) =
Kx(t1, t2)

σx(t1)σy(t2)
.

Взаємноюкореляцiйноюфункцiєюдвох випадковихфункцiйX(t) таY (t)
називається функцiя двох аргументiв Rxy(t1, t2), яка при кожнiй довiльно
обранiй парi їх значень дорiвнює кореляцiйному моменту вiдповiдних
значень X(t1) та Y (t2) цих випадкових функцiй

Rxy(t1, t2) =M [X(t1), Y (t2)].

Нормованою взаємною кореляцiйною функцiєю двох випадкових фун-
кцiй X(t) та Y (t) називається функцiя

rxy(t1, t2) =
Rx(t1, t2)

σx(t1)σy(t2)
.

ВипадковiфункцiїX(t) таY (t)називаютьсянекалiброваними, якщоRxy(t1, t2) ≡
0.

Канонiчним розкладанням випадкової функцiї X(t) називається пода-
ння її у виглядi

X(t) = mx(t) +
n∑
k=1

Xkφk(t),

де Xk, k = 1, 2, . . . , n – центрована некорельована випадкова величина з
дисперсiєю Dk; φk(t) – невипадкова функцiя.

5.2 Форми сигналiв

За формою сигнали подiляються на неперервнi та дискретнi.
Неперервнi сигнали можуть приймати неперервну множину значень

(континуум) в певному iнтервалi (в часi i за рiвнем).
Дискретнi сигнали описуються за допомогою кiнцевого набору чисел

або дискретних значень певної функцiї.
Тобто, неперервнi сигнали (рис. 5.2, а) зображуються функцiєю, безпе-

рервною в часi на вiдрiзку спостереження x(t), а дискретнi (рис. 5.2, б)
поступають тiльки в певнi моменти часу та зображаються дискретноюфун-
кцiєю xg(t).
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Рис. 5.2: Неперервнi та дискретнi сигнали

Рис. 5.3: Формування реалiзацiй yj(t) випадкових функцiй ηj(t) з реалiзацiї x(t) випадко-
вого процесу ξ(t)

Модель (англ. model) – це є вибраний спосiб опису об’єкта, процесу
або явища, який вiдображає суттєвi з погляду розв’язання даної задачi
фактори.

Оцiнка електронних систем потребує виявлення кiлькiсних спiввiдно-
шень мiж основними параметрами джерела iнформацiї i системи, тому
дослiдження здiйснюється на математичних моделях. Сукупнiсть детер-
мiнованих сигналiв може подавати випадковий процес. Навiть при експе-
риментальному аналiзi досить доречно вводити допомiжнi функцiї (рис.
5.3).

Iснуючi аналiзатори законiв розподiлу дозволяють визначати емпiри-
чнi функцiї розподiлу та гiстограми дослiджуваних випадкових процесiв.
Блок-схема аналiзатора наведена на рис. 5.4.

Блок-схема складається з таких блокiв:

1. – амплiтудний селектор (компаратор) з порогом xj ;

2. – амплiтудний селектор (компаратор) з порогом xj+1;

3. – пристрiй вiднiмання;
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Рис. 5.4: Блок-схема аналiзатора законiв розподiлу

4. – пристрiй усереднення;

5. – iндикатор;

6. – генератор пилкоподiбної напруги;

7. – осцилограф.

Аналiз законiв розподiлу здiйснюється, наприклад, для таких випадкових
процесiв як гаусiв шум, синусоїдальний i пилкоподiбний сигнал з випад-
ковими фазами, адитивної сумiшi корисного сигналу та завади.

5.3 Спектральне подання випадкових сигналiв

Розглянемо спектральне подання стацiонарних випадкових процесiв.
Стацiонарнi випадковi процеси – це процеси, що протiкають у часi однорi-
дно, мають вигляд неперервних випадкових коливань навколо середнього
значення (−,+).

Якщо математичне сподiвання, дисперсiя, середнє квадратичне вiдхи-
лення та кореляцiя є постiйними, то такi процеси – стацiонарнi.

Якщо iснують випадковi процеси, що не витримують таких умов, але на
деякому певному iнтервалi вiдхиленням даних параметрiв вiд константи
можна знехтувати, то такий процес називають квазiстацiонарним.

В будь-якiй динамiчнiй системi випадковий процес починається з так
званого “перехiдного” процесу i потiм переходить в установлений режим,
який з деяким наближенням можна вважати стацiонарним. Вiдомо два
поняття: стацiонарнiсть в обмеженому розумiннi i стацiонарнiсть у широ-
кому.
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Пiд стацiонарними процесами у вузькому смислi розумiють випадковi
процеси, для якихфункцiї розподiлущiльностi iмовiрностiωn(x1, t1;x2, t2; . . . ;xn, tn) вiль-
ногопорядкуnне змiнюютьсяприбудь-якому зсувi всiєї групиточок t1, t2, . . . , tn пов-
здовж осi часу

ωn(x1, t1;x2, t2; . . . ;xn, tn) = ωn(x1, t1 + τ ;x2, t2 + τ ; . . . ;xn, tn + τ).

Знаведеного визначенняможна сказати,що для стацiонарних процесiв:

а) одновимiрна функцiя розподiлу щiльностi iмовiрностi не залежить
вiд часу ω1(x, t1) = ω1(x, t1 + τ) = ω1(x);

б) двовимiрна функцiя розподiлу щiльностi iмовiрностi залежить тiльки
вiд рiзницi часу t2 − t1 = τ1

ω2(x1, t1;x2, t2)ω2(x1, x2; t2 − t1) = ω2(x1, x2, τ);

в) тривимiрна функцiя розподiлу щiльностi iмовiрностi залежить тiльки
вiд двох рiзниць часу t2 − t1 = τ1 та t3 − t1 = τ2

ω3(x1, t1;x2, t2;x3, t3) = ω3(x1, x2, x3; t2 − t1, t3 − t1) =

= ω3(x1, x2, x3; τ).

Оскiльки математичне сподiвання i дисперсiя виражаються через одно-
вимiрну функцiю розподiлу щiльностi iмовiрностi, то для стацiонарного
процесу математичне сподiвання й дисперсiя не залежать вiд часу. Уна-
слiдок залежностi двовимiрної функцiї розподiлу тiльки вiд рiзницi часу ,
кореляцiйна функцiя стацiонарного процесу також залежить тiльки вiд
рiзницi часу t2 − t1 = τ1.

Стацiонарною випадковою функцiєю в широкому смислi називається
така випадкова функцiя X(t), математичне сподiвання якої постiйне, а
кореляцiйна функцiя залежить тiльки вiд рiзницi аргументiв, тобто

mx(t) = const, Kx(t1, t2) = kx(τ),

де τ = t2 − t1.
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Дисперсiя стацiонарної випадкової функцiї постiйна

Dx(t) = Kx(t1, t2) = kx(0) = const.

Нормована кореляцiйнафункцiяρx(τ) стацiонарної випадковоїфункцiїX(t)має
вигляд

ρx(τ) =
kx(τ)

Dx
=
kx(τ)

kx(0)
.

Спектральне розкладання

X(t) = mx +
∞∑
k=0

(Ykcosωkt+ Zksinωkt),

деYk,Zk, (k = 0, 1, 2, . . . , n) –центрованi некорельованi випадковi розмiри.
Спектри потужностi випадковихфункцiй визначаються аналогiчно спе-

ктрам потужностi детермiнованих сигналiв. Середня потужнiсть випадко-
вого процесуX(t), зареєстрованого в процесi однiєї реалiзацiї на iнтервалi
0 − T з використанням рiвностi Парсеваля може бути обчислена за фор-
мулою:

WT =

T∫
0

[X2(t)/T ]dt =

∞∫
−∞

[|XT (f)|2/T ]df,

де XT (f) – спектральна густина одиничної реалiзацiї x(t).
При збiльшеннi iнтервалу T енергiя процесу на iнтервалi необмежено

наростає, а середня потужнiсть прямує до певної границi:

W =

∞∫
−∞

[ lim
T→∞

1

T
|XT (f)|2]df,

де пiдiнтегральна функцiя є спектральною густиною потужностi даної
реалiзацiї випадкового процесу:

W (f) = lim
T→∞

1

T
|XT (f)|2.

Спектральна щiльнiсть будь-якої стацiонарної випадкової функцiї є не-
вiд’ємною функцiєю ω.
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Спектральна щiльнiсть Sx(ω) i кореляцiйна функцiя kx(τ) пов’язанi пе-
ретворенням Фур’є. У дiйснiй формi вони мають вигляд

Sx(ω) =
2

π

∞∫
0

kx(τ)cosωτdτ ,

kx(τ) =

∞∫
0

Sx(ω)cosωτdω

приймаючи, що τ = 0, kx(0) = Dx отримаємо Dx =
∞∫
0

Sx(ω)dω.

Нормованою спектральною щiльнiстю σx(ω) називається вiдношення
спектральної щiльностi до дисперсiї випадкової функцiї

σx(ω) =
Sx(ω)

Dx
.

5.4 Теорема Хiнчина - Вiнера

Розглянемо сигнал q(t), який є однiєю реалiзацiєю випадкового ста-
цiонарного ергодичного процесу тривалiстю T . Для сигналу q(t) можна
визначити спектр Q(ω). Якщо зсунути на τ реалiзацiю процесу, то отри-
маємо спектр Q(ω)exp(jωτ). Для дiйсних сигналiв Q(ω) = Q ∗ (ω) рiвнiсть
Парсеваля за енергiєю взаємодiї двох сигналiв

∞∫
−∞

x(t)y ∗ (t)dt =
∞∫

−∞

X(f)Y ∗(f)df

може бути записана в такiй формi:
∞∫

−∞

q(t)q(t+ τ)dt =
1

2π

∞∫
−∞

Q(ω)Q∗(ω)exp(jωτ)dω.



51

Подiлимо обидвi частини рiвностi на T i перейдемо до границi при T →
∞, при цьому в її лiвiй частинi побачимо вираз для функцiї кореляцiї, а в
правiй частинi – перетворення Фур’є спектра потужностi сигналу:

lim
T→∞

1

T

T∫
0

q(t)q(t+ τ)dt = lim
T→∞

1

2pT

∞∫
−∞

|Q(ω)|2exp(jωτ)dω,

R(τ) =
1

2π

∞∫
−∞

W (ω)exp(jωτ)dω

Звiдси випливає, що кореляцiйна функцiя випадкового стацiонарного
ергодичного процесу є зворотним перетворенням Фур’є його спектра по-
тужностi. Тому для спектра потужностi випадкового процесу маємо пряме
перетворення Фур’є:

W (ω) =

∞∫
−∞

R(τ)exp(−jωτ)dτ

Вцьому i полягає змiст теоремиХiнчина–Вiнера:ФункцiїW (ω) таR(τ)–
дiйснi та парнi; в тригонометричнiй формi мають вигляд:

R(τ) = 2

∞∫
0

W (f)cos(2πfτ)df,

W (f) = 2

∞∫
0

R(τ)cos(2πfτ)dτ.



Роздiл 6

Завади, їх джерела

6.1 Достовiрнiсть та завадостiйкiсть

Достовiрнiсть – ступiнь вiдповiдностi прийнятої iнформацiї тiй, що пе-
редана. Оцiнка достовiрностi – вiдношення кiлькостi правильно прийня-
тих сигналiв (kпп) до загальної кiлькостi переданих (kпер) сигналiв за пев-
ний промiжок часу (при достатнiй кiлькостi переданих повiдомлень):Oд =
kпп
kпер

.
Невiдповiднiсть отриманої iнформацiї переданiй зумовлена спотворе-

ннями, якi бувають лiнiйними, нелiнiйними, випадковими. Усi випадковi
спотворення викликаються завадами в каналi та апаратурi зв’язку.

Завади можуть або подавляти корисний сигнал або утворювати неправ-
дивий сигнал.

Вплив завади на сигнал може бути двояким:
1. Якщо завада ζ(t) складається з корисним сигналом S(t), i на вхiд

приймача дiє їх сума, то така завада називається адитивною: X(t) =
S(t) + ζ(t).

2. Якщо ж результуючий сигнал утворюється за рахунок добутку завади
й сигналу, то така завада називається мультиплiкативною: X(t) =
S(t) · ζ(t).

Мультиплiкативнi завади виникають при використаннi радiозв’язку.
Бiльшiсть систем передачi iнформацiї використовують провiдний зв’язок,
де мають мiсце тiльки адитивнi завади. Вони подiляються за типом i за
джерелом завад.

Типи завад – iмпульснi, флуктуацiйнi, гармонiчнi.
Джерела завад – зовнiшнi i внутрiшнi. До внутрiшнiх вiдносять тепловi

та фон наведення. До зовнiшнiх – промисловi, атмосфернi, космiчнi.

52
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Рис. 6.1: Форма адитивних завад: а) – iмпульснi; б) – флуктацiйнi; в) – гармонiчнi

За формою адитивнi завади подiляються на iмпульснi, флуктацiйнi та
гармонiчнi (рис. 6.1).

Iмпульснi завади – послiдовнi iмпульси з випадковою амплiтудою, три-
валiстю й моментом появи окремих iмпульсiв.

Флуктуацiйнi завади або шуми мають вигляд безперервних випадково
змiнних коливань. Їх найважливiшi характеристики: потужнiсть сигналу
завади, закон розподiлу амплiтуд, вигляд енергетичного спектра або фун-
кцiї кореляцiї. Найчастiше зустрiчаються флуктуацiйнi завади, амплiтуди
яких пiдпорядковуються закону нормального розподiлу (для таких завад
iмовiрнiсть того, що амплiтуда викиду перевищить потрiйне значення
ефективної напруги дуже мала). Флуктуацiйнi завади не мають постiйної
складової. При рiвномiрному за частотою спектру завад в лiнiї зв’язку ефе-
ктивна напруга флуктуацiйних завад на виходi приймача пропорцiйна
квадратному кореню iз смуги пропускання каналу зв’язку: U еф

зав =
√
∆F , а

потужнiсть пропорцiйна смузi: Pзав = ∆F .
Для iмпульсних завадпотужнiсть та амплiтуда завадипропорцiйна сму-

зi пропускання: Uзав = ku∆F та Pзав = kp∆F .
На амплiтуду й потужнiсть завад суттєвий вплив має смуга пропускан-

ня каналу. Вона також впливає i на тип завади (для однакових завад у лiнiї
зв’язку на входi вузькосмугового приймача завади можуть мати флукту-
ацiйний характер, а для широкосмугового – iмпульсний). Енергетичний
спектр завади характеризує її розподiл за потужнiстю в дiапазонi частот.

Завадостiйкiсть – це здатнiсть правильно сприймати iнформацiю, не-
зважаючи на вплив завад.

Розглянемо завадостiйкiсть елементарного сигналу для випадку впливу
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флуктуацiйних i iмпульсних завад. Елементарний сигнал може приймати
два значення: A1(t), A2(t).

Трансформування сигналу – це невиявлена змiна повiдомлення, що
виникає пiд час передачi пiд впливом завад i спричиняє прийом спо-
твореного сигналу. Iмовiрнiсть заглушення каналу позначається через
Pзаглуш або P10 (перетворює 1 у 0). Iмовiрнiсть спотвореної неправдивої
завади Pн або P01 (перетворює 0 у 1). Таке порiвняння полягає в визначеннi
рiзницi мiж прийнятим сигналом x(t) iз кожним зразковимA1(t) iA2(t) за
певний промiжок часу t, де t – тривалiсть сигналу. Тодi знаходять:

I1 =

τ∫
0

[x(t)− A1]
2dt; I2 =

τ∫
0

[x(t)− A2]
2dt.

Пiсля цього констатують, що було передано сигнал, для якого Ii є мiнi-
мальним, тобто якщо I2 − I1 > 0, то вважають прийнятим сигнал A1(t), i
навпаки – якщо I2 − I1 < 0 – тодi сигнал A2(t).

Розглянемо на прикладi принцип функцiонування iдеального при-
ймача Котельникова. По лiнiї зв’язку передають два елементарних си-
гналу A1(t) = 1, наприклад – 5В та A2(t) = 0, вiдповiдно – 0,5В.

1. Спочатку було передано сигнал 1 (5В), який в лiнiї зв’язку було спо-
творено, i на вхiд iнтеграторiв надiйшов послаблений сигнал – 3В, тодi
, для τ = 1 маємо на iнтеграторах:

I1 = [3− 5]2 = 4Вт;

I2 = [3− 0, 5]2 = 6, 25Вт.
Пiсля суматора I2− I1 = 6, 25− 4 = 2, 25 > 0, i тому робимо висновок,
що по лiнiї зв’язку було передано сигнал A1(t) = 1.

2. У другому випадку було передано сигналA2(t) = 0 (0, 5В), середнє ам-
плiтудне значення якого за рахунок завад в лiнiї зв’язку збiльшилося
до 1В. Тодi для маємо на iнтеграторах:

I1 = [1− 5]2 = 16Вт;

I2 = [1− 0, 5]2 = 0, 025Вт.
Пiсля суматора I2 − I1 = 0, 025 − 16 = −15, 975 < 0, i тому робимо
висновок, що по лiнiї зв’язку було передано сигнал A2(t) = 0.
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Для оцiнки завадостiйкостi передачi iснує поняття питомої завади: σ0 =
U зав
сер кв√
∆F

, де U зав
сер кв – середнє квадратичне значення амплiтуди завади.

При цьому величина, що характеризує потенцiйну завадостiйкiсть до-
рiвнює вiдношенню енергiї сигналу до значення питомої завади: a0 =∫ τ

0
[A1(t)−A2(t)]

2dt

σ0
. Методи боротьби iз завадами є одночасно методами пiдви-

щення завадостiйкостi сигналу i подiляються на категорiї:
• що зменшують енергiю завад(визначеннi джерел завад, мiсця їх ви-
никнення i зменшеннi потужностi їх виливу за рахунок: вiддалення
джерел завад вiд каналiв зв’язку ( не дозволяється прокладати разом
силовi та iнформацiйнi кабелi); використання схем заглушення завад
( використання фiльтрiв, iскрогасящих ланок та iн.));

• що базуються на збiльшеннi завадостiйкостi переданих сигналiв(ба-
зується або на пiдвищеннi енергiї сигналу, що збiльшує коефiцiєнт
завадостiйкостi, або в забезпеченнi завадостiйкостi передачi шляхом:
завадостiйкого кодування; передачi iнформацiї з повторенням; вико-
ристання завадостiйких методiв модуляцiї; використання зворотного
зв’язку.).

Метод передачi iнформацiї iз її повторенням використовують при вiдсу-
тностi зворотного зв’язку. Суть цього методу полягає у передаваннi одного
i того ж повiдомлення декiлька разiв, запам’ятовуваннi прийнятих повi-
домлень, порiвняннi їх поелементно i складаннi остаточного повiдомлен-
ня, в якому включенi елементищо вибранi «по бiльшостi». Метод передачi
iз використанням зворотнього зв’язку полягає у тому, що порiвнюються
сигнали передачi по прямому i зворотньому каналах, i випадку їх спiвпа-
дiння, повiдомлення приймається.

6.2 Завадостiйке кодування

Пiд завадостiйкими кодами розумiють коди, що дозволяють виявляти
або виявляти i виправляти помилки, якi виникають у результатi впливу
завад.

Завадостiйкiсть кодування забезпечується за рахунок введення надмiр-
ностi в кодовi комбiнацiї, тобто за рахунок того, що не всi символи в кодо-
вих комбiнацiях використовуються для передачi iнформацiї.

Всi завадостiйкi коди можна роздiлити на два основних класи: блоковi
i неперервнi (рекурентнi або ланцюговi).
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У загальному випадку кожна з N дозволених комбiнацiй може транс-
формуватися в будь-яку з N0 можливих комбiнацiй, тобто усього є N <
N0 можливих варiантiв передачi, iз них:

• N варiантiв безпомилкової передачi;

• N(N − 1) варiантiв переходу в iншi дозволенi комбiнацiї;

• N(N0 −N) варiантiв переходу в забороненi комбiнацiї.

Таким чином, не всi перекручування можуть бути виявленi. Частка помил-
кових комбiнацiй, що виявляються, складає N(N0−N)

NN0
= 1− 1

N .
Для використання даного коду як виправного множина заборонених

кодових комбiнацiй розбивається на N пiдмножин, що не перетинаються.
Кожна з пiдмножин ставиться у вiдповiднiсть однiй iз дозволених ком-
бiнацiй. Помилка виправляється в (N0 − N) випадках, рiвних кiлькостi
заборонених комбiнацiй. Частка помилкових комбiнацiй, що виправляю-
ться, вiд загального числа помилкових комбiнацiй, що виявляються, скла-
дає N0−N

N(N0−N) =
1
N .

Спосiб розбиття на пiдмножини залежить вiд того, якi помилки повиннi
виправлятися даним кодом.

Нехай необхiдно побудувати код, що виявляє всi помилки кратнiстю t i
нижче. Побудувати такий код – це означає iз множини N0 можливих ви-
братиN дозволених комбiнацiй так, щоб будь-яка з них у сумi за модулем
два з будь-яким вектором помилок iз вагоюWt ⩽ t не дала б у результатi
нiякої iншої дозволеної комбiнацiї. Для цього необхiдно, щоб найменша
кодова вiдстань задовольняла умову dmin ⩾ t+ 1.

У загальному випадку для усунення помилок кратностi σ кодова вiд-
стань повинна задовольняти умову dmin ⩾ 2σ + 1.

Для виправлення всiх помилок кратностi не бiльше σ i одночасно ви-
явлення всiх помилок кратностi не бiльше t i (при t ⩾ σ) кодова вiдстань
повинна задовольняти умову dmin ⩾ t+ σ + 1.

6.3 Зв’язок корегувальної спроможностi з кодовою вiд-
станню

Пiдвищення коригуючої здатностi коду досягається при зберiганнi n за
рахунок зменшення множини N дозволених комбiнацiй (або зменшення
кiлькостi k iнформацiйних символiв).
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Нехай вiдомий об’єм алфавiту джерелаN . Необхiдна кiлькiсть iнформа-
цiйних символiв k = log2N . Нехай також вiдомо повне число помилок E,
що необхiдно виправити.

Завдання полягає в тому, щоб при заданих N i E визначити значнiсть
коду n, що має необхiднi коригуючi можливостi.

Повне число помилкових комбiнацiй, якi пiдлягають виправленню, до-
рiвнює E2k = EN . Тому, що кiлькiсть помилкових комбiнацiй дорiв-
нюєN0−N , то код забезпечує виправлення не бiльшеN0−N комбiнацiй.
Отже, необхiдну умову для можливостi виправлення помилок можна за-
писати у виглядi:

NE ⩽ N0 −N,

i отримаємоN0 ⩾ (1 +E)N , абоN ⩽ 2n

1+E . Ця формула виражає умову для
вибору значностi коду n.

Розглянемо окремi випадки. Якщо є помилки рiзної кратностi, то насам-
перед необхiдно забезпечити усунення однократнихпомилок, ймовiрнiсть
появи яких найбiльша. Можлива кiлькiсть векторiв однократних поми-
локE = C1

n = n. У цьому випадку залежнiсть набуде вигляду:N = 2 ⩽ 2n

1+n .
Припобудовi кодудоцiльно користуватися табл. 6.1. Потрiбноприцьому

мати на увазi, що код повинен також задовольняти умову dmin > 3.

Табл. 6.1: Виявлення значностi коригуючого коду

n 2 3 4 5 6 7 8 9
2n/(1+n) 1,88 2 3,2 5,33 9,2 16 28,4 51,2

Якщо необхiдно забезпечити усунення всiх помилок кратностi вiд 1 до l,
то потрiбно врахувати, що:

• кiлькiсть можливих однократних помилок E1 = C1
n;

• кiлькiсть можливих дворазових помилок E2 = C2
n;

• кiлькiсть можливих l-кратних помилок El = C l
n.

Загальна кiлькiсть помилок E =
l∑

i=1

C i
n. При цьому залежнiсть набуде ви-

гляду: N ⩽ 2n

1+
l∑

i=1

Ci
n

.

Ця умова є нижньою оцiнкою для довжини коригуючого коду, тобто
вона визначає необхiдну мiнiмальну довжину коду n, що забезпечує ви-
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правленняпомилок заданої кратностi при вiдомомучислi дозволених ком-
бiнацiй N або числi iнформацiйних символiв k = log2N .

Це ж умова є верхньою оцiнкою дляN або k, тобто визначає максималь-
номожливе число дозволених комбiнацiй або iнформацiйних символiв для
коду довжини n, що забезпечує виправлення помилок заданої кратностi.

Основним показником якостi коригуючого коду є його спроможнiсть
забезпечити правильне прийняття кодових комбiнацiй при наявностi пе-
рекручувань пiд впливом перешкод, тобто завадостiйкiсть коду.

Коригуюча можливiсть коду забезпечується за рахунок надмiрностi,
тобто подовження кодових комбiнацiй. При подовженнi кодових комбiна-
цiй ускладнюється апаратура, збiльшується час передачi й опрацювання
iнформацiї.

Тому надмiрнiсть також є важливою характеристикою коду. Для оцiнки
надмiрностi коду користуються поняттям коефiцiєнта надмiрностi Kнад =
ρ
n = n−k

n , де ρ – кiлькiсть надлишкових символiв у кодовiй комбiнацiї.

6.4 Код Хемiнга

Код Хемiнга вiдноситься до систематичних кодiв, в яких з n символiв,
якi утворюють комбiнацiю, n0 символiв є iнформацiйними, а останнi k =
n − n0 є надлишковими (контрольними), призначеними для перевiрки
(контрольнi символи у вcix комбiнацiях займають однаковi позицiї).

Коди Xeмiнга дозволяють виправити вci одиничнi помилки (при кодо-
вiй вiдстанi d = 3) i визначити вci подвiйнi помилки (при d = 4), але не
виправляти їх.

Зв’язок мiж кiлькiстю iнформацiйних та контрольних символiв в кодi
Хемiнга знаходять на основi таких мiркувань. При передачi комбiнацiї по
каналу з шумами може бути спотворений довiльний з n символiв коду,
або комбiнацiя може бути передана без спотворень.

Таким чином може бути n + 1 вapiaнтiв спотворення (включаючи пе-
редачу без спотворення). Використовуючи контрольнi символи, необхi-
дно перевiрити вci n + 1 варiантiв. За допомогою контрольних симво-
лiв k можна описати 2k подiй. Для цього повинна бути використана умо-
ва: 2k ⩾ n+ 1 = n0 + k + 1.

В таблицi 6.2 подана залежнiсть мiж k i n0, яка отримана з цiєї невiрностi,
де k – число контрольних символiв в кодi Хемiнга, n0 – число iнформацiй-
них символiв.
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Табл. 6.2: Розмiщення контрольних символiв в комбiнацiях коду Хемiнга

n0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
k 2 3 3 3 4 4 4 4 4 4 4 5 5 5 5

В кодi Хемiнга контрольнi символи розташовують на мiсцях, кратних
степеню числа 2, тобто на позицiях 1, 2, 4, 8 i т. п. Iнформацiйнi символи
розташовують на мiсцях, що залишилися.

Наприклад, для семиелементної закодованої комбiнацiї можна записа-
ти

k1 k2 a04 k3 a03 a02 a01
|a1| |a2| a3 |a4| a5 a6 a7

.

Символи коду Хемiнга, якi обведенi прямокутниками, є контрольни-
ми, останнi – iнформацiйнi, де a3 – старший (четвертий) розряд вихiдної
кодової комбiнацiї двiйкового коду, який необхiдно кодувати, a7 – молод-
ший (перший) розряд. Пiсля розташування на вiдповiдних мiсцях кодової
комбiнацiї контрольних i iнформацiйних символiв в кодi Хемiнга скла-
дають спецiальнi перевiрнi рiвняння, якi використовують для визначення
наявностi спотворень i їx виправлення. 3 перевiрних рiвнянь i отримують
контрольнi символи при кодуваннi вихiдної кодової комбiнацiї двiйкового
коду.

Для визначення контрольних символiв необхiдно використати такий
алгоритм:

1. Bci символи коду Хемiнга з номерами розрядiв розташовують в по-
рядку збiльшення номерiв i пiд ними записують номери розрядiв в
двiйковому кодi
a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7
0001 0010 0011 0100 0101 0110 0111

2. Перше перевiрне рiвняння складають як суму заmod2 вcix розрядiв, в
номерах яких в молодшому розрядi 20 стоїть одиниця: S1 = a1 ⊕ a2 ⊕
a5 ⊕ a7.
Друге перевiрне рiвняння складають як суму заmod2 вcix розрядiв, в
номерах яких стоїть одиниця на другому мiсцi вiдповiдного двiйко-
вого еквiвалента (21): S2 = a2 ⊕ a3 ⊕ a6 ⊕ a7.
Третє перевiрне рiвняння складають як суму заmod2 всiх розрядiв, в
номерах яких стоїть одиниця на третьому мiсцi (22): S3 = a4 ⊕ a5 ⊕
a6 ⊕ a7.
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Аналогiчно утворюються i iншi перевiрнi суми (при бiльшiй кiлькостi
iнформацiйних i контрольних символiв, вiдповiдно).

Як видно з наведених рiвнянь, в кожну перевiрну суму входить тiльки
один невизначений контрольний символ ki ( a1, a2, a4, вiдповiдно ), а вci
iншi iнформацiйнi символи вiдомi.

Bci перевiрнi рiвняння за умовою Хемiнга повиннi дорiвнювати 0 при
пiдсумовуваннi заmod2. З цiєї умови i знаходять контрольнi символи.

6.5 Циклiчнi коди

Циклiчнi коди одержали досить широке застосування завдяки їхнiй
ефективностi при виявленнi i виправленнi помилок. Схеми кодувальних
i декодувальних пристроїв для цих кодiв надзвичайно простi i будуються
на основi звичайних регiстрiв зсуву.

Назва кодiв пiшла вiд їх властивостi, яка полягає в тому, що кожна
кодова комбiнацiя може бути отримана шляхом циклiчної перестановки
символiв комбiнацiї, що належить до цього ж коду. Це значить, що якщо,
наприклад, комбiнацiя a0a1a2 . . . an−1 є дозволеною комбiнацiєю циклiчно-
го коду, то комбiнацiя an−1a0a1a2 . . . an−2 також належить цьому кодовi.

Циклiчнi коди зручно розглядати, подаючи комбiнацiю двiйкового коду
не у виглядi послiдовностей нулiв i одиниць, а у виглядi полiнома вiд
фiктивної змiнної x: G(x) = an−1x

n−1 + an−2x
n−2 + . . . + a1x + a0, де ai –

цифри даної системи числення (у двiйковiй системi 0 i 1).
Найбiльший степiнь x з ненульовим коефiцiєнтом a називається степе-

нем полiнома.
Подання кодових комбiнацiй у формi полiнома дозволяє звести дiї над

комбiнацiями до дiї над многочленами. При цьому додавання двiйкових
многочленiв зводиться до додавання за модулем два коефiцiєнтiв при
рiвних степенях змiнної x; множення та дiлення здiйснюється за звичай-
ними правилами множення та дiлення логiчних функцiй, отриманi при
цьому коефiцiєнти при рiвних степенях змiнної x додаються за модулем
два.

Вiдповiдно до визначення циклiчного коду для побудови породжуваль-
ної матрицi Pn,k досить вибрати тiльки одну вихiдну n-розрядну комбiна-
цiю Vi(x). Циклiчним зсувом можна одержати (n − 1) рiзних комбiнацiй,
iз котрих будь-якi k комбiнацiй можуть бути взятi як вихiднi. Пiдсумову-
ючи рядки породжувальної матрицi у всiх можливих комбiнацiях, можна
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одержати iншi кодовi комбiнацiї. Можна показати, що кодовi комбiнацiї,
одержанi з деякої комбiнацiї Vi(x) циклiчним зсувом, задовольняють умо-
ви, запропонованi до сукупностi вихiдних комбiнацiй.

Циклiчний зсув комбiнацiї з одиницею в старшому n-му розрядi тото-
жниймноженнювiдповiдногомногочлена наx з одночасним вiднiманням
вiд результату многочлена (xn−1) або (xn+1), тому що операцiї здiйсню-
ються за модулем два.

Отже, якщо як вихiдний взяти деякий полiном P (x), то процес одер-
жання базових полiномiв можна подати в такому виглядi:

U1(x) = P (x);
U2(x) = P (x)x− C2(x

n + 1);
U3(x) = P (x)x2 − C3(x

n + 1);
. . . . . . . . . . . . . . .
Un(x) = P (x)xn−1 − Cn(x

n + 1),

де C2, C3, . . . , Cn – коефiцiєнти, що приймають значення 1 при P (x)xi >
(xn − 1) i значення 0 при P (x)xi < (xn − 1).

При такому способi побудови базових полiномiв полiномP(x) називають
утворюючим.

Якщо прийняти умову, що полiном P (x) є дiльником двочлена (xn+1),
то базовi комбiнацiї, а разом iз ними i всi дозволенi комбiнацiї коду, набу-
вають властивостi подiльностi на P (x). З цього випливає, що належнiсть
кодової комбiнацiї до групи дозволених можна легко перевiрити розподi-
лом її полiномана утворюючийполiномP (x). Якщо залишок вiд розподiлу
дорiвнює нулю, то комбiнацiя є дозволеною.

Ця властивiсть циклiчного коду використовується для виявлення або ви-
правлення помилок( якщо пiд впливом завад дозволена кодова комбiнацiя
трансформується в заборонену, то помилка може бути виявлена за наявнi-
стю залишку при розподiлi комбiнацiї на утворюючий полiном P (x)).

Таким чином утворюючий полiномP (x) повинен задовольняти вимогу
– вiн повинен бути дiльником двочлена xn + 1. Вибiр P (x) однозначно
визначає циклiчний код i його коригувальнi властивостi.

Циклiчний (n,A)-код може бути отриманий шляхом множення про-
стого A-значного коду, вираженого у виглядi полiнома степеня (k− 1), на
деякий утворюючий полiном P (x) степеня (n− k).

Можлива й iнша процедура одержання циклiчного коду. Для цього ко-
дова комбiнацiя простого k-значного коду G(x) збiльшується на одно-
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член xn−k, а потiм дiлиться на утворюючий полiном P (x) степеня (n− k).
У результатi множення G(x) на xn−k степiнь кожного одночлена, що вхо-
дить у G(x), пiдвищиться на (n − k). При дiленнi добутку xn−kG(x) на
утворюючий полiном P (x) утвориться частка Q(x) такого ж степеня, як
i G(x).

Результат множення i дiлення можна подати в такому виглядi:

xn−kG(x)

P (x)
= Q(x) +

R(x)

P (x)
,

де R(x) – залишок вiд дiлення xn−kG(x) на P (x).
Оскiльки частка Q(x) має такий ж степiнь, як i кодова комбiнацiя G(x),

то Q(x) також є комбiнацiєю простого k-значного коду.
Таким чином, кодова комбiнацiя циклiчного (n, k)-коду може бути от-

римана двома способами:

1. шляхом множення простої кодової комбiнацiї степеня (k−1) на одно-
член xn−k i додавання до цього добутку залишку, отриманого вiд дiле-
ння отриманого добутку на утворюючийполiномP (x) степеня (n−k),

2. шляхом множення простої кодової комбiнацiї степеня (k − 1) на
утворюючий полiном P (x) степеня (n− k).

Згiдно з першим способом кодування перших k символiв отриманої
кодової комбiнацiї збiгаються з вiдповiдними символами вихiдної простої
кодової комбiнацiї.

Згiдно з другим способом в отриманiй кодовiй комбiнацiї iнформацiй-
нi символи не завжди збiгаються iз символами вихiдної простої комбiнацiї.

На практицi зазвичай використовується перший спосiб одержання ци-
клiчного коду.

При побудовi циклiчного коду спочатку визначається число iнформа-
цiйних розрядiв k за заданим об’ємом коду. Потiм знаходиться найменша
довжина кодових комбiнацiй n, що забезпечує виявлення або виправле-
ння помилок заданої кратностi. Ця проблема зводиться до перебування
потрiбного утворюючого полiнома P (x). Степiнь утворюючого полiнома
повинен дорiвнювати числу перевiрних розрядiв ρ.

Оскiльки в циклiчному кодi розпiзнавачами помилок є залишки вiд
дiленнямногочленаприйнятої комбiнацiї на утворюючийкоректувальний
многочлен, то спроможнiсть коду буде тим вища, чим бiльше залишкiв
може бути утворено в результатi цього дiлення.
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Вiдомо, що двочлен типу (xn + 1) = (x2z−1 + 1), у розкладаннi якого
як спiвмножник повинен входити утворюючий многочлен, має ту власти-
вiсть, що вiн є спiльним кратним для усiх без винятку незвiдних полiномiв
степеня n i розкладається на множники з усiх незвiдних полiномiв степеня
2, якi дiляться без залишку на число z.

Найпростiшим циклiчним кодом є код, що забезпечує виявлення одно-
кратних помилок. Вектору однократної помилки вiдповiдає одночлен xi,
степiнь котрого i може приймати значення вiд 1 до n. Для того щоб могла
бути виявлена помилка, одночлен xi не повинен дiлитися на утворюючий
полiном P (x). Серед незвiдних многочленiв, що входять у розкладання
двочлена xn + 1, є багаточлен найменшого степеня x + 1. Таким чином
утворюючим полiномом даного коду є двочлен P (x) = x + 1. Залишок
вiд дiлення будь-якого многочлена на x + 1 може приймати тiльки два
значення: 0 i 1. Отже, при будь-якому числi iнформацiйних розрядiв необ-
хiдний тiльки один перевiрний розряд. Значення символу цього розряду
забезпечує парнiсть числа одиниць у кодовiй комбiнацiї.

Даний циклiчний код iз перевiркою на парнiсть забезпечує виявлення
не тiльки однократних помилок, але i всiх помилок непарної кратностi.

Для побудови циклiчного коду, що виправляє однократнi або виявляє
дворазовi помилки, необхiдно, щоб кожнiй одиничнiй помилцi вiдповiдав
свiй розпiзнавач, тобто залишок вiд дiлення многочлена прийнятої ком-
бiнацiї на утворюючий многочлен. Оскiльки кiлькiсть можливих однокра-
тних помилок дорiвнює n, а незвiдний многочлен степеня ρ може дати
2ρ − 1 ненульових залишкiв, то необхiдною умовою виправлення будь-
якої одиничної помилки є виконання нерiвностi: 2ρ − 1 ⩾ n.

Звiдси знаходять степiнь утворюючогополiнома: ρ = n−k ⩾ log2(n+1) i
загальну довжину n кодової комбiнацiї.

Оскiльки утворюючий многочлен P (x) повинен входити як спiвмно-
жник в розкладання двочлена (xn + 1) = (x2z−1 + 1) можна вибрати утво-
рюючий полiном.

Однак не всякий мнгочлен степеня ,ρ що входить у розкладання дво-
члена xn+1, може бути використаний як утворюючий полiном. Необхiдно,
щоб для кожної iз n однократних помилок забезпечувався свiй, вiдмiнний
вiд iнших, залишок вiд розподiлу прийнятої кодової комбiнацiї на утво-
рюючий полiном. Це буде мати мiсце за умови, якщо обраний незвiдний
многочлен степеня ρ, будучи дiльником двочлена xn + 1, не входить у
розкладання нiякого iншого двочлена xi + 1, степiнь якого i < n.
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Утворюючi полiноми кодiв, якi здатнi виправляти помилки будь-якої
кратностi, можна визначати, користуючись таким правилом Хеммiнга:

1. За заданим числом iнформацiйних розрядiв k визначається число
перевiрних розрядiв ρ, необхiдне для виправлення однократних по-
милок, i знаходиться утворюючий полiном.

2. Розглядаючи отриманий (n, k)-код i некоректуючий n-розрядний код
визначають додатковi розряди для забезпечення виправлення однiєї
помилки в цьому кодi i знаходять вiдповiдний утворюючий полiном.

3. Повторюється дана процедура стiльки разiв, поки не буде отриманий
код, що виправляє незалежнi помилки до даної кратностi включно.

6.6 Коди Боуза-Чоудхури-Хоквингема

Коди Боуза-Чоудхури-Хоквингема (БЧХ) являють собою великий клас
кодiв, здатних виправляти кiлька помилок i займають помiтне мiсце в тео-
рiї i практицi кодування. Iнтерес до кодiв БЧХ визначається щонайменше
наступними чотирма обставинами:

1. серед кодiв БЧХ при невеликих довжинах iснують гарнi (але, як пра-
вило, не кращi з вiдомих) коди;

2. вiдомi вiдносно простi й конструктивнi методи їх кодування i деко-
дування (хоча якщо єдиним критерiєм є простота, то перевага варто
вiддати iншим кодам);

3. коди Рiда-Соломона, що є широко вiдомим пiдкласом недвiйкових
кодiв, мають певнi оптимальнi властивостi i прозору вагову структуру;

4. повне розумiння кодiв БЧХ, як видно, є найкращою вiдправною кра-
пкою для вивчення багатьох iнших класiв кодiв.

Одним iз класiв циклiчних кодiв, здатних виправляти багатократнi по-
милки, є коди БЧХ.

Примiтивним кодом БЧХ, що виправляє tu помилок, називається код
довжиною n = qm−1 надGF (q), для якого елементиα1, α2, . . . , α2tu є коре-
нями породжуючого багаточлена. Тут примiтивний елемент GF (qm). По-
роджуючий багаточлен визначається з виразу g(x) = НОК [f1(x), f2(x), . . .
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. . . , f2tu(x)], де f1(x), f2(x), . . . - мiнiмальнi багаточлени корiнь g(x). Чи-
сло перевiрочних елементiв коду БЧХ задовольняє спiввiдношенню r =
n− k ⩽ mtu.

На практицi при визначеннi значень породжую чого багаточлена кори-
стуються спецiальною таблицею мiнiмальних багаточленiв, i виразом для
породжую чого багаточлена g(x) = f1(x)f3(x) . . . fj(x). При цьому робота
здiйснюється в наступнiй послiдовностi.

По заданiй довжинi коду n i кратностi помилок tu, що виправляють,
визначають:

• з виразу n = m − 1 значення параметра m, що є максимальним сту-
пенем спiвмножникiв g(x);

• з виразу j = 2tu−1максимальнийпорядокмiнiмального багаточлена,
що входить у число спiвмножникiв g(x);

• користуючись таблицею мiнiмальних багаточленiв, визначається ви-
раз для g(x) залежно вiд m i j. Для цього з колонки, що вiдповiдає
параметру m, вибираються багаточлени з порядками вiд 1 до j, якi в
результатi перемножування дають значення g(x).

Примiтка. У виразi для g(x) утримуються мiнiмальнi багаточлени тiль-
ки для непарних ступенiв α, тому що звичайно вiдповiднi їм мiнiмальнi
багаточлени парних ступенiв α мають аналогiчнi вирази. Наприклад, мi-
нiмальнi багаточлени елементiв вiдповiдають мiнiмальному багаточлену
елемента α1, мiнiмальнi багаточлени елементiв вiдповiдають мiнiмально-
му багаточлену i т.i.

6.7 Коди Рiда-Соломона

Коди Рiда-Соломона (РС) (Reed-Solomon) – пiдклас недвiйкових кодiв
БЧХ iз параметрами: символи коду вибираються з поля GF (q), q = 2m,
m – цiле, довжина блоку (число q-їчних символiв) N = (q − 1), кiлькiсть
iнформацiйних символiв k = (N − 2qвипр), кодова вiдстань dmin = (2qисп).
Можливо також розширення коду до N = q або до N = (q + 1). Алге-
браїчна структура коду РС описується з використанням арифметики поля
Галуа GF (2m). При фiксованiй швидкостi коду й довжинi блоку коди РС
забезпечують найбiльшу мiнiмальну вiддаль мiж комбiнацiями. Їх зручно



66

використовувати для виправлення пакетiв помилок, а також у каскадних
системах кодування як зовнiшнi коди.

Ефективне використання циклiчних властивостей дозволених комбiна-
цiй циклiчних кодiв дозволяє реалiзувати досить простi алгоритми деко-
дування ЦК. Уважається, що складнiсть реалiзацiї алгоритмiв декодування
циклiчних кодiв описується степiнною функцiєю CД = nk, де k – мале
число, величина якого залежить вiд конкретної реалiзацiї алгоритму.



Роздiл 7

Структура i характерстики згорткових
кодiв

7.1 Методи опису згорткових кодiв

Згортковi коди утворюють пiдклас неперервних кодiв. Найменування
згортковий код походить вiд того, що результат кодування на виходi ко-
дера утворюється як згортка iнформацiйної послiдовностi, що кодується, з
iмпульсною реакцiєю кодера.

Кодер ЗК мiстить один або кiлька регiстрiв елементiв затримки й пере-
творювач iнформацiйних послiдовностей у кодовi послiдовностi. Процес
кодування виконується неперервно.

Схема простого кодера показана на рис. 7.1

Рис. 7.1: Кодер ЗК

Iнформацiйнi двiйковi символи a надходять на вхiд регiстра зK елемен-
тами затримкиD. На виходах суматорiв за модулем 2 утворюються кодовi
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символи b(1) i b(2). Входи суматорiв з’єднанi з певними входами (вихода-
ми) елементiв регiстра кодера. Комутатор К на виходi кодера встановлює
черговiсть посилки кодових символiв у канал. За час одного iнформацiй-
ного символу на виходi утвориться два кодових символи.

Швидкiсть коду Rкод = k/n, де k – число iнформацiйних символiв, що
одночасно надходять на входи кодера, а n – число вiдповiдних їм кодових
символiв на виходах кодера. Швидкiсть коду в цьому прикладi дорiвнює
Rкод = 1/2. Можливе кодування й з iншими швидкостями.

Згортковий кодер, як автомат з кiнцевим числом станiв, може бути опи-
саний дiаграмою станiв. Станом прийнято вважати набiр символiв на вхо-
дах елементiв затримки регiстра. Наприклад, символами (S1, S2)позначенi
стани кодера на рис.

Дiаграма станiв являє собою спрямований граф, що описує всi можливi-
переходи кодера з одного стану в iнший, а також мiстить символи виходiв
кодера, якi супроводжують цi переходи.

Приклад дiаграми станiв кодера показано на рис. 7.2

Рис. 7.2: Дiаграма станiв ЗК

У кружках зазначенi чотири можливих стани кодера (S1S2) = 00, 10,
11, 01, стрiлками – можливi переходи. Символи бiля стрiлок позначають
символи на виходi кодера (b(1)b(2)), що вiдповiдають даному переходу. Су-
цiльними лiнiями вiдзначенi переходи, що мають мiсце при надходженнi
на вхiд кодера iнформацiйного символу 0, i пунктирними – при надхо-
дженнi символу 1. Спочатку кодер перебуває в станi 00, i надходження
на його вхiд iнформацiйного символу a = 0 переводить йоготакож у стан
00. При цьому на виходi кодера будуть символи b(1)b(2) = 00. На дiагра-
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Рис. 7.3: Решiтчаста дiаграма ЗК (7,5)

мi цей перехiд позначається петлею "00 що виходить зi стану 00 i знову
повертається в цей стан.

Далi, при надходженнi символу a = 1 кодер переходитьу стан 10, при
цьому на виходi будуть символи b(1)b(2) = 11. Цей перехiд позначається
пунктирною лiнiєю зi стану 00 у стан 10. Далi, можливе надходженняна
вхiд кодера iнформацiйних символiв 0 або 1. При цьому кодер переходить
устан 01 або 11, а символи на виходi будуть 10 або 01, вiдповiдно. Про-
цес побудови дiаграми закiнчується, коли будуть переглянутi всi можливi
переходи зкожного стану в усi iншi.

Решiтчаста дiаграма (решiтка) є розгорненням дiаграми станiв у часi.На
решiтцi стани показанi вузлами, а переходи – з’єднуючими їхнiми лiнiя-
ми(вiтками). Пiсля кожного переходу з одного стану в iнший вiдбувається
зсув на один крок вправо.

Приклад решiтчастої дiаграми показано на рис.
Решiтчаста дiаграма дає наочне подання всiх дозволених шляхiв, якi є

аналогами дозволених кодових комбiнацiй блокових кодiв. По них може
просуватися стан кодера при кодуваннi.

Кожної iнформацiйної послiдовностi на входi кодера вiдповiдає єдиний
шлях по решiтцi.

Побудову решiтчастої дiаграми зручно робити з використанням дiагра-
ми станiв. Вихiдним є нульовий стан S1S2 = 00. Далi, з надходженням
чергового iнформацiйного символу a = 0 або 1 можливi переходи в стан 00
або 10, позначуванi вiтками (00) i (11) вiдповiдно. Процес слiд продовжити,
причому через 3 кроки, черговий фрагмент решiтки буде повторюватися.

Пунктиром показаний шлях по решiтцi 11100001..., що вiдповiдає над-
ходженню навхiд кодера iнформацiйної послiдовностi 1011.....

Для опису роботи кодера послiдовностi символiв на входi й виходi зру-
чно представляти з використанням оператора затримки D у виглядi не-
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скiнченних рядiв:

a(i)(D) = a(i)0D
0 + a(i)1D

1 + a(i)2D
2 + . . .

b(j)(D) = b
(j)
0 D0 + b

(j)
2 D2 + b

(j)
3 D3 + . . .

Тут iндекси в дужках позначають:
i – номер входу кодера, 1 ⩽ i ⩽ k;
j – номер виходу кодера, 1 ⩽ j ⩽ n. Iндекси без дужок (0, 1, 2, ...)

позначають дискретнi моменти часу.
Для опису згорткового кодування використовують поняття багаточле-

на,що породжує. Згортковий код буде повнiстю задано, якщо вiдомо схему
кодера:

• кiлькiсть входiв кодера k;

• кiлькiсть виходiв кодера n;

• довжина кожного з регiстрiв Ki;

• зазначенi зв’язки суматорiв з комiрками регiстрiв.

Для кодiв зi швидкiстю Rкод = 1/n зв’язки j-го суматора (1 ⩽ j ⩽ n) з
комiрками регiстра зсуву описуються шляхом подання багаточлена, що
породжує:

g(j)(D) = g
(j)
0 + g

(j)
1 D + g

(j)
2 D2 + . . .+ g(j)ν Dν (7.1)

причому, g(j)k = 1, якщо зв’язок j-го суматора з k-ою комiркою регiстра
iснує, i g(j)k = 0, якщо такого зв’язку немає.

Процес кодування може бути представлений як множення багаточлена
вхiдної iнформацiйної послiдовностi a(i)D на багаточлен, що породжує,
g
(j)
(i) (D), що описує зв’язки комiрок i-го регiстра кодера з входами j-го сума-
тораза модулем 2:

b(j) = a(i)g
(j)
(i) (D). (7.2)

Наприклад, кодер рис.7.1 характеризується багаточленами, що породжу-
ють, g(1)(D) = 1 +D +D2 i g(2)(D) = 1 +D2 або, записуючи послiдовнiсть
коефiцiєнтiв gk у виглядi двiйкових комбiнацiй, одержуємо g(1) = (111) i
g(2) = (101).

Для довгих кодiв часто використовують восьмеричну форму запису.
У цьому випадку багаточлени, що породжують, будуть представленi так:
g(1) = (7) i g(2) = (5), або G = (g(1), g(2)) = (7, 5).
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7.2 Основнi параметри й класифiкацiя ЗК

Швидкiсть коду визначається як

Rкод = k/n, (7.3)

де k – кiлькiсть iнформацiйних символiв, що одночасно надходять на k
входiв кодера, n – кiлькiсть вiдповiдних їм кодових символiв на n виходах
кодера.

Використовують кiлька характеристик для визначення довжини пам’ятi
при кодуваннi. Довжина регiстра, що кодує (ДКР) K дорiвнює кiлькостi
елементiв затримки, що мiстяться в схемi кодера. ДКР часто застосовують
для визначенняпам’ятi при кодуваннi зiшвидкiстюRкод = 1/n, коли кодер
мiстить один регiстр. Кодер, зображений на рис. 7.1, має ДКР K = 3. Якщо
кодер мiстить кiлька входiв (k > 1), то довжини регiстрiв, пiдключених до
кожного входу,можуть бути рiзнi. У цьому випадку визначають довжину
кодового обмеження.

Довжина кодового обмеження (ДКО) по кожному входi визначається
старшим степенем вiдповiдних багаточленiв, що породжують

νi = max[degg
(j)
(i) (D)].

Результуюча довжина кодового обмеження кодера визначається сумою:

ν =
k∑
i=1

νi. (7.4)

Для кодiв з одним регiстром пам’ятi (k = 1) величиниДКОйДКР зв’язанi
простим спiввiдношенням:

ν = K (7.5)

Для порiвняння складностi алгоритмiв декодування ЗК використовують
характеристику складностi. Оскiльки, розвиток решiтчастої дiаграми скла-
дається в повтореннi того самого кроку (див. рис. 7.3), складнiсть дiаграми
прийнято визначати кiлькiстю гiлок на кроцi решiтчастої дiаграми. Число
станiв решiтки визначаються числом змiнних K = ν на входах елемен-
тiв регiстра. При використаннi коду з основою m всi можливi комбiнацiї
цих змiнних утворюють набiр станiв кодера. Загальне число станiв дорiв-
нює S = mK . З кожного стану виходять (i в кожний стан також входять)
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mk гiлок. У пiдсумку складнiсть одного кроку решiтки можна визначити
кiлькiстю гiлок на цьому кроцi

W = mν+k (7.6)

Завадостiйкiсть декодування залежить вiд дистанцiйних властивостей
кодових послiдовностей на виходi кодера. При цьому для двiйкових кодiв
найчастiше вiддаль мiж послiдовностями оцiнюють у метрицi Хеммiнга.

Вiльна вiддаль згорткового коду df – мiнiмальна вiддаль мiж двома
довiльними напiвнескiнченними послiдовностями на виходi кодера, що
вiдрiзняються в першiй гiлцi.

Для коротких кодiв вiльну вiддаль можна визначити по дiаграмi ста-
нiв.Якщо дiаграма двiйкового коду задана, то вiльна вiддаль коду дорiв-
нює мiнiмальнiй вазi Хеммiнга шляху по дiаграмi зi стану 00 у цей же стан
(крiм петлi в цьому станi). На дiаграмi рис. 7.2 видно, що вiльна вiддаль
df = 5.

По величинi вiльної вiддалi ЗК судять про коректувальнi властивостi
згорткових кодiв. Зокрема, якщо два шляхи на виходi кодера ЗК, що вихо-
дять iз одного стану решiтчастої дiаграми, розрiзняються в метрицi Хем-
мiнга на величину df , то при декодуваннi по мiнiмуму вiддалi за аналогiєю
з випадком декодування блокових кодiв, кратнiсть помилок, що виправ-
ляються, визначається виразом

qвип ⩽
df − 1

2
, (df − непарне) (7.7)

Вiльна вiддаль використовується для оцiнки завадостiйкостi декодува-
ння згорткових кодiв iз застосуванням алгоритмiв максимальної правдо-
подiбностi або близьких до них (алгоритм Вiтербi й iн.).

Деякi ЗК мають властивiсть катастрофiчностi. Катастрофiчним ЗК нази-
вається такий код, у якого вхiдна iнформацiйна послiдовнiсть нескiнченної
ваги дає на виходi кодера послiдовнiсть кiнцевої ваги. При використаннi
катастрофiчного коду кiнцеве число помилок у каналi викликає нескiнчен-
не число помилок при декодуваннi. Iз цiєї причини використовувати на
практицi катастрофiчнi коди не рекомендується, а таблицi ЗК вiдомостей
про катастрофiчнi коди не мiстять, оскiльки при пошуку багаточленiв, що
породжують, кращих кодiв катастрофiчнi коди вiдкидаються.

У систематичному кодi на k (з n можливих) виходах кодера присутнi
iнформацiйнi послiдовностi переданих символiв, а на iншi (n – k) виходах
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Рис. 7.4: Кодер ЗК(7,5) i дiаграма станiв

– послiдовностi додаткових символiв, сформованих як лiнiйнi комбiнацiї
iнформацiйних символiв. При швидкостi Rкод = 1/2 багаточлени, що по-
роджують, систематичний код мають вигляд

g(1) = 1 i g(2)(D) = g
(2)
0 + g

(2)
1 D + g

(2)
2 D2 + . . .+ g(2)ν Dν.

Систематичнi коди дозволяють одержати на прийомнiй сторонi оцiнку
iнформацiйних символiв, не роблячи декодування або яку-небудь iншу
обробку прийнятих символiв. Несистематичним кодам така властивiсть
не властива.

Як i у випадку блокових кодiв, застосування згорткового кодування зi
швидкiстюRкод = k/nприводить до розширення спектра сигналу в каналi.
При цьому коефiцiєнт розширення смуги визначається виразом:

KF = n/k. (7.8)

При малихшвидкостях кодiв значне розширення смуги стає неприйня-
тним, томунамагаються застосовувати коди з високоюшвидкiстю. Практи-
чно, вибiр параметрiв згорткових кодiв роблять на основi компромiсу, ви-
ходячи з необхiдного енергетичного виграшу кодування й припустимого
коефiцiєнта розширення спектра сигналу в каналi.

Вправа 7.1.
Аналiз взаємозв’язкiв параметрiв ЗК.

Використовуючи послiдовну модифiкацiю структури вихiдного кодера
ЗК (7, 5) (рис. 7.1) i вiдповiдних йому дiаграми станiв i решiтки (7.2 i 7.3),
установимо взаємозв’язок параметрiв кодера k, n, Rкод, S, i багаточленiв,
що породжують, iз вiльною вiддалю коду df .

Розглянемо кiлька варiантiв ЗК:

1. Вихiдний згортковий код (7, 5) – див. рис. 7.4.
Параметри коду: k = 1; n = 2; K = 2; Rкод = 1/2; для двiйкового коду
з m = 2 → S = m = 22 = 4; вiльна вiддаль df = 5; код несистемати-
чний.
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Рис. 7.5: Кодер ЗК(7,5) i дiаграма станiв

2. Формування систематичного коду (1, 5) – див. рис. 7.5. Модифiкуємо
перший багаточлен вихiдного коду, залишивши один зв’язок. Дiа-
грама станiв частково змiниться. Число станiв залишиться колишнiм,
оскiльки склад регiстра кодера не змiнився. Змiнюються ненульовi гiл-
ки: вiдповiдно до змiни першого багаточлена, що породжує, на мiсцi
першого символу гiлки варто проставити перший символ стану,у яке
спрямована ця гiлка. Швидкiсть коду також не змiнилася.

Параметри коду:
k = 1;
n = 2;
K = 2;
Rкод = 1/2;
для двiйкового кодуm = 2 → S = 4;
вiльна вiддаль зменшилася: df = 3;
код систематичний.



Роздiл 8

Алгоритми декодування згорткових
кодiв

8.1 Класифiкацiя алгоритмiв декодування

При оптимальнiй обробцi з метою винесення рiшення прийняту з кана-
лу послiдовнiсть символiв необхiдно зiставити з усiма можливими послi-
довностями, що передаються. Оскiльки число можливих послiдовностей
довжини N двiйкового коду дорiвнює 2N , то при бiльших довжинах послi-
довностей декодер стає неприпустимо складним, а оптимальне декодува-
ння практично важко реалiзованим. Однак,саме при великих N можливе
значне пiдвищення надiйностi передачi, томущо дiя шуму усереднюється
на довгiй послiдовностi. Тому важливою є проблема зниження складностi
алгоритмiв декодування ЗК.

Вiдомi двi групи методiв декодування згорткових кодiв:

1. Алгебраїчнi методи декодування заснованi на використаннi алгебраї-
чних властивостей кодових послiдовностей. У рядi випадкiв цi методи
приводять до простих реалiзацiй кодека. Такi алгоритми є неопти-
мальними, тому що використовуванi алгебраїчнi процедури декоду-
вання призначенi для виправлення конкретних (i не всiх) конфiгура-
цiй помилок у каналi. Алгебраїчнi методи ототожнюють iз поелемен-
тним прийманням послiдовностей, що для кодiв з надмiрнiстю, як
вiдомо, дає гiршi результати, нiж «приймання у цiлому». Найбiльш
простим з алгебраїчних алгоритмiв є алгоритм порогового декоду-
вання згорткових кодiв. Цей алгоритм далекий вiд оптимального й
тому рiдко використовується, а використовується, у першу чергу, у
системах з високою швидкiстю передачi iнформацiї.
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2. Iмовiрнiснiметодидекодування значноближчi до оптимального«при-
ймання в цiлому», тому що в цьому випадку декодер оперує з вели-
чинами, пропорцiйними апостерiорним iмовiрностям, оцiнює й по-
рiвнює ймовiрностi рiзних гiпотез i на цiй основi виносить рiшення
про переданi символи.

Алгебраїчнi алгоритми оперують iз кiнцевим алфавiтом вхiдних даних,
для одержання яких на виходi неперервного каналу необхiдно виконати
квантування прийнятого сигналу iз шумом. Процеси обробки сигналiв
у пристрої, що вирiшує, на виходi демодулятора протилежних сигналiв
показанi на рис. 8.1,де представленi:

Рис. 8.1: Процеси обробки сигналiв

а, в – форми протилежних сигналiв у момент вiдлiку на входi пристрою
демодулятора, що вирiшує.

б – шкала квантування й граф переходiв при жорсткому рiшеннi.
г – шкала квантування й граф переходiв при м’якому рiшеннi.
У найпростiшому випадку роблять квантування кожного канального

символу у вiдлiковий момент часу на два рiвнi (iменоване в лiтературi
як «жорстке рiшення» на виходi демодулятора). При жорсткому рiшеннi
число рiвнiв квантування L = 2. При цьому жорстке рiшення представлене
одним двiйковим символом. Це показано на рис. 8.1,б.

При «м’якому рiшеннi» число рiвнiв квантування L > 2 (рис. 8.1, г). При
м’якому рiшеннi вихiд квантувача бiльш точно описує величину вiдлiку
сигналу з завадою, що пiдвищує завадостiйкiсть декодування. Вiдомi два
основнi ймовiрнiснi алгоритми декодування згорткових кодiв, а також їхнi
рiзнi модифiкацiї.
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1. Алгоритм послiдовного декодування забезпечує довiльно малу ймо-
вiрнiсть помилки при ненульовiй швидкостi передачi повiдомлень по ка-
налу. При послiдовному декодуваннi виконується пошук шляху на кодо-
вих решiтках, що вiдповiдають переданiй iнформацiйнiй послiдовностi.
Послiдовне декодування використовується для декодування довгих згор-
ткових кодiв.

Iншим рiзновидом iмовiрнiсних алгоритмiв є алгоритм, заснований
на принципi динамiчного програмування, i вiдомий як алгоритм Вiтер-
бi. Принцип динамiчного програмування був сформульований в 1940 р.
Р.Беллманом. З тих пiр вiн знайшов широке використання у теорiї керу-
вання йтеорiї кiл. В 1970 р. динамiчне програмування, у формi алгоритму
декодування ЗК (алгоритму Вiтербi), було застосовано А. Вiтербi до про-
блем телекомунiкацiї.

2. Алгоритм Вiтербi знаходить широке застосування й реалiзує пошук
максимально правдоподiбного шляху на кодових решiтках з вiдкидан-
ням частини найменшправдоподiбних варiантiвшляхiв на кожному кроцi
декодування. Алгоритм Вiтербi характеризується сталiстю обчислювальної
роботи, однак складнiсть декодера Вiтербi росте, як при всiх переборних
алгоритмах, за експонентним законом вiд довжини кодового обмеження
згорткового коду. Тому алгоритм Вiтербi використовується для декодува-
ння коротких згорткових кодiв.

8.2 Алгоритм Вiтербi для декодування згорткових кодiв

Розглянемо алгоритм Вiтербi на прикладi коду зi швидкiстюRкод = 1/n.
Нехай, починаючи з моменту часу t = 0, на вхiд кодера подається iн-

формацiйна послiдовнiсть довжиною в L символiв a = (a0, a1, . . . , aL−1)...
На виходi кодера буде послiдовнiсть символiв bL = (b0, b1, . . . , bL−1). Стан
кодера в момент t визначають як набiр з ν iнформацiйних символiв wt =
(a0, a1, . . . , at−L+1). Решiтчаста дiаграма коду однозначно зв’язує iнфор-
мацiйну послiдовнiсть a, послiдовнiсть станiв кодера w i послiдовнiсть
символiв на його виходi b.

Кожнiй гiлцi bt у каналi вiдповiдає сигнал, що може бути представле-
нийнабором координат St = (S1

t , S
2
t , . . . , S

N
t ), де N – розмiрнiсть простору

сигналiв.
У каналi дiє адитивна завада. Тодi послiдовнiсть прийнятого сигналу на
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входiдекодера буде дорiвнювати:

XL = SL + n,

де SL = (S0, S1, . . . , SL−1); n = (n0, n1, . . . , nL−1); nt = (n
(1)
t , n

(2)
t , . . . , n

(N)
t ) –

N-вимiрний вектор завади.
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