
ÌIÍIÑÒÅÐÑÒÂÎ ÎÑÂIÒÈ I ÍÀÓÊÈ ÓÊÐÀ�ÍÈ

ÄÂÍÇ ¾ÓÆÃÎÐÎÄÑÜÊÈÉ ÍÀÖIÎÍÀËÜÍÈÉ ÓÍIÂÅÐÑÈÒÅÒ¿

ÔIÇÈ×ÍÈÉ ÔÀÊÓËÜÒÅÒ

ÊÀÔÅÄÐÀ ÒÅÎÐÅÒÈ×ÍÎ� ÔIÇÈÊÈ

В.В. Рубiш, Р.М. Плекан

ЦИФРОВА ОБРОБКА СИГНАЛIВ

Навчально-методичний посiбник

ÓÆÃÎÐÎÄ�2024



Рубiш В.В., Плекан Р.М. Öèôðîâà îáðîáêà ñèãíàëiâ: íàâ÷àëüíî-
ìåòîäè÷íèé ïîñiáíèê. � Óæãîðîä: Âèäàâíèöòâî ÓæÍÓ ¾Ãîâåðëà¿, 2024. �
46 ñ.

Íàâ÷àëüíî-ìåòîäè÷íèé ïîñiáíèê ìiñòèòü òðàäèöiéíi òåìàìè äëÿ áàçîâî-
ãî êóðñó ç öèôðîâî¨ îáðîáêè ñèãíàëiâ: ëiíiéíi äèñêðåòíi ñèñòåìè; åôåêòè
êâàíòóâàííÿ ó öèôðîâèõ ñèñòåìàõ ç ôiêñîâàíîþ òî÷êîþ; îïèñ äèñêðåòíèõ
ñèãíàëiâ ó ÷àñòîòíié îáëàñòi, âêëþ÷àþ÷è àëãîðèòìè äèñêðåòíîãî òà øâèä-
êîãî ïåðåòâîðåíü Ôóð'¹.

Ïîñiáíèê ñòâîðåíî äëÿ ñòóäåíòiâ ôiçè÷íîãî ôàêóëüòåòó ÄÂÍÇ ¾ÓæÍÓ¿
ñïåöiàëüíîñòåé 125 ¾Êiáåðáåçïåêà¿ òà 172 ¾Åëåêòðîííi êîìóíiêàöi¨ òà ðà-
äiîòåõíiêà¿.

Розробники:

Ðóáiø Âàñèëü Âàñèëüîâè÷, êàíäèäàò ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê, äîöåíò
êàôåäðè òåîðåòè÷íî¨ ôiçèêè ôiçè÷íîãî ôàêóëüòåòó ÄÂÍÇ ¾ÓæÍÓ¿.

Ïëåêàí Ðóñëàí Ìàð'ÿíîâè÷, êàíäèäàò ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê, äîöåíò
êàôåäðè òåîðåòè÷íî¨ ôiçèêè ôiçè÷íîãî ôàêóëüòåòó ÄÂÍÇ ¾ÓæÍÓ¿.

Рецензент:

äîêòîð ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê, ïðîôåñîð,
ïðîâiäíèé íàóêîâèé ñïiâðîáiòíèê âiääiëó åëåêòðîííèõ ïðîöåñiâ i

åëåìåíòàðíèõ âçà¹ìîäié IÅÔ ÍÀÍ Óêðà¨íè
Ãàéñàê Ì.I.

Вiдповiдальний за випуск:

äîêòîð ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê, ïðîôåñîð, äåêàí ôiçè÷íîãî ôàêóëüòåòó
Ëàçóð Â.Þ.

Рекомендовано до друку методичною комiсiєю фiзичного факультету
(протокол № 7 вiд 07 травня 2024 року)

©Ðóáiø Â.Â., Ïëåêàí Ð.Ì., 2024 ð.
©ÄÂÍÇ ¾Óæãîðîäñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò¿, 2024 ð.



ЗМIСТ

1 ВСТУП 4

2 ЛIНIЙНI ДИСКРЕТНI СИСТЕМИ 5
2.1 Основнi поняття та означення . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
2.2 Iмпульсна характеристика . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
2.3 Формула згортки . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
2.4 Рiзницеве рiвняння . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.5 Рекурсивнi та нерекурсивнi системи . . . . . . . . . . . . . . . . 14
2.6 Властивiсть пам’ятi ЛДС . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.7 Системи з скiнченою та нескiнченною iмпульсною характери-

стикою . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
2.8 Стiйкiсть лiнiйних дискретних систем . . . . . . . . . . . . . . . 18

3 ДИСКРЕТНI ПЕРЕТВОРЕННЯ СИГНАЛIВ 19
3.1 Вступ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
3.2 Ряд Фур’є та його властивостi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
3.3 Перетворення Фур’є . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
3.4 Дискретне перетворення Фур’є . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
3.5 Властивостi ДПФ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
3.6 Обчислювальна складнiсть ДПФ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
3.7 Алгоритм швидкого перетворення Фур’є з децимацiєю в часо-

вiй областi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
3.8 Обернене швидке перетворення Фур’є . . . . . . . . . . . . . . . 35
3.9 Iншi дискретнi перетворення . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

3.9.1 Дискретне косинус-перетворення . . . . . . . . . . . . . . 35
3.9.2 Перетворення Уолша . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
3.9.3 Перетворення Адамара . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

4 ДОДАТОК. ТИПОВI ДИСКРЕТНI СИГНАЛИ 41
РЕКОМЕНДОВАНА ЛIТЕРАТУРА . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .45

3



1 ВСТУП

Öèôðîâà îáðîáêà ñèãíàëiâ (ÖÎÑ) îñòàííi ï'ÿòäåñÿò ðîêiâ çàçíà¹ áóð-
õëèâîãî ðîçâèòêó. Çà öåé ÷àñ ñòâîðåíi åôåêòèâíi àëãîðèòìè îáðîáêè ñè-
ãíàëiâ, ïðîãðåñèâíi òåõíîëîãi¨ âèðîáíèöòâà öèôðîâèõ ñèãíàëüíèõ ïðîöå-
ñîðiâ [1, 2]. Âæå òðàäèöiéíèìè îáëàñòÿìè çàñòîñóâàííÿ öèôðîâèõ ìåòîäiâ
òà ïðèñòðî¨ îáðîáêè ñèãíàëiâ ¹ ðàäiîòåõíiêà, òåëåêîìóíiêàöi¨, àâòîìàòèçî-
âàíå óïðàâëiííÿ, òåëåìåòðiÿ, ðîáîòîòåõíiêà, ãiäðîàêóñòèêà, ñåéñìîëîãiÿ i
ò.ä. Àëå ç êîæíèì ðîêîì ¨õ ïåðåëiê ðîçøèðþ¹òüñÿ: ðîçïiçíàâàííÿ òà ñèíòåç
ìîâè, öèôðîâi àóäiîñèñòåìè, ðåäàãóâàííÿ i êîìïðåñiÿ àóäiî- òà âiäåîñèãíà-
ëiâ, ìàøèííèé çið, ïîêðàùåííÿ çîáðàæåíü, ôiëüòðàöi¨ çàâàä, ñïåêòðàëüíèé
àíàëiç [3�10]. Äëÿ ïiäãîòîâêè äî çàíÿòü äîäàòêîâî ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè
íàâ÷àëüíi ïîñiáíèêè [11�14].
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2 ЛIНIЙНI ДИСКРЕТНI СИСТЕМИ

2.1 Основнi поняття та означення

Системою обробки сигналiв (ñèñòåìîþ) íàçèâà¹òüñÿ îá'¹êò, ÿêèé âèêîíó¹
ïåðåòâîðåííÿ âõiäíîãî ñèãíàëó ó âèõiäíèé çà ïåâíèì àëãîðèòìîì [3].

Âõiäíèé ñèãíàë ñèñòåìè íàçèâàþòü впливом, à âèõiäíèé � реакцiєю. Â
çàãàëüíîìó âèïàäêó âçà¹ìîçâ'ÿçîê ìiæ âõiäíèìè i âèõiäíèìè ñèãíàëàìè
ñèñòåìè ç äåêiëüêîìà âõîäàìè i âèõîäàìè � ñïiââiäíîøåííÿ âõiä/âèõiä �
îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿì â îïåðàòîðíié ôîðìi:

𝑌 = 𝐹 {𝑋} , (2.1)

äå 𝑋, 𝑌 � âåêòîðè, åëåìåíòàìè ÿêèõ ¹, âiäïîâiäíî, âïëèâè òà ðåàêöi¨ (ôóí-
êöi¨ ÷àñó); 𝐹 � îïåðàòîð, ùî âèçíà÷à¹ ìàòåìàòè÷íå ïåðåòâîðåííÿ (ëiíiéíå,
íåëiíiéíå, àëãåáðà¨÷íå, äèôåðåíöiàëüíå òà iíøi). Äëÿ ñèñòåì ç îäíèì âõîäîì
òà îäíèì âèõîäîì ðiâíÿííÿ (2.1) íàáóâà¹ âèãëÿäó:

𝑦 = 𝐹 {𝑥} , (2.2)

äå 𝑥, 𝑦 � âïëèâ òà ðåàêöiÿ âiäïîâiäíî. Â ïîäàëüøîìó ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè
ñèñòåìè ç îäíèì âõîäîì i îäíèì âèõîäîì.

Âiäïîâiäíî äî îçíà÷åííÿ, ñèñòåìîþ ìîæíà íàçâàòè ÿê ôiçè÷íèé ïðè-
ñòðié, òàê i îïåðàòîð 𝐹 (ìàòåìàòè÷íå ïåðåòâîðåííÿ). Лiнiйною íàçèâàþòü
ñèñòåìó, ùî âiäïîâiäà¹ äâîì óìîâàì [9]:

∙ îäíîðiäíîñòi � âïëèâó, ïîìíîæåíîìó íà âàãîâèé êîåôiöi¹íò, âiäïîâiäà¹
ðåàêöiÿ, ïîìíîæåíà íà òîé ñàìèé êîåôiöi¹íò

𝐹 {𝑎 𝑥} = 𝑎𝐹 {𝑥} ; (2.3)

∙ àäèòèâíîñòi � ñóìi âïëèâiâ âiäïîâiäà¹ ñóìà ðåàêöié íà êîæåí ç âïëèâiâ
(ïðèíöèï ñóïåðïîçèöi¨)

𝐹 {𝑥1 + 𝑥2 + . . .} = 𝐹 {𝑥1}+ 𝐹 {𝑥2}+ . . . . (2.4)

Ëiíiéíà ñèñòåìà îòîòîæíþ¹òüñÿ ç ëiíiéíèì îïåðàòîðîì 𝐹 .
Дискретною íàçèâàþòü ñèñòåìó, ùî ïåðåòâîðþ¹ âõiäíèé äèñêðåòíèé

ñèãíàë 𝑥(𝑛𝑇 ) ó âèõiäíèé äèñêðåòíèé ñèãíàë 𝑦(𝑛𝑇 ) êîëè ñïiââiäíîøåííÿ
âõiä/âèõiä (2.2) íàáóâà¹ âèãëÿäó

𝑦(𝑛𝑇 ) = 𝐹 {𝑥(𝑛𝑇 )} . (2.5)

Лiнiйною дискретною системою (ËÄÑ) íàçèâàþòü äèñêðåòíó ñèñòåìó ç
ëiíiéíèì îïåðàòîðîì 𝐹 (äèâ. ðèñ. 2.1).

Ëiíiéíèé îïåðàòîð 𝐹 (2.5) ìà¹ äâi óíiâåðñàëüíi ôîðìè ïîäàííÿ: çãîðòêó
òà ëiíiéíå ðiçíèöåâå ïåðåòâîðåííÿ.
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Рис. 2.1. До означення лiнiйної дискретної системи

Стацiонарною íàçèâàþòü ñèñòåìó, ùî âîëîäi¹ âëàñòèâiñòþ iнварiантно-
стi в часi. Öå îçíà÷à¹, ùî ðåàêöiÿ ñèñòåìè íå çàëåæèòü âiä ìîìåíòó íàä-
õîäæåííÿ âïëèâó, i çàòðèìêà íàäõîäæåííÿ âïëèâó ïðèçâåäå äî çàòðèìêè
ðåàêöi¨ íà òîé æå ñàìèé ÷àñ:

𝑥(𝑛𝑇 ) ⇒ 𝑦(𝑛𝑇 ); 𝑥(𝑛𝑇 −𝑚𝑇 ) ⇒ 𝑦(𝑛𝑇 −𝑚𝑇 ). (2.6)

Ïàðàìåòðè ñòàöiîíàðíî¨ ñèñòåìè íå çìiíþþòüñÿ ç ÷àñîì.
Ïî÷àòêîâi óìîâè, ùî õàðàêòåðèçóþòü ñòàí ËÄÑ äî ïî÷àòêó âïëèâó, ìî-

æóòü áóòè íóëüîâèìè àáî íåíóëüîâèìè. Нульовi початковi умови (ÍÏÓ)
îçíà÷àþòü, ùî âñi çíà÷åííÿ âïëèâó òà ðåàêöi¨, ÿêi ìîæå ïàì'ÿòàòè ñèñòåìà
äî ïî÷àòêó âïëèâó (𝑛 = 0), äîðiâíþþòü íóëþ:⎧⎨⎩ 𝑥 [(𝑛− 𝑖)𝑇 ]

⃒⃒
𝑛−𝑖<0, 𝑖=1,2,...

= 0;

𝑦 [(𝑛− 𝑘)𝑇 ]
⃒⃒
𝑛−𝑘<0, 𝑘=1,2,...

= 0.
(2.7)

äå 𝑖𝑇 i 𝑘𝑇 � âiäïîâiäíî çíà÷åííÿ çàòðèìîê âïëèâó òà ðåàêöi¨. Îçíàêîþ íó-
ëüîâèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâ ¹ âiäñóòíiñòü ðåàêöi¨ çà âiäñóòíîñòi âïëèâó:

𝑥(𝑛𝑇 ) = 0 ⇒ 𝑦(𝑛𝑇 ) = 0, (2.8)

à íåíóëüîâèõ � íàÿâíiñòü íåíóëüîâèõ âiäëiêiâ ðåàêöi¨ (âiëüíèõ êîëèâàíü) çà
âiäñóòíîñòi âïëèâó.

Фiзично реалiзовною íàçèâàþòü ñèñòåìó, ùî âiäïîâiäà¹ óìîâàì ôiçè÷íî¨
ðåàëiçîâàíîñòi, ÿêi âiäîáðàæàþòü ïðè÷èííî-íàñëiäêîâèé çâ'ÿçîê (ïðèíöèï
ïðè÷èííîñòi), i äëÿ äèñêðåòíî¨ ñèñòåìè ôîðìóëþþòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

∙ ïðè ÍÏÓ ðåàêöiÿ íå ìîæå ïåðåäóâàòè âïëèâó;

∙ ïðè ÍÏÓ çíà÷åííÿ ðåàêöi¨ 𝑦(𝑛𝑇 ) ó êîæíèé ìîìåíò ÷àñó 𝑛𝑇 çàëåæàòü
âiä ïîòî÷íîãî çíà÷åííÿ âïëèâó 𝑥(𝑛𝑇 ) òà ïîïåðåäíiõ çíà÷åíü
𝑥[(𝑛−𝑚)𝑇 ], 𝑚 ≥ 1, i íå çàëåæàòü âiä éîãî íàñòóïíèõ âiäëiêiâ
𝑥[(𝑛+𝑚)𝑇 ] (òèõ, ÿêi ùå íå íàäiéøëè).

Ìàòåìàòè÷íèé îïèñ ëiíiéíî¨ äèñêðåòíî¨ ñèñòåìè âêëþ÷à¹ çàäàííÿ ¨¨ iìïóëü-
ñíî¨ õàðàêòåðèñòèêè òà ñïiââiäíîøåííÿ âõiä/âèõiä.
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2.2 Iмпульсна характеристика

Îñíîâíîþ õàðàêòåðèñòèêîþ ëiíiéíî¨ äèñêðåòíî¨ ñèñòåìè ó ÷àñîâié îáëà-
ñòi ¹ iìïóëüñíà õàðàêòåðèñòèêà (IÕ).

Iмпульсною характеристикою ℎ(𝑛𝑇 ) лiнiйної дискретної системи íà-
çèâà¹òüñÿ ¨¨ ðåàêöiÿ íà öèôðîâèé îäèíè÷íèé iìïóëüñ 𝑢0(𝑛𝑇 ) ïðè íóëüîâèõ
ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ [9] (äèâ. ðèñ. 2.2).

Рис. 2.2. До визначення iмпульсної характеристики

Ó âèïàäêó ëiíiéíî¨ àíàëîãîâî¨ ñèñòåìè iìïóëüñíà õàðàêòåðèñòèêè ℎ(𝑡)
âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ¨¨ ðåàêöi¨ íà 𝛿-ôóíêöiþ 𝛿(𝑡) ïðè íóëüîâèõ ïî÷àòêîâèõ ñè-
ñòåìàõ. Â îáîõ âèïàäêàõ iìïóëüñíà õàðàêòåðèñòèêà ¹ îñíîâíîþ õàðàêòå-
ðèñòèêîþ ëiíiéíî¨ ñèñòåìè, òîìó ùî, çíàþ÷è ¨¨, ìîæíà âèçíà÷èòè ðåàêöiþ
ñèñòåìè íà áóäü-ÿêèé âõiäíèé ñèãíàë.

2.3 Формула згортки

Îäåðæèìî ñïiââiäíîøåííÿ âõiä/âèõiä, ùî çâ'ÿçó¹ âèõiäíèé 𝑦(𝑛𝑇 ) òà âõi-
äíèé 𝑥(𝑛𝑇 ) ñèãíàëè ËÄÑ çà âiäîìî¨ iìïóëüñíî¨ õàðàêòåðèñòèêè ℎ(𝑛𝑇 ). Áó-
äåìî ïîñëiäîâíî çàïèñóâàòè âiäïîâiäíîñòi âõiä/âèõiä ëiíiéíî¨ äèñêðåòíî¨ ñè-
ñòåìè, ùî âêàçóþòüñÿ ñòðiëêîþ:

∙ çãiäíî îçíà÷åííÿ, âõiäíîìó ñèãíàëó ó âèãëÿäi öèôðîâîãî îäèíè÷íîãî
iìïóëüñó (äèâ. Äîäàòîê À, âèðàç 41) âiäïîâiäà¹ ðåàêöiÿ, ÿêà íàçèâà¹-
òüñÿ iìïóëüñíîþ õàðàêòåðèñòèêîþ:

𝑢0(𝑛𝑇 ) ⇒ ℎ(𝑛𝑇 );

∙ âiäïîâiäíî äî âëàñòèâîñòi iíâàðiàíòíîñòi â ÷àñi (2.6), çàòðèìöi âïëèâó
íà ÷àñ 𝑚𝑇 âiäïîâiäà¹ çàòðèìêà ðåàêöi¨ íà òîé æå ÷àñ:

𝑢0[(𝑛−𝑚)𝑇 ] ⇒ ℎ[(𝑛−𝑚)𝑇 ];

∙ çãiäíî ç âëàñòèâiñòþ îäíîðiäíîñòi (2.3), äîìíîæåííþ âïëèâó íà êîí-
ñòàíòó 𝑥(𝑚𝑇 ) âiäïîâiäà¹ ðåàêöiÿ, ïîìíîæåíà íà òó æ êîíñòàíòó:

𝑥(𝑚𝑇 )𝑢0[(𝑛−𝑚)𝑇 ] ⇒ 𝑥(𝑚𝑇 )ℎ[(𝑛−𝑚)𝑇 ];
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∙ çãiäíî ç âëàñòèâiñòþ àäèòèâíîñòi (2.4), ðåàêöi¨ íà ñóìó âïëèâiâ âiäïî-
âiäà¹ ñóìà ðåàêöié íà öi âïëèâè:

∞∑︁
𝑚=−∞

𝑥(𝑚𝑇 )𝑢0[(𝑛−𝑚)𝑇 ] ⇒
∞∑︁

𝑚=−∞
𝑥(𝑚𝑇 )ℎ[(𝑛−𝑚)𝑇 ];

∙ çãiäíî ôiëüòðóþ÷î¨ âëàñòèâîñòi öèôðîâîãî îäèíè÷íîãî iìïóëüñó (4.2),
çëiâà ìà¹ìî âïëèâ

𝑥(𝑛𝑇 ) =
∞∑︁

𝑚=−∞
𝑥(𝑚𝑇 )𝑢0[(𝑛−𝑚)𝑇 ],

à ïðàâîðó÷ � ðåàêöiþ

𝑦(𝑛𝑇 ) =
∞∑︁

𝑚=−∞
𝑥(𝑚𝑇 )ℎ[(𝑛−𝑚)𝑇 ];

∙ ïðè íóëüîâèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ (2.7)⎧⎨⎩ 𝑥 (𝑚𝑇 )
⃒⃒
𝑚<0

= 0;

ℎ [(𝑛−𝑚)𝑇 ]
⃒⃒
𝑛−𝑚<0

= 0.
(2.9)

ðåàêöiÿ âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

𝑦(𝑛𝑇 ) =
∞∑︁

𝑚=0

𝑥(𝑚𝑇 )ℎ[(𝑛−𝑚)𝑇 ]. (2.10)

Ëiíiéíå ðiâíÿííÿ (2.10) íàçèâàþòü формулою згортки. Çãîðòêà âiäïîâiä-
à¹ ïåðøié óíiâåðñàëüíié ôîðìi ïîäàííÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà 𝐹 ó ñïiââiäíî-
øåííi âõiä/âèõiä (2.5). Ó öüîìó âèïàäêó ïàðàìåòðè îïåðàòîðà 𝐹 (êîåôiöi¹í-
òè â ëiíiéíîìó ïåðåòâîðåííi) ïîâíiñòþ âèçíà÷àþòüñÿ iìïóëüñíîþ õàðàêòå-
ðèñòèêîþ ëiíiéíî¨ äèñêðåòíî¨ ñèñòåìè.

Ôîðìóëà çãîðòêè (2.10) ìà¹ òîòîæíèé çàïèñ

𝑦(𝑛𝑇 ) =
∞∑︁

𝑚=0

ℎ(𝑚𝑇 )𝑥[(𝑛−𝑚)𝑇 ]. (2.11)

Ó ëiíiéíèõ àíàëîãîâèõ ñèñòåìàõ ëiíiéíèé îïåðàòîð 𝐹 âèçíà÷à¹òüñÿ iíòåãðà-
ëîì çãîðòêè [8]:

𝑦(𝑡) =

∫︁ ∞

0

𝑥(𝜏)ℎ(𝑡− 𝜏)𝑑𝜏 ;

𝑦(𝑡) =

∫︁ ∞

0

ℎ(𝜏)𝑥(𝑡− 𝜏)𝑑𝜏.
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Ïðè äîâiëüíîìó âõiäíîìó ñèãíàëi 𝑥(𝑡) ðåàêöiÿ ëiíiéíî¨ ñèñòåìè îá÷èñëþ-
¹òüñÿ ç äîïîìîãîþ îäíîãî ç ìåòîäiâ (àëãîðèòìiâ) ÷èñëîâîãî iíòåãðóâàííÿ.
Óñi ïîäiáíi ìåòîäè ¹ íàáëèæåíèìè, òîáòî âíîñÿòü ìåòîäè÷íó ïîõèáêó.

Ó ôîðìóëi çãîðòêè (2.10) àáî (2.11) îá÷èñëåííÿ âiäëiêiâ ðåàêöi¨ 𝑦(𝑛𝑇 ),
𝑛 = 0, 1, . . . , âèêîíó¹òüñÿ ìåòîäîì ïðÿìî¨ ïiäñòàíîâêè ïðè íóëüîâèõ ïî÷à-
òêîâèõ ñèñòåìàõ, ïðè öüîìó ìåòîäè÷íà ïîõèáêà âiäñóòíÿ. Îòæå, ôîðìóëà
çãîðòêè (2.10) (àáî (2.11)) áåçïîñåðåäíüî îïèñó¹ àëãîðèòì îá÷èñëåííÿ ðåà-
êöi¨ ïðè âiäîìié iìïóëüñíié õàðàêòåðèñòèöi, ùî ñòàëî ìîæëèâèì â çàâäÿêè
ïåðåõîäó âiä íåïåðåðâíîãî ÷àñó äî äèñêðåòíîãî 𝑡 → 𝑛𝑇 .

Ó øêàëi äèñêðåòíîãî íîðìîâàíîãî ÷àñó (äèâ. Äîäàòîê À) ôîðìóëè (2.10)
òà (2.11) íàáóâàþòü âèãëÿäó:

𝑦(𝑛) =
∞∑︁

𝑚=0

𝑥(𝑚)ℎ(𝑛−𝑚), (2.12)

𝑦(𝑛) =
∞∑︁

𝑚=0

ℎ(𝑚)𝑥(𝑛−𝑚). (2.13)

Приклад 2.1. Визначити першi три вiдлiки реакцiї за формулою згортки
(2.12) при нульових початкових системах.
Розв’язок. Вiдповiдно до формули (2.12) для 𝑛 = 0, 1, 2 будемо мати:

𝑦(0) = 𝑥(0)ℎ(0) + 𝑥(0)ℎ(−1) + . . . = 𝑥(0)ℎ(0);

𝑦(1) = 𝑥(0)ℎ(1) + 𝑥(1)ℎ(0) + 𝑥(2)ℎ(−1) + . . . = 𝑥(0)ℎ(1) + 𝑥(1)ℎ(0);

𝑦(2) = 𝑥(0)ℎ(2) + 𝑥(1)ℎ(1) + 𝑥(2)ℎ(0) + 𝑥(3)ℎ(−1) + . . . =

= 𝑥(0)ℎ(2) + 𝑥(1)ℎ(1) + 𝑥(2)ℎ(0).

Тут враховано НПП (2.9): ℎ(−1) = ℎ(−2) = . . . = 0.◀

Ç ðîçãëÿíóòîãî ïðèêëàäó 2.2 âèïëèâà¹, ùî ëiíiéíà äèñêðåòíà ñèñòåìà,
ñïiââiäíîøåííÿ âõiä/âèõiä ÿêî¨ îïèñó¹òüñÿ ôîðìóëîþ çãîðòêè, âiäïîâiäà¹
óìîâàì ôiçè÷íî¨ ðåàëiçîâíîñòi, çîêðåìà:

∙ ïðè íóëüîâèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ ðåàêöiÿ íå ìîæå âèíèêíóòè ðàíiøå
çà âïëèâ. ßêùî âïëèâ íàäiéøîâ ó ÷àñ 𝑛 = 0, çíà÷åííÿ ðåàêöi¨ ó âñi
ïîïåðåäíi ìîìåíòè ÷àñó áóäóòü íóëüîâèìè; íàïðèêëàä, ç (2.12) âèïëè-
âà¹:

𝑦(−1) = 𝑥(0)ℎ(−1) = 0 i ò.ä.;

∙ ïðè íóëüîâèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ çíà÷åííÿ ðåàêöi¨ â êîæíèé ìîìåíò
÷àñó 𝑛 çàëåæàòü âiä ïîòî÷íîãî òà ïîïåðåäíiõ âiäëiêiâ âõiäíîãî ñèãíàëó
i íå çàëåæàòü âiä éîãî íàñòóïíèõ 𝑛+ 1, 𝑛+ 2, . . . âiäëiêiâ.
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Áiëüø äåòàëüíî ðîçãëÿíåìî ñóòü îïåðàöi¨ çãîðòêè íà íàñòóïíîìó ïðè-
êëàäi.

Приклад 2.2. Обчислити реакцiю лiнiйно дискретної системи 𝑦(𝑛) за фор-
мулою згортки (2.12) при дiї 𝑥(𝑛) = {𝑥0;𝑥1;𝑥2} = {1; 2; 2} довжини 𝑁1 = 3
та iмпульсної характеристицi ℎ(𝑛) = {ℎ0;ℎ1} = {2; 1} довжини 𝑁2 = 2.
Визначити довжину згортки.
Розв’язок. Формула згортки (2.12) для 𝑛 = 0, 1, 2, 3, 4 дає:

𝑦(0) = 𝑦0 =
∞∑︁

𝑚=0

𝑥(𝑚)ℎ(0−𝑚) = 𝑥(0)ℎ(0) + 𝑥(0)ℎ(−1) + . . . = 𝑥0ℎ0 =

= 1 · 2 = 2;

𝑦(1) = 𝑦1 =
∞∑︁

𝑚=0

𝑥(𝑚)ℎ(1−𝑚) = 𝑥(0)ℎ(1) + 𝑥(1)ℎ(0) + 𝑥(2)ℎ(−1) + . . .

= 𝑥0ℎ1 + 𝑥1ℎ0 = 1 · 1 + 2 · 2 = 5;

𝑦(2) = 𝑦2 =
∞∑︁

𝑚=0

𝑥(𝑚)ℎ(2−𝑚) = 𝑥(0)ℎ(2) + 𝑥(1)ℎ(1) + 𝑥(2)ℎ(0)+

+ 𝑥(3)ℎ(−1) + . . . = 𝑥0ℎ2 + 𝑥1ℎ1 + 𝑥2ℎ0 = 1 · 0 + 2 · 1 + 2 · 2 = 6;

𝑦(3) = 𝑦2 =
∞∑︁

𝑚=0

𝑥(𝑚)ℎ(3−𝑚) = 𝑥(0)ℎ(3) + 𝑥(1)ℎ(2) + 𝑥(2)ℎ(1)+

+ 𝑥(3)ℎ(0) + 𝑥(4)ℎ(−1) + . . . = 𝑥2ℎ1 = 2 · 1 = 2;

𝑦(4) = 𝑦4 =
∞∑︁

𝑚=0

𝑥(𝑚)ℎ(4−𝑚) = 𝑥(0)ℎ(4) + 𝑥(1)ℎ(3) + 𝑥(2)ℎ(2)+

+ 𝑥(3)ℎ(1) + 𝑥(4)ℎ(0) + 𝑥(5)ℎ(−1) + . . . = 0.

При розрахунках враховано, що 𝑥3 = 𝑥4 = . . . = 0 та ℎ(2) = ℎ(3) = . . . = 0
згiдно умов задачi, а ℎ(−1) = ℎ(−2) = . . . = 0 вiдповiдно до НПП. ◀

Ïðîàíàëiçó¹ìî îäåðæàíèé ðåçóëüòàò (äèâ. ðèñ. 2.3). Çãiäíî âèðàçó (2.12),
ðåàêöiÿ 𝑦(𝑛) äîðiâíþ¹ ñóìi äîáóòêiâ ëîêàëüíèõ âiäëiêiâ ôiêñîâàíîãî âïëèâó
𝑥(𝑚) (ðèñ. 2.3, à) i çìiùåíî¨ âäîâæ îñi ÷àñó iìïóëüñíî¨ õàðàêòåðèñòèêè ℎ(𝑛−
𝑚), äå ℎ(0−𝑚) � äçåðêàëüíå âiäîáðàæåííÿ iìïóëüñíî¨ õàðàêòåðèñòèêè ℎ(𝑚)
(ðèñ. 2.3, á, â), à ℎ(𝑛 − 𝑚), 𝑛 = 1, 2, 3, 4 � ðåçóëüòàòè éîãî ïîñëiäîâíîãî
êîâçàííÿ çëiâà íàïðàâî (ðèñ. 2.3, ã�å). Âiäëiêè iìïóëüñíî¨ õàðàêòåðèñòèêè
ℎ(𝑛−𝑚), ÿêi çáiãàþòüñÿ â ÷àñi ç âiäëiêàìè âõiäíîãî ñèãíàëó 𝑥(𝑚), ïîçíà÷åíi
æèðíèìè ÷îðíèìè ëiíiÿìè i êðàïêàìè, à òi, ùî íå çáiãàþòüñÿ � ñiðèìè. Ç
ïðåäñòàâëåíèõ ðåçóëüòàòiâ ðîçðàõóíêó ðåàêöi¨ 𝑦(𝑛) âèïëèâà¹, ùî ó êîæíèé
ìîìåíò ÷àñó 𝑛 ¨¨ çíà÷åííÿ ðiâíå ñóìi ëîêàëüíèõ äîáóòêiâ âiäëiêiâ âõiäíîãî
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Рис. 2.3. Iлюстрацiя обчислень за формулою згортки

ñèãíàëó 𝑥(𝑚) íà çìiùåíi çíà÷åííÿ iìïóëüñíî¨ õàðàêòåðèñòèêè ℎ(𝑛 − 𝑚),
ùî çáiãàþòüñÿ â ÷àñi. Çðîçóìiëî, ùî îá÷èñëåííÿ ñëiä ïðèïèíèòè, êîëè âñi
ëîêàëüíi äîáóòêè âèÿâëÿòüñÿ ðiâíèìè íóëþ. Öå ñòàíåòüñÿ â ìîìåíò ÷àñó
𝑛 = 4, êîëè çìiùåíà iìïóëüñíà õàðàêòåðèñòèêà ℎ(4 − 𝑚) i âõiäíèé ñèãíàë
𝑥(𝑚) ¾ðîçiéäóòüñÿ¿, i â íèõ íå áóäå æîäíîãî çáiãó âiäëiêiâ. Íà ðèñ. 2.3,æ
ïðåäñòàâëåíî ðåçóëüòàò îá÷èñëåííÿ çãîðòêè 𝑦(𝑛) äîâæèíè 𝐿 = 𝑁1+𝑁2−1 =
4.

Óçàãàëüíèâøè îäåðæàíèé ðåçóëüòàò, áóäåìî ìàòè, ùî äëÿ âïëèâó 𝑥(𝑛)
äîâæèíè 𝑁1 òà iìïóëüñíî¨ õàðàêòåðèñòèêè ℎ(𝑛) äîâæèíè 𝑁2 äîâæèíà çãîð-
òêè 𝑦(𝑛) äîðiâíþâàòèìå

𝐿 = 𝑁1 +𝑁2 − 1. (2.14)
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i ôîðìóëè (2.12) � (2.13) íàáóäóòü âèãëÿäó:

𝑦(𝑛) =
𝐿−1∑︁
𝑚=0

𝑥(𝑚)ℎ(𝑛−𝑚); (2.15)

𝑦(𝑛) =
𝐿−1∑︁
𝑚=0

ℎ(𝑚)𝑥(𝑛−𝑚). (2.16)

Îïåðàöiþ çãîðòêè, ùî äà¹òüñÿ âèðàçàìè (2.15) òà (2.16) íàçèâàþòü лiнiйною
згорткою. Íà ïðàêòèöi äîâæèíó ðåàêöi¨ ëiíiéíî¨ ñèñòåìè îáìåæóþòü äî
äîâæèíè âõiäíîãî ñèãíàëó.

2.4 Рiзницеве рiвняння

Ó ëiíiéíèõ àíàëîãîâèõ ñèñòåìàõ ëiíiéíèé îïåðàòîð 𝐹 ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ
ëiíiéíèì äèôåðåíöiàëüíèì ïåðåòâîðåííÿì, i ëiíiéíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿ-
ííÿ ìà¹ âèãëÿä:

𝑦(𝑛𝑇 ) =
𝑁−1∑︁
𝑖=0

𝑏𝑖
𝑑𝑖𝑥(𝑡)

𝑑𝑡𝑖
−

𝑀−1∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘
𝑑𝑘𝑦(𝑡)

𝑑𝑡𝑘
,

äå 𝑏𝑖, 𝑎𝑘 � êîåôiöi¹íòè ðiâíÿííÿ (äiéñíi êîíñòàíòè), ïîâ'ÿçàíi çi çíà÷åííÿìè
îïîðiâ, iíäóêòèâíîñòåé òà ¹ìíîñòåé â àíàëîãîâîìó åëåêòðè÷íîìó êîëi. Ïðè
ïåðåõîäi âiä íåïåðåðâíîãî ÷àñó äî äèñêðåòíîãî, ïîõiäíi çàìiíþþòüñÿ ñêií÷å-
íèìè ðiçíèöÿìè, à ëiíiéíi äèôåðåíöiàëüíi ïåðåòâîðåííÿ � ëiíiéíèìè ðiçíè-
öåâèìè ïåðåòâîðåííÿìè [15]. Òàêèì ÷èíîì, äðóãîþ óíiâåðñàëüíîþ ôîðìîþ
ïðåäñòàâëåííÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà 𝐹 ó (2.5) ¹ ëiíiéíå ðiçíèöåâå ïåðåòâîðåí-
íÿ, ÿêîìó âiäïîâiäà¹ ñïiââiäíîøåííÿ âõiä/âèõiä ëiíiéíî¨ äèñêðåòíî¨ ñèñòåìè
ó âèãëÿäi ðiçíèöåâîãî ðiâíÿííÿ (ÐÐ)

𝑦(𝑛𝑇 ) =
𝑁−1∑︁
𝑖=0

𝑏𝑖𝑥[(𝑛− 𝑖)𝑇 ]−
𝑀−1∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘𝑦[(𝑛− 𝑘)𝑇 ]; (2.17)

äå:

∙ 𝑏𝑖, 𝑎𝑘 � êîåôiöi¹íòè ðiçíèöåâîãî ðiâíÿííÿ (äiéñíi êîíñòàíòè), ÿêi íàçè-
âàþòüñÿ параметрами ЛДС ;

∙ 𝑖𝑇 , 𝑘𝑇 � çíà÷åííÿ çàòðèìîê âõiäíîãî ñèãíàëó òà ðåàêöi¨ âiäïîâiäíî;

∙ (𝑁−1) òà (𝑀−1) � êîíñòàíòè, ùî âèçíà÷àþòü ìàêñèìàëüíó çàòðèìêó
âõiäíîãî ñèãíàëó òà ðåàêöi¨ âiäïîâiäíî, ïðè÷îìó

(𝑁 − 1) ≤ (𝑀 − 1). (2.18)
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Ñïiââiäíîøåííÿ âõiä/âèõiä ëiíiéíî äèñêðåòíî¨ ñèñòåìè çàäàíå ó âèãëÿäi ði-
çíèöåâîãî ðiâíÿííÿ çàçâè÷àé íàçèâàþòü ¨¨ математичною моделлю.

Òàêèì ÷èíîì, ðiçíèöåâå ðiâíÿííÿ áåçïîñåðåäíüî îïèñó¹ àëãîðèòì îá÷è-
ñëåííÿ ðåàêöi¨ ïðè âiäîìèõ ïàðàìåòðàõ ëiíiéíî¨ äèñêðåòíî¨ ñèñòåìè. Ó øêà-
ëi äèñêðåòíîãî íîðìîâàíîãî ÷àñó (äèâ. Äîäàòîê À) ðiçíèöåâå ðiâíÿííÿ (2.17)
íàáóâà¹ âèãëÿäó

𝑦(𝑛) =
𝑁−1∑︁
𝑖=0

𝑏𝑖𝑥(𝑛− 𝑖)−
𝑀−1∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘𝑦(𝑛− 𝑘). (2.19)

Приклад 2.3. Визначити першi три вiдлiки реакцiї рiзницевого рiвняння
(2.19).
Розв’язок. Методом прямої пiдстановки для 𝑛 = 0, 1, 2, одержуємо:

𝑦(0) = 𝑏0𝑥(0) + 𝑏1𝑥(−1) + . . .− 𝑎1𝑦(−1)− . . . = 𝑏0𝑥(0);

𝑦(1) = 𝑏0𝑥(1) + 𝑏1𝑥(0) + 𝑏2𝑥(−1) + . . .− 𝑎1𝑦(0)− 𝑎2𝑦(−1)− . . . =

= 𝑏0𝑥(1) + 𝑏1𝑥(0)− 𝑎1𝑦(0);

𝑦(2) = 𝑏0𝑥(2) + 𝑏1𝑥(1) + 𝑏2𝑥(0) + 𝑏3𝑥(−1) + . . .

− 𝑎1𝑦(1)− 𝑎2𝑦(0)− 𝑎2(−1)− . . . =

= 𝑏0𝑥(2) + 𝑏1𝑥(1) + 𝑏2𝑥(0)− 𝑎1𝑦(1)− 𝑎2𝑦(0).

Тут враховано НПП (2.7): 𝑥(−1) = 𝑥(−2) = . . . = 0 та 𝑦(−1) = 𝑦(−2) =
. . . = 0. ◀

ßê âèïëèâà¹ ç ïðèêëàäó 2.3, ËÄÑ, ñïiââiäíîøåííÿ âõiä/âèõiä ÿêî¨ îïèñó-
¹òüñÿ ðiçíèöåâèì ðiâíÿííÿ, âiäïîâiäà¹ óìîâàì ôiçè÷íî¨ ðåàëiçîâíîñòi (äèâ.
ñòîð. 6):

∙ ïðè íóëüîâèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ ðåàêöiÿ íå ìîæå âèíèêíóòè ðàíiøå
çà âïëèâ. ßêùî âõiäíèé ñèãíàë íàäiéøîâ ó ìîìåíò ÷àñó 𝑛 = 0, òî âñi
çíà÷åííÿ ðåàêöi¨ äî öüîãî ìîìåíòó áóäóòü íóëüîâèìè:

𝑦(−1) = 𝑏0𝑥(−1) = 0 i ò.ä.;

∙ ïðè íóëüîâèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ çíà÷åííÿ ðåàêöi¨ ó êîæíèé ìîìåíò
÷àñó 𝑛 çàëåæàòü âiä ïîòî÷íîãî òà ïîïåðåäíiõ âiäëiêiâ âïëèâó i çàëå-
æèòü âiä éîãî íàñòóïíèõ âiäëiêiâ.
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2.5 Рекурсивнi та нерекурсивнi системи

Ëiíiéíà äèñêðåòíà ñèñòåìà iç ñïiââiäíîøåííÿì âõiä/âèõiä ó âèãëÿäi ði-
çíèöåâîãî ðiâíÿííÿ (2.19):

𝑦(𝑛) =
𝑁−1∑︁
𝑖=0

𝑏𝑖𝑥(𝑛− 𝑖)−
𝑀−1∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘𝑦(𝑛𝑖 − 𝑘).

íàçèâà¹òüñÿ рекурсивною, ÿêùî õî÷à á îäèí iç êîåôiöi¹íòiâ 𝑎𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . ,
(𝑀 − 1) íå äîðiâíþ¹ íóëþ. ßê âèïëèâà¹ ç ïðèêëàäó 2.3, çíà÷åííÿ ðåàêöi¨
ðåêóðñèâíî¨ ñèñòåìè â ïîòî÷íèé ìîìåíò ÷àñó âèçíà÷à¹òüñÿ ¨¨ çíà÷åííÿìè â
ïîïåðåäíi ìîìåíòè ÷àñó.

Ç óðàõóâàííÿì (2.18) порядок ðåêóðñèâíî¨ ëiíiéíî äèñêðåòíî¨ ñèñòåìè
äîðiâíþâàòèìå ìàêñèìàëüíié çàòðèìöi ðåàêöi¨ (𝑀 − 1). Ïðè íóëüîâèõ ïî-
÷àòêîâèõ óìîâàõ ðåàêöiÿ 𝑦(𝑛) ðåêóðñèâíî¨ ëiíiéíî¨ äèñêðåòíî¨ ñèñòåìè ó
êîæíèé ìîìåíò ÷àñó 𝑛 âèçíà÷à¹òüñÿ:

∙ ïîòî÷íèì çíà÷åííÿì âõiäíîãî ñèãíàëó 𝑥(𝑛);

∙ çíà÷åííÿìè âõiäíîãî ñèãíàëó â ïîïåðåäíi ìîìåíòè ÷àñó 𝑥(𝑛 − 𝑖), 𝑖 =
1, 2, . . . , (𝑁 − 1);

∙ çíà÷åííÿìè ðåàêöi¨ â ïîïåðåäíi ìîìåíòè ÷àñó 𝑦(𝑛−𝑘), 𝑘 = 1, 2, (𝑀−1)

Íàâåäåìî ïðèêëàäè ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü íàéïðîñòiøèõ ðåêóðñèâíèõ ëiíiéíî
äèñêðåòíî¨ ñèñòåìè:

∙ ïåðøîãî ïîðÿäêó

𝑦(𝑛) = 𝑏0𝑥(𝑛) + 𝑏1𝑥(𝑛− 1)− 𝑎1𝑦(𝑛− 1); (2.20)

∙ äðóãîãî ïîðÿäêó

𝑦(𝑛) = 𝑏0𝑥(𝑛)+ 𝑏1𝑥(𝑛− 1)+ 𝑏2𝑥(𝑛− 2)− 𝑎1𝑦(𝑛− 1)− 𝑎2𝑦(𝑛− 2). (2.21)

Ëiíiéíà äèñêðåòíà ñèñòåìà íàçèâà¹òüñÿ нерекурсивною, ÿêùî âñi êîåôiöi¹í-
òè 𝑎𝑘 ðiçíèöåâîãî ðiâíÿííÿ (2.18) ðiâíi íóëþ

𝑎𝑘 = 0, 𝑘 = 1, 2, . . . , (𝑀 − 1).

Äëÿ íåðåêóðñèâíî¨ ëiíiéíî¨ äèñêðåòíî¨ ñèñòåìè ðiçíèöåâi ðiâíÿííÿ (2.17) òà
(2.19) íàáóâàþòü âèãëÿäó:

𝑦(𝑛𝑇 ) =
𝑁−1∑︁
𝑖=0

𝑏𝑖[𝑥(𝑛− 𝑖)𝑇 ]; (2.22)

14



𝑦(𝑛) =
𝑁−1∑︁
𝑖=0

𝑏𝑖𝑥(𝑛− 𝑖). (2.23)

Ïîðÿäîê íåðåêóðñèâíî¨ ëiíiéíî äèñêðåòíî¨ ñèñòåìè âèçíà÷à¹òüñÿ ìàêñè-
ìàëüíîþ çàòðèìêîþ âïëèâó (𝑁 − 1).

Ïðè íóëüîâèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ ðåàêöiÿ 𝑦(𝑛) íåðåêóðñèâíî¨ ëiíiéíî¨
äèñêðåòíî¨ ñèñòåìè ó êîæíèé ìîìåíò ÷àñó 𝑛 âèçíà÷à¹òüñÿ:

∙ ïîòî÷íèì çíà÷åííÿì âõiäíîãî ñèãíàëó 𝑥(𝑛);

∙ çíà÷åííÿìè âõiäíîãî ñèãíàëó â ïîïåðåäíi ìîìåíòè ÷àñó 𝑥(𝑛 − 𝑖), 𝑖 =
1, 2, . . . , (𝑁 − 1).

Íàâåäåìî ïðèêëàä ðiçíèöåâîãî ðiâíÿííÿ äëÿ íàéïðîñòiøî¨ íåðåêóðñèâíî¨
ëiíiéíî¨ äèñêðåòíî¨ ñèñòåìè äðóãîãî ïîðÿäêó:

𝑦(𝑛) = 𝑏0𝑥(𝑛) + 𝑏1𝑥(𝑛− 1) + 𝑏2𝑥(𝑛− 2). (2.24)

2.6 Властивiсть пам’ятi ЛДС

Властивiсть пам’ятi системи ïîëÿãà¹ â ¨¨ çäàòíîñòi ¾ïàì'ÿòàòè ïî-
ïåðåäíþ iñòîðiþ âïëèâó¿ (òîáòî, ïàì'ÿòàòè çíà÷åííÿ âõiäíîãî ñèãíàëó â
ïîïåðåäíi ìîìåíòè ÷àñó) ïðè îá÷èñëåííi ðåàêöi¨ â äàíèé ìîìåíò ÷àñó. Òðè-
âàëiñòü ïåðåäiñòîði¨ (êiëüêiñòü ïîïåðåäíiõ âiäëiêiâ âïëèâó) âèçíà÷à¹ трива-
лiсть пам’ятi.

Ðîçãëÿíåìî âëàñòèâiñòü ïàì'ÿòi äëÿ íåðåêóðñèâíèõ òà ðåêóðñèâíèõ
ËÄÑ.

Âiäïîâiäíî äî ðiçíèöåâîãî ðiâíÿííÿ íåðåêóðñèâíî¨ ËÄÑ (2.23), ïðè îá-
÷èñëåííi ðåàêöi¨ 𝑦(𝑛) ó êîæíèé ìîìåíò ÷àñó ñèñòåìà ¾ïàì'ÿòà¹¿ (𝑁 − 1)
ïîïåðåäíiõ âiäëiêiâ âïëèâó. Îòæå, íåðåêóðñèâíà ËÄÑ âîëîäi¹ âëàñòèâiñòþ
ïàì'ÿòi, òðèâàëiñòü ÿêî¨ ¹ скiнченою i ðiâíîþ (𝑁 − 1).

Âiäïîâiäíî äî ðiçíèöåâîãî ðiâíÿííÿ ðåêóðñèâíî¨ ËÄÑ (2.19), êîæåí ïî-
òî÷íèé âiäëiê ðåàêöi¨ 𝑦(𝑛) = 𝑦𝑛 ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç ïîïåðåäíi âiäëiêè
âõiäíîãî ñèãíàëó 𝑥(𝑛) = 𝑥𝑛 (äèâ. ïðèêëàäó 2.3):

𝑦0 = 𝑏0𝑥0;

𝑦1 = 𝑏0𝑥1 + 𝑏1𝑥0 − 𝑎1𝑦0 = 𝑏0𝑥1 + (𝑏1 − 𝑎1𝑏0)𝑥0;

𝑦2 = 𝑏0𝑥(2) + 𝑏1𝑥(1) + 𝑏2𝑥(0)− 𝑎1𝑦(1)− 𝑎2𝑦(0) =

= 𝑏0𝑥2 + (𝑏1 − 𝑎1𝑏0)𝑥1 + (𝑏2 − 𝑎1(𝑏1 − 𝑎1𝑏0)− 𝑎2𝑏0)𝑥0;

. . . = . . .

Ïðè îá÷èñëåííi ðåàêöi¨ 𝑦(𝑛) ó êîæåí ìîìåíò ÷àñó 𝑛, ñèñòåìà ¾ïàì'ÿòà¹¿ âñi
ïîïåðåäíi âiäëiêè âõiäíîãî ñèãíàëó. Îòæå, ðåêóðñèâíà ëiíiéíà äèñêðåòíà
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ñèñòåìà âîëîäi¹ âëàñòèâiñòþ ïàì'ÿòi i ¨¨ òðèâàëiñòü ïðè 𝑛 → ∞ ¹ íåñêií÷åí-
íîþ.

Öÿ âëàñòèâiñòü ïàì'ÿòi ðåêóðñèâíèõ ËÄÑ ïîÿñíþ¹òüñÿ íàÿâíiñòþ çâîðî-
òíîãî çâ'ÿçêó, çàâäÿêè ÷îìó áóäü-ÿêèé íåíóëüîâèé âiäëiê âõiäíîãî ñèãíàëó
öèðêóëþ¹ â ñèñòåìi íåñêií÷åííî äîâãî. Õî÷à ç ÷àñîì âií çàòóõà¹ (éîãî âàãà
çìåíøó¹òüñÿ i ïðÿìó¹ ç ÷àñîì äî íóëÿ), àëå òåîðåòè÷íî âií çàëèøà¹òüñÿ
ïðèñóòíiì.

2.7 Системи з скiнченою та нескiнченною iмпульсною

характеристикою

Ðîçãëÿíåìî ïèòàííÿ iìïóëüñíî¨ õàðàêòåðèñòèêè ëiíiéíèõ ñèñòåì, ùî çà-
äàþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ðiçíèöåâîãî ðiâíÿííÿ. Îá÷èñëåííÿ iìïóëüñíèõ õàðà-
êòåðèñòèê ðåêóðñèâíèõ òà íåðåêóðñèâíèõ ëiíiéíèõ äèñêðåòíèõ ñèñòåì ïðî-
âåäåìî íà ïðîñòèõ ïðèêëàäàõ, à îäåðæàíi ðåçóëüòàòè óçàãàëüíèìî.

Приклад 2.4. Обчислити iмпульсну характеристику нерекурсивної лiнiй-
ної дискретної системи другого порядку, спiввiдношення вхiд/вихiд якої
описується рiзницевим рiвняння (2.24)

𝑦(𝑛) = 𝑏0(𝑛) + 𝑏1𝑥(𝑛− 1) + 𝑏2𝑥(𝑛− 2).

Розв’язок. Згiдно з означенням, iмпульсна характеристика – це реакцiя
системи на цифровий одиничний iмпульс при нульових початкових умовах,
тому виконавши замiну ⎧⎨⎩ 𝑥(𝑛) → 𝑢0(𝑛);

𝑦(𝑛) → ℎ(𝑛),
(2.25)

перепишемо рiзницеве рiвняння у виглядi

ℎ(𝑛) = 𝑏0𝑢0(𝑛) + 𝑏1𝑢0(𝑛− 1) + 𝑏2𝑢0(𝑛− 2).

Врахувавши означення цифрового одиничного iмпульсу (див. Додаток А),
методом прямої пiдстановки при нульових початкових умовах одержимо:

ℎ(0) = 𝑏0𝑢0(0) + 𝑏1𝑢0(−1) + 𝑏2𝑢0(−2) = 𝑏0 · 1 + 𝑏1 · 0 + 𝑏2 · 0 = 𝑏0;

ℎ(1) = 𝑏0𝑢0(1) + 𝑏1𝑢0(0) + 𝑏2𝑢0(−1) = 𝑏0 · 0 + 𝑏1 · 1 + 𝑏2 · 0 = 𝑏1;

ℎ(2) = 𝑏0𝑢0(2) + 𝑏1𝑢0(1) + 𝑏2𝑢0(0) = 𝑏0 · 0 + 𝑏1 · 0 + 𝑏2 · 1 = 𝑏2;

ℎ(3) = 𝑏0𝑢0(3) + 𝑏1𝑢0(2) + 𝑏2𝑢0(1) = 𝑏0 · 0 + 𝑏1 · 0 + 𝑏2 · 0 = 0;

ℎ(𝑛) = 0 при 𝑛 ⩾ 3. ◀
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Óçàãàëüíèâøè îäåðæàíi ðåçóëüòàòè íà íåðåêóðñèâíó ëiíiéíó äèñêðåòíó
ñèñòåìó äîâiëüíîãî ïîðÿäêó, ïðèõîäèìî äî òàêèõ âèñíîâêiâ:

∙ íåðåêóðñèâíà ëiíiéíà äèñêðåòíà ñèñòåìà ìà¹ скiнчену iìïóëüñíó õà-
ðàêòåðèñòèêó (ÑIÕ);

∙ íåðåêóðñèâíà ëiíiéíà äèñêðåòíà ñèñòåìà òà ÑIÕ-ñèñòåìà � òîòîæíi ïî-
íÿòòÿ;

∙ âiäëiêè iìïóëüñíî¨ õàðàêòåðèñòèêè íåðåêóðñèâíî¨ ëiíiéíî äèñêðåòíî¨
ñèñòåìè ðiâíi êîåôiöi¹íòàì ðiçíèöåâîãî ðiâíÿííÿ:

ℎ(𝑛) = 𝑏𝑖, 𝑛 = 𝑖 = 0, 1, . . . , (𝑁 − 1); (2.26)

Приклад 2.5. Обчислити iмпульсну характеристику рекурсивної лiнiйної
дискретної системи першого порядку, спiввiдношення вхiд/вихiд якої опи-
сується рiзницевим рiвнянням (2.20)

𝑦(𝑛) = 𝑏0𝑥(𝑛) + 𝑏1𝑥(𝑛− 1)− 𝑎1𝑦(𝑛− 1).

Розв’язок. Виконавши в рiзницевому рiвняннi замiну (2.25), одержимо

ℎ(𝑛) = 𝑏0𝑢0(𝑛) + 𝑏1𝑢0(𝑛− 1)− 𝑎1ℎ(𝑛− 1).

Розв’язуючи його методом прямої пiдстановки при нульових початкових
умовах, будемо мати:

ℎ(0) = 𝑏0𝑢0(0) + 𝑏1𝑢0(−1)− 𝑎1ℎ(−1) = 𝑏0;

ℎ(1) = 𝑏0𝑢0(1) + 𝑏1𝑢0(0)− 𝑎1ℎ(0) = 𝑏1 − 𝑎1𝑏0;

ℎ(2) = 𝑏0𝑢0(2) + 𝑏1𝑢0(1)− 𝑎1ℎ(1) = −𝑎1(𝑏1 − 𝑎1𝑏0);

ℎ(3) = 𝑏0𝑢0(3) + 𝑏1𝑢0(2)− 𝑎1ℎ(2) = −𝑎1(−𝑎1(𝑏1 − 𝑎1𝑏0)) = 𝑎21(𝑏1 − 𝑎1𝑏0);

. . . = . . .

ℎ(𝑛) = (−1)𝑛−1𝑎𝑛−1
1 (𝑏1 − 𝑎1𝑏0), 𝑛 = 4, 5, . . . ◀

Óçàãàëüíèâøè îäåðæàíi ðåçóëüòàòè íà ðåêóðñèâíó ëiíiéíó äèñêðåòíó ñè-
ñòåìó äîâiëüíîãî ïîðÿäêó, ïðèõîäèìî äî âèñíîâêiâ:

∙ ðåêóðñèâíà ëiíiéíà äèñêðåòíà ñèñòåìà ìà¹ íåñêií÷åííó iìïóëüñíó õà-
ðàêòåðèñòèêó (ÍIÕ);

∙ ðåêóðñèâíà ëiíiéíà äèñêðåòíà ñèñòåìà òà ÍIÕ-ñèñòåìà ¹ òîòîæíiìè
ïîíÿòòÿìè.
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2.8 Стiйкiсть лiнiйних дискретних систем

Ëiíiéíà äèñêðåòíà ñèñòåìà íàçèâà¹òüñÿ стiйкою, ÿêùî ïðè îáìåæåíîìó
âïëèâi

max
𝑛

|𝑥(𝑛)| ≤ 𝑅𝑥

òà äîâiëüíèõ, àëå îáìåæåíèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ ðåàêöiÿ áóäå îáìåæåíîþ:

max
𝑛

|𝑦(𝑛)| ≤ 𝑅𝑦,

äå 𝑅𝑥, 𝑅𝑦 � äîâiëüíi ÿê çàâãîäíî âåëèêi äîäàòíi ÷èñëà, íå ðiâíi íåñêií÷åí-
íîñòi.

Iñíó¹ äâà êðèòåði¨ ñòiéêîñòi ëiíiéíî¨ äèñêðåòíî¨ ñèñòåìè. Ó äàíîìó ðîçäi-
ëi, ïðèñâÿ÷åíîìó îïèñó ëiíiéíî¨ äèñêðåòíî¨ ñèñòåìè ó ÷àñîâié îáëàñòi, ïðè-
âåäåìî ïåðøèé êðèòåðié, ùî äîçâîëÿ¹ îöiíèòè ñòiéêiñòü ëiíiéíî¨ äèñêðåòíî¨
ñèñòåìè çà ¨¨ iìïóëüñíîþ õàðàêòåðèñòèêîþ. Äðóãèé êðèòåðié ñòiéêîñòi âè-
êîðèñòîâóþòü ïðè ðîçãëÿäi ëiíiéíèõ äèñêðåòíèõ ñèñòåì ó 𝑧-îáëàñòi.

Перший критерiй стiйкостi ôîðìóëþ¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì: äëÿ òî-
ãî, ùîá ëiíiéíà äèñêðåòíà ñèñòåìà áóëà ñòiéêîþ, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá
âèêîíóâàëàñÿ óìîâà àáñîëþòíî¨ çáiæíîñòi ðÿäó âiäëiêiâ iìïóëüñíî¨ õàðàêòå-
ðèñòèêè:

∞∑︁
𝑛=0

|ℎ(𝑛)| < ∞. (2.27)

Ïåðøèé êðèòåðié äîçâîëÿ¹ êëàñèôiêóâàòè ËÄÑ çà îçíàêîþ ñòiéêîñòi:

∙ íåðåêóðñèâíi ËÄÑ (ÑIÕ-ñèñòåìè) ¹ ñòiéêèìè çà îçíà÷åííÿì:

𝑁−1∑︁
𝑛=0

|ℎ(𝑛)| ≠ ∞;

∙ ðåêóðñèâíi ËÄÑ (ÍIÕ-ñèñòåìè) ïîòðåáóþòü ïåðåâiðêè íà ñòiéêiñòü.
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3 ДИСКРЕТНI ПЕРЕТВОРЕННЯ СИГНАЛIВ

3.1 Вступ

Iç âñiõ âiäîìèõ ïåðåòâîðåíü äèñêðåòíèõ äàíèõ ç ÷àñîâî¨ îáëàñòi ó ÷àñòî-
òíó, ñàìèì âiäîìèì i âàæëèâèì ¹ äèñêðåòíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ (ÄÏÔ) i
àëãîðèòì éîãî øâèäêîãî îá÷èñëåííÿ � øâèäêå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ (ØÏÔ).
Äëÿ öüîãî ¹ äåêiëüêà ïðè÷èí: ÄÏÔ äîçâîëÿþòü àäåêâàòíî îïèñóâàòè â ÷à-
ñòîòíèõ êîîðäèíàòàõ âñi, êðiì ñàìèõ êîðîòêî÷àñíèõ (< 1 c) ñèãíàëiâ; îáði-
çàíi ïî ÷àñòîòi Ôóð'¹-êîìïîíåíòè îïèñóþòü äàíi áiëüø ïðàâäîïîäiáíî, íiæ
áóäü-ÿêi iíøi ñòåïåíåâi ðÿäè. Îêðåìi êîìïîíåíòè ïðåäñòàâëÿþòü ñîáîþ ñè-
íóñî¨äè i íå ñïîòâîðþþòüñÿ ïðè ïåðåäà÷i ÷åðåç ëiíiéíi ñèñòåìè, ùî äîçâî-
ëÿ¹ âèêîðèñòîâóâàòè ¨õ â ÿêîñòi õîðîøèõ ïðîáíèõ ñèãíàëiâ. I, íàñàìêiíåöü,
ØÏÔ ìîæíà äóæå øâèäêî ïîðàõóâàòè.

3.2 Ряд Фур’є та його властивостi

Áóäü-ÿêèé ïåðiîäè÷íèé ñèãíàë 𝑓(𝑡) ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi ñóìè
íåñêií÷åíîãî ÷èñëà ñèíóñî¨äàëüíèõ i êîñèíóñî¨äàëüíèõ ÷ëåíiâ òà îäíîão ïî-
ñòiéíîãî ÷ëåíà. Öå ïðåäñòàâëåííÿ íàçèâà¹òüñÿ рядом Фур’є i çàäà¹òüñÿ íà
âiäðiçêó [−𝑇/2;𝑇/2] íàñòóïíèì ÷èíîì:

𝑓(𝑡) =
𝑎0
2
+

∞∑︁
𝑛=1

(𝑎𝑛 cos(𝑛𝜔𝑡) + 𝑏𝑛 cos(𝑛𝜔𝑡)), (3.1)

äe 𝑡 � íåçàëåæíà çìiííà, ÿêà ÷àñòî ïîçíà÷à¹ ÷àñ, àëå ìîæå ïîçíà÷àòè áóäü-
ÿêó iíøó âåëè÷èíó, íàïðèêëàä, âiäñòàíü; 𝜔 = 2𝜋/𝑇 íàçèâàþòü циклiчною
частотою ïåðøî¨ (àáî îñíîâíî¨) ãàðìîíiêè, âîíà ïîâ'ÿçàíà ç ëiíiéíîþ ÷à-
ñòîòîþ 𝑓 ñïiââiäíîøåííÿì 𝜔 = 2𝜋𝑓 , 𝑇 � ïåðiîä ïîâòîðåííÿ ñèãíàëà, ÷åðåç

𝑎0 =
1

𝑇

𝑇/2∫︁
−𝑇/2

𝑓(𝑡)𝑑𝑡, 𝑎𝑛 =
1

𝑇

𝑇/2∫︁
−𝑇/2

𝑓(𝑡) cos(𝑛𝜔𝑡)𝑑𝑡,

𝑏𝑛 =
1

𝑇

𝑇/2∫︁
−𝑇/2

𝑓(𝑡) sin(𝑛𝜔𝑡)𝑑𝑡 (3.2)

ïîçíà÷åíî êîåôiöi¹íòè ðÿäó Ôóð'¹. ×àñòîòè 𝑛𝜔 íàçèâàþòü 𝑛-ìè ãàðìîíiêà-
ìè ÷àñòîòè 𝜔. Îòæå, íåñêií÷åííèé ðÿä (3.1) ìiñòèòü çàëåæíi âiä ÷àñòîòè
ñèíóñî¨äàëüíi i êîñèíóñî¨äàëüíôi ÷ëåíè ç ðiçíèìè àìïëiòóäàìè 𝑎𝑛 òà 𝑏𝑛 íà
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äîäàòíiõ ÷àñòîòàõ ràðìîíiê 𝑛𝜔. Öåé ðÿä ìîæíà çàïèñàòè áiëüø êîìïàêòíî â
åêñïîíåíöiàëüíié ôîðìi, äî òîãî æ ó òàêîìó âèãëÿäi çíà÷íî ñïðîùó¹òüñÿ âè-
êîíàííÿ íàä íèì ìàòåìàòè÷íèõ îïåðàöié. Îòæå, â åêñïîíåíöiàëüíié ôîðìi
ðÿä Ôóð'¹ âèãëÿäà¹ íàñòóïíèì ÷èíîì:

𝑓(𝑡) =
∞∑︁

𝑛=−∞
𝑑𝑛𝑒

𝑖𝑛𝜔𝑡, (3.3)

äå

𝑑𝑛 =
1

𝑇

𝑇/2∫︁
−𝑇/2

𝑓(𝑡)𝑒−𝑖𝑛𝜔𝑡𝑑𝑡 (3.4)

¹ êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè, à |𝑑𝑛| � âåëè÷èíè, ùî âèìiðþþòüñÿ ó âîëüòàõ.

|𝑑𝑛| =
√︀

𝑎2𝑛 + 𝑏2𝑛 (3.5)

i

𝜑𝑛 = −arctg(𝑏𝑛/𝑎𝑛). (3.6)

Приклад 3.1. iвiваiваiiва

Розв’язок

iвiвiвмiвм

3.3 Перетворення Фур’є

𝑑(𝜔) =
𝑑𝜔

2𝜋

∞∫︁
−∞

𝑓(𝑡)𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡 (3.7)

𝑑(𝜔)

𝑑𝜔/2𝜋
= 𝐹 (𝑖𝜔) =

∞∫︁
−∞

𝑓(𝑡)𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡. (3.8)

Òóò êîìïëåêñíå ÷èñëî 𝐹 (𝑖𝜔) íàçâàþòü iнтегралом Фур’є àáî ïðîñòî
Фур’є-образом.

Çàçíà÷èìî, ùî iç ÷àñòîòíî¨ îáëàñòi ó ÷àñîâó ìîæíà ïåðåéòè çà äîïîìî-
ãîþ îáåðíåíîãî ïåðòâîðííÿ Ôóð'¹:

𝑓(𝑡) =
1

2𝜋

∞∫︁
−∞

𝐹 (𝑖𝜔)𝑒𝑖𝜔𝑡𝑑𝜔 =

∞∫︁
−∞

𝐹 (𝑖𝜔)𝑒𝑖𝜔𝑡𝑑𝑓. (3.9)
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3.4 Дискретне перетворення Фур’є

Â ðåçóëüòàòi äèêðåòèçàöi òà êâàíòóâàííÿ âõiäíîãî àíàëîãîâîãî ñèãíàëó
ìè îäåðæó¹ìî äèñêðåòíó ïîñëiäîâíiñòü äâiéêîâèõ ÷èñåë. Îäåðæàíå ÷èñëî
âiäëiêiâ â ñåêóíäó ¹ äîñèòü âåëèêèì äëÿ àäåêâàòíîãî îïèñó ñèãíàëó. Òå-
îðåòè÷íî íåîáõiäíà øâèäêiñòü äèñêðåòèçàöi¨ íàçèâà¹òüñÿ частотою Най-
квiста i äîðiâíþ¹ 2𝑓max, äå 𝑓max � íàéáiëüøà ÷àñòîòà âèñîêî÷àñòîòíî¨
ñèíóñî¨äàëüíî¨ êîìïîíåíòè ñèãíàëó ç iñòîòíîþ àìïëiòóäîþ. Îòæå, äàíi, ÿêi
ïîòðiáíî ïåðåòâîðèòè, � âæå äèñêðåòíi i, ìîæëèâî, íåïåðiîäè÷íi. Â òàêîìó
âèïàäêó ïåðåòâîðåííÿì Ôóð'¹ ñêîðèñòàòèñÿ íå íåâäàñòüñÿ, îñêiëüêè âîíî
çàñòîñîâíå äî íåïåðåðâíèõ äàíèõ. Îäíàê iñíó¹ àíàëîãîâå ïåðåòâîðåííÿ, ÿêå
ìîæíà çàñòîñîâóâàòè äî äèñêðåòíèõ äàíèõ, � äèñêðåòíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹
(ÄÏÔ).

Ïðèïóñòèìî, ùî ñèãíàë äèñêðåòèçîâàíî ÷åðåç ðiâíi ïðîìiæêè ÷à-
ñó 𝑇 , i â ðåçóëüòàòi îòðèìàíî äèñêðåòíó ïîñëiäîâíiñòü {𝑥(𝑛𝑇 )} =
𝑥(0), 𝑥(𝑇 ), . . . , 𝑥((𝑁−1)𝑇 ) ç 𝑁 âiäëiêiâ, äå 𝑛 � íîìåð âiäëiêó, 𝑛 ïðîáiãà¹ çíà-
÷åííÿ âiä 𝑛 = 0 äî 𝑛 = 𝑁 − 1. Çíà÷åííÿ 𝑥(𝑛𝑇 ) áóäóòü äiéñíèìè òiëüêè òîäi,
êîëè âîíè áóäóòü çíà÷åííÿìè äåÿêîãî ÷àñîâîãî ðÿäó, íàïðèêëàä, ñïåêòð íà-
ïðóãè. Ó ïîäiáíîìó âèïàäêó ÄÏÔ ïîñëiäîâíîñòi (𝑛𝑇 ) ìîæíà âèçíà÷èòè ÿê
ïîñëiäîâíiñòü êîìïëåêñíèõ çíà÷åíü {𝑋(𝑘Ω)} = 𝑋(0), 𝑋(Ω), . . . , 𝑋((𝑁−1)Ω)
â ÷àñòîòíié îáëàñòi, äå Ω � ÷àñòîòà ïåðøî¨ ãàðìîíiêè, ÿêà çàäà¹òüñÿ ÿê
Ω = 2𝜋/(𝑁 − 1)𝑇 ≃ 2𝜋/𝑁𝑇 äëÿ 𝑁 ≫ 1. Îòæå, 𝑋(𝑘Ω) â çàãàëüíîìó âèïàäêó
ìà¹ äiéñíi òà óÿâíi êîìïîíåíòè, òàê ùî äëÿ 𝑘-¨ ãàðìîíiêè

𝑋(𝑘Ω) = Re(𝑋(𝑘Ω)) + 𝑖Im(𝑋(𝑘Ω)) (3.10)

òà
|𝑋(𝑘Ω)| = [Re2(𝑋(𝑘Ω)) + Im2(𝑋(𝑘Ω))]1/2, (3.11)

à çñóâ ôàçè 𝑋(𝑘Ω)

𝜑(𝑘Ω) = arctg[Im(𝑋(𝑘Ω))/Re(𝑋(𝑘Ω))]. (3.12)

Îòæå, íàâåäåíi ñïiââiäíîøåííÿ àíàëîãi÷íi âiäïîâiäíèì ñïiââiäíîøåííÿì
äëÿ ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹.

ÄÏÔ 𝑋(𝑘Ω) çàäà¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

𝑋(𝑘Ω) = 𝐹𝐷[𝑥(𝑛𝑇 )] =
𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑥(𝑛𝑇 )𝑒−𝑖𝑘Ω𝑛𝑇 , 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1, (3.13)

äå ÷åðåç 𝐹𝐷 ïîçíà÷åíî äèñêðåòíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹. Â öüîìó ðiâíÿííi 𝑘
� íîìåð ãàðìîíiêè êîìïîíåíòè ïåðåòâîðåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî çà äîïîìîãîþ
ïåðåòâîðåííÿ (3.13) 𝑁 äiéñíèõ çíà÷åíü 𝑥(𝑛𝑇 ) (â ÷àñîâié îáëàñòi) ïåðåòâî-
ðþ¹òüñÿ â 𝑁 êîìïëåêñíèõ çíà÷åíü 𝑋(𝑘Ω) (â ÷àñòîòíié îáëàñòi).

Çðîáèâøè â iíòåãðàëi Ôóð'¹ (3.8) çàìiíè 𝑓(𝑡) → 𝑥(𝑛𝑇 ), 𝜔 → 𝑘Ω, 𝑡 →
𝑛𝑇 òà îäíî÷àñíî àïðîêñèìóâàâøè iíòåãðàë ñóìîþ ïðÿìîêóòíèêiâ âèñîòîþ
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𝑥(𝑛𝑇 ) òà øèðèíîþ 𝑇 (
∫︀
𝑓(𝑡)𝑑𝑡 ≈ 𝑇

∑︀
𝑥(𝑛𝑇 )), îäåðæèìî

𝐹 (𝑖𝜔) = 𝑇
𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑥(𝑛𝑇 )𝑒−𝑖𝑘Ω𝑛𝑇 (3.14)

äëÿ 0 ⩽ 𝑡 ⩽ (𝑁 − 1)𝑇 . Ïîòiì, ïîðiâíþþ÷è (3.13) ç (3.14), îäåðæèìî

𝐹 (𝑖𝜔) = 𝑇𝑋(𝑘Ω), (3.15)

çâiäêè âèäíî, ùî êîìïîíåíòè ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ïîâ'ÿçàíi ç êîìïîíåíòà-
ìè ÄÏÔ ÷åðåç iíòåðâàë äèñêðåòèçàöi¨ 𝑇 , i ¨õ ìîæíà çíàéòè, äîìíîæèâøè
êîìïîíåíòè ÄÏÔ íà 𝑇 .

Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî â ïðàêòè÷íèõ çàñòîñóâàííÿõ 𝑁 ≫ 1, i òîìó ÷àñòî
âèêîðèñòîâó¹òüñÿ íàáëèæåííÿ Ω = 2𝜋/𝑁𝑇 . Íàäàëi (íàâiòü ïðè 𝑁 = 4) ìè
òàêîæ áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè äàíå íàáëèæåííÿ.

Приклад 3.2. Знайти ДПФ послiдовностi {1, 0, 0, 1}.

Розв’язок

Згiдно умови ми маємо чотири послiдовних значення напруги 𝑥(0) = 1,
𝑥(𝑇 ) = 1, 𝑥(2𝑇 ) = 1, 𝑥(3𝑇 ) = 1, записаних з iнтервалом 𝑇 . Таким чином,
𝑁 = 4. Далi потрiбно знайти комплекснi значення 𝑋(𝑘Ω) для 𝑘 = 0, 𝑘 = 1,
𝑘 = 2 i 𝑘 = 3 (оскiльки 𝑁 − 1 = 3). Для 𝑘 = 0 рiвняння (3.13) набуває
вигляду

𝑋(0) =
3∑︁

𝑛=0

𝑥(𝑛𝑇 )𝑒−𝑖0 =
3∑︁

𝑛=0

𝑥(𝑛𝑇 ) = 𝑥(0) + 𝑥(𝑇 ) + 𝑥(2𝑇 ) + 𝑥(3𝑇 ) =

= 1 + 0 + 0 + 1 = 2,

так що 𝑋(0) = 2 повнiстю дiйсне з модулем 2 i фазою 𝜑(0) = 0. Для 𝑘 = 1
(3.13) набуває вигляду

𝑋(Ω) =
3∑︁

𝑛=0

𝑥(𝑛𝑇 )𝑒−𝑖Ω𝑛𝑇 .

Тут 𝑇 невiдомо, але воно скорочується, якщо згадати, що Ω = 2𝜋/𝑁𝑇 .
Одержимо

𝑋(Ω) =
3∑︁

𝑛=0

𝑥(𝑛𝑇 )𝑒−𝑖2𝜋𝑛/𝑁 = 1 + 0 + 0 + 1𝑒−𝑖2𝜋3/4 = 1 + 𝑒−𝑖3𝜋/2 =

= 1 + cos

(︂
3𝜋

2

)︂
− 𝑖 sin

(︂
3𝜋

2

)︂
= 1 + 𝑖.
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Отже, 𝑋(Ω) = 1+𝑖, тобто, є комплексним числом з модулем
√
2 та фазою

𝜑(Ω) = arctg1 = 45∘. Для 𝑘 = 2 (3.13) набуває вигляду

𝑋(2Ω) =
3∑︁

𝑛=0

𝑥(𝑛𝑇 )𝑒−𝑖4𝜋𝑛/𝑁 = 1 + 0 + 0 + 1𝑒−𝑖4𝜋3/4 = 1 + 𝑒−𝑖3𝜋 =

= 1 + cos (3𝜋)− 𝑖 sin (3𝜋) = 1− 1− 𝑖0 = 0.

I так, 𝑋(2Ω) = 0 з модулем 0 та невизначеною фазою 𝜑(2Ω). Насамкiнець,
для 𝑘 = 3 (3.13) набуває вигляду

𝑋(3Ω) =
3∑︁

𝑛=0

𝑥(𝑛𝑇 )𝑒−𝑖6𝜋𝑛/𝑁 = 1 + 0 + 0 + 1𝑒−𝑖6𝜋3/4 = 1 + 𝑒−𝑖9𝜋/2 =

= 1 + cos

(︂
9𝜋

2

)︂
− 𝑖 sin

(︂
9𝜋

2

)︂
= 1− 𝑖.

I так, 𝑋(3Ω) = 1− 𝑖 з модулем
√
2 та фазою 𝜑(3Ω) = arctg(−1) = −45∘.

Таким чином, було показано, що у часового ряду {1, 0, 0, 1} є ДПФ-образ,
який задається комплексної послiдовнiстю {2, 1 + 𝑖, 0, 1− 𝑖}.

ÄÏÔ ïðèéíÿòî ïðåäñòàâëÿòè ó âèãëÿäi ãðàôiêiâ çàëåæíîñòi |𝑋(𝑘Ω)| âiä
𝑘Ω i 𝜑(𝑘Ω) âiä 𝑘Ω. Öå ìîæíà çðîáèòè ÷åðåç ãàðìîíiêè Ω àáî ÷àñòîòè, ÿêùî
Ω âiäîìî. Ùîá çíàéòè Ω, íåîáõiäíî çíàòè çíà÷åííÿ iíòåðâàëó äèñêðåòèçà-
öi¨ 𝑇 . ßêùî ïðèïóñòèòè, ùî ðîçãëÿíóòà â ïðèêëàäi 3.2 ïîñëiäîâíiñòü äàíèõ
áóëà äèñêðåòèçîâàíà ç ÷àñòîòîþ 8 êÃö, 𝑇 = 1/(8 × 103) = 125 ìêñ. Òîäi
Ω = 2𝜋/𝑁𝑇 = 2𝜋/(4×125×103) = 12, 57×103 ðàä/ñ. Îäæå, 2Ω = 25, 14×103

ðàä/ñ, à 3Ω = 37, 71 × 103 ðàä/ñ. Íà ðèñ 1,à ïîêàçàíî ãðàôiê çàëåæíîñòi
𝑥(𝑛𝑇 ) âiä 𝑡, íà ðèñ 1,á � ãðàôiê çàëåæíîñòi |𝑋(𝑘Ω)| âiä 𝑘Ω, à íà 1,â � ãðà-
ôiê çàëåæíîñòi 𝜑(𝑘Ω) âiä 𝑘Ω. Ñëiä çàóâàæèòè, ùî ãðàôiê ¾àìïëiòóäè¿ íà
ðèñ. 1,á ñèìåòðè÷íèé âiäíîñíî êîìïîíåíòà äðóãî¨ ãàðìîíiêè, òîáòî âiäíîñíî
ãàðìîíiêè ç íîìåðîì 𝑁/2, à íà ðèñ. 1,â ôàçîâèé çñóâ ¹ íåïàðíîþ ôóíêöi¹þ
ç öåíòðîì â öié ãàðìîíiöi. Âiäçíà÷èìî, ùî îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ñïðàâåäëèâi
i â áiëüø çàãàëüíîìó âèïàäêó.

ßêùî ïîðiâíÿòè 𝑘-é êîìïîíåíò ÄÏÔ 𝑋(𝑘Ω) ç (𝑘 + 𝑁)-ì êîìïîíåíòîì
𝑋((𝑘 +𝑁)Ω)), ìîæíà âèâåñòè âàæëèâó âëàñòèâiñòü ÄÏÔ. Òàêèì ÷èíîì,

𝑋(𝑘Ω) =
𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑥(𝑛𝑇 )𝑒−𝑖𝑘Ω𝑛𝑇 =
𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑥(𝑛𝑇 )𝑒−𝑖𝑘2𝜋𝑛/𝑁 ,

òà

𝑋((𝑘 +𝑁)Ω) =
𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑥(𝑛𝑇 )𝑒−𝑖(𝑘+𝑁)2𝜋𝑛/𝑁 =
𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑥(𝑛𝑇 )𝑒−𝑖𝑘2𝜋𝑛/𝑁𝑒−𝑖2𝜋𝑛 =

=
𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑥(𝑛𝑇 )𝑒−𝑖𝑘2𝜋𝑛/𝑁 = 𝑋(𝑘Ω),
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îñêiëüêè 𝑛 � öiëå, òî 𝑒−𝑖2𝜋𝑛 = cos(2𝜋𝑛)− 𝑖 sin(2𝜋𝑛) = 1.
Iç 𝑋((𝑘 + 𝑁)Ω) = 𝑋(𝑘Ω) âèïëèâà¹, ùî ÄÏÔ-îáðàç ïîâòîðþ¹òüñÿ ç ïå-

ðiîäîì 𝑁 . Â öüîìó ïîëÿãà¹ властивiсть циклiчностi ÄÏÔ, òîáòî çíà-
÷åííÿ êîìïîíåíòiâ ÄÏÔ ïîâòîðþþòüñÿ. ßêùî 𝑘 = 0, òî 𝑘 + 𝑁 = 𝑁 ,
à 𝑋(0) = 𝑋(𝑁Ω). Ó íàâåäåíîìó âèùå ïðèêëàäi 𝑋(0) = 2, âiäïîâiäííî,
𝑋(4) = 2. Öå ôàêò äåìîíñòðó¹òüñÿ íà ðèñ. 1, á, äå àìïëiòóäà ÷åòâåðòî¨
ãàðìîíiêè âçÿòà â òî÷öi 50,28 êÃö. Ñèìåòðiÿ ðîçïîäiëó àìïëèòóäè âiäíîñíî
äðóãî¨ ãàðìîíiêè î÷åâèäíà. Çàãàëüíèé âèñíîâîê: àìïëiòóäíèé ñïåêòð 𝑁 -
òî÷êîâîãî ÄÏÔ ¹ ñèìåòðè÷íèì âäíîñíî ãàðìîíiêè 𝑁/2 çà óìîâè, ùî ãðàôiê
ìiñòèòü íóëüîâó i 𝑁 +1-ó ãàðìîíiêè. Àíàëîãi÷íî ôóíêöiÿ çàëåæíîñòi ôàçî-
âîãî çñóâó, áóäó÷è íåïàðíîþ, ïðîÿâëÿ¹ àíòèñèìåòðè÷íi âëàñòèâîñòi âiäíîñíî
ãàðìîíiêè 𝑁/2. ßêùî íà ïðîòÿçi 𝑡 ñåêóíä áåðóòüñÿ 2𝑓𝑚𝑎𝑥 åëåìåíòiâ âèáiðêè
ñèãíàëó â ñåêóíäó, òî 2𝑓𝑚𝑎𝑥𝑡 = 𝑁 , òàê ùî 1/𝑡 = 2𝑓𝑚𝑎𝑥/𝑁 � öå ÷àñòîòà ïåðøî¨
ãàðìîíiêè. Îòæå, ñèìåòðiÿ ãàðìîíiêè 𝑁/2 áóäå ïîâòîðþâàòèñÿ íà ÷àñòîòi
(𝑁/2)/(2𝑓𝑚𝑎𝑥/𝑁) = 𝑓𝑚𝑎𝑥 � ìàêñèìàëüíié ÷àñòîòi, ùî ïðèñóòíÿ â ñèãíàëi.
Òàêèì ÷èíîì, âñi êîìïîíåíòè ñèãíàëó ïîâíiñòþ îïèñóþòüñÿ àìïëiòóäíèì
ñïåêòðîì, ãðàôiê ÿêîãî ïîáóäîâàíèé äî 𝑓𝑚𝑎𝑥 àáî ãàðìîíiêè 𝑁/2, i äàëi ãðà-
ôiê áóäóâàòè íå ïîòðiáíî. Ó òàêîìó êîíòåêñòi 𝑓𝑚𝑎𝑥 íàçèâàþòü частотою
перегину, îñêiëüêè ñïåêòð ìiæ ãàðìîíiêàìè 𝑁/2 i 𝑁 ìîæíà ïåðåãíóòè ïî
îñi ñèìåòði¨ íà ÷àñòîòi 𝑓𝑚𝑎𝑥, i ïðè öüîìó âií òî÷íî íàëàêëàäåòñÿ íà íèçüêî-
÷àñòîòíó ïîëîâèíó ñïåêòðà. Òåïåð âèäíî, ùî 𝑁 äiéñíèõ çíà÷åíü äàíèõ ïå-
ðåòâîðþþòüñÿ â 𝑁 êîìïëåêñíèõ çíà÷åíü ÄÏÔ. Îñòàííi ñêëàäàþòüñÿ ç 𝑁/2
äiéñíèõ i 𝑁/2 óÿâíèõ çíà÷åíü, ùî äàþòü â ñóìi 𝑁 çíà÷åíü, ÿêi i îäåæóþòüñÿ
ç 𝑁 âèõiäíèõ çíà÷åíü äàíèõ. Íàðåøòi, çíà÷åííÿ êîìïîíåíòiâ ïåðåòâîðåííÿ
Ôóð'¹ 𝐹 (𝑖𝜔) ïîñëiäîâíîñòi äàíèõ {1, 0, 0, 1} ç ïðèêëàäó 3.2 ìîæíà çíàéòè,
äîìíîæèâøè êîìïîíåíòè ÄÏÔ íà 𝑇 = 125 ìêñ. Âiäïîâiäíî, 𝐹 (0) = 250
ìêÂ/Ãö, 𝐹 (12, 57 êÃö) = (125 + 𝑖125) ìêÂ/Ãö, Ð 𝐹 (24, 14 êÃö) = 0 Â/Ãö,
𝐹 (37, 71 êÃö) = (125− 𝑖125) ìêÂ/Ãö.

Äèñêðåòíå ïåðåòâîðåííÿ ñèãíàëó ç ÷àñòîòíî¨ îáëàñòi â ÷àñîâó ìîæíà çðî-
áèòè çà äîïîìîãîþ îáåðíåíîãî äèñêðåòíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ (ÎÄÏÔ),
ÿêå âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

𝑥(𝑛𝑇 ) = 𝐹−1
𝐷 [𝑋(𝑘Ω)] =

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑘=0

𝑋(𝑘Ω)𝑒𝑖𝑘Ω𝑛𝑇 , 𝑛 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1, (3.16)

äå ÷åðåç 𝐹−1
𝐷 ïîçíà÷åíî îáåðíåíå äèñêðåòíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹.

Àíàëîãiÿ îáåðíåíîãî äèñêðåòíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ç ïåðåòâîðåííÿì,
ùî èçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿì (3.9), î÷åâèäíà. Ëåãêî ìîæíà ïîêàçàòè, ùî îáåð-
íåíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ìîæíà îäåæàòè ç ÎÄÏÔ, ðîçäiëèâøè ÎÄÏÔ íà
𝑇 .

Приклад 3.3. Одержати часовий ряд {1, 0, 0, 1} з його ДПФ-образу {2, 1+
𝑖, 0, 1− 𝑖}.

Розв’язок
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При 𝑛 = 0 рiвняння (3.16) набуває вигляду

𝑥(𝑛𝑇 ) = 𝑥(0) =
1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑘=0

𝑋(𝑘Ω) =
1

4
[𝑋(0) +𝑋(Ω) +𝑋(2Ω) +𝑋(3Ω)] =

=
1

4
[2 + (1 + 𝑖) + 0 + (1− 𝑖)] = 1,

як i має бути. При 𝑛 = 1

𝑥(𝑇 ) =
1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑘=0

𝑋(𝑘Ω)𝑒𝑖𝑘Ω𝑇 =
1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑘=0

𝑋(𝑘Ω)𝑒𝑖𝑘2𝜋/𝑁 =
1

4

3∑︁
𝑘=0

𝑋(𝑘Ω)𝑒𝑖𝑘𝜋/2

=
1

4

[︁
2 + (1 + 𝑖)𝑒𝑖𝜋/2 + 0𝑒𝑖𝜋 + (1− 𝑖)𝑒𝑖3𝜋/2

]︁
=

=
1

4
[2 + (1 + 𝑖)(cos(𝜋/2) + 𝑖 sin(𝜋/2)) + 0+

+ (1− 𝑖)(cos(3𝜋/2) + 𝑖 sin(3𝜋/2))] =
1

4
[2 + (1 + 𝑖)𝑖+ (1− 𝑖)(−𝑖)] =

=
1

4
[2 + 𝑖− 1− 𝑖− 1] = 0.

При 𝑛 = 2

𝑥(2𝑇 ) =
1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑘=0

𝑋(𝑘Ω)𝑒𝑖𝑘2𝜋2/𝑁 =
1

4

3∑︁
𝑘=0

𝑋(𝑘Ω)𝑒𝑖𝑘𝜋

=
1

4

[︀
2 + (1 + 𝑖)𝑒𝑖𝜋 + 0𝑒𝑖2𝜋 + (1− 𝑖)𝑒𝑖3𝜋

]︀
=

=
1

4
[2− (1 + 𝑖)− (1− 𝑖)] = 0.

Насамкiнець, при 𝑛 = 3

𝑥(3𝑇 ) =
1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑘=0

𝑋(𝑘Ω)𝑒𝑖𝑘2𝜋3/𝑁 =
1

4

3∑︁
𝑘=0

𝑋(𝑘Ω)𝑒𝑖𝑘3𝜋/2

=
1

4

[︁
2 + (1 + 𝑖)𝑒𝑖3𝜋/2 + 0𝑒𝑖3𝜋 + (1− 𝑖)𝑒𝑖9𝜋/2

]︁
=

=
1

4
[2 + (1 + 𝑖)(−𝑖) + (1− 𝑖)𝑖] =

1

4
[2− 𝑖+ 1 + 𝑖+ 1] = 1.

Таким чином, одержано правильний останнiй член ряду.

3.5 Властивостi ДПФ

ÄÏÔ ìà¹ íèçêó ìàòåìàòè÷íèõ âëàñòèâîñòåé, ÿêèìè ìîæíà ñêîðèñòàòè-
ñÿ, äëÿ òîãî ùîá ñïðîñòèòè çàäà÷ó îáðîáêè äèñêðåòíèõ ñèãíàëiâ.
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1. Симетрiя.
Re(𝑋((𝑁 − 𝑘)Ω)) = Re(𝑋(𝑘Ω)), (3.17)

äàíà ôîðìóëà âèðàæà¹ ñèìåòðiþ àìïëiòóäíîãî ñïåêòðà, ÿêà ðîçãëÿäà-
ëàñÿ â ïðèêëàäi 3.2 (Re(𝑋(3Ω)) = Re(𝑋(Ω)) = 1), à ôîðìóëà

Im(𝑋((𝑁 − 𝑘)Ω)) = −Im(𝑋(𝑘Ω)) (3.18)

âèðàæà¹ àíòèñèìåòðiþ ôàçîâîãî ñïåêòðà (Im(𝑋(Ω)) = 1, à âiäïîâiäíî
Im(𝑋(3Ω)) = −1). Äàíà âëàñòèâiñòü êîðèñíà ïðè çíàõîäæåííi çíà÷åíü
êîìïîíåíòiâ ðiçíèõ ïîñëiäîâíîñòåé.

2. Парнi функцiї. ßêùî 𝑥(𝑛𝑇 ) � ïàðíà ôóíêöiÿ 𝑥ï(𝑛𝑇 ), òîáòî, 𝑥ï(𝑛𝑇 ) =
𝑥ï(−𝑛𝑇 ), òî

𝐹𝐷[𝑥ï(𝑛𝑇 )] = 𝑋ï(𝑘Ω) =
𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑥ï(𝑛𝑇 ) cos(𝑘Ω𝑛𝑇 ). (3.19)

3. Непарнi функцiї. ßêùî 𝑥(𝑛𝑇 ) � íåïàðíà ôóíêöiÿ 𝑥í(𝑛𝑇 ), òîáòî,
𝑥í(𝑛𝑇 ) = −𝑥í(−𝑛𝑇 ), òî

𝐹𝐷[𝑥í(𝑛𝑇 )] = 𝑋í(𝑘Ω) =
𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑥í(𝑛𝑇 ) sin(𝑘Ω𝑛𝑇 ). (3.20)

4. Теорема Парсеваля. Íîðìîâàíà åíåðãiÿ ñèãíàëó ðiâíà

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑥2(𝑛𝑇 ) =
1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑘=0

|𝑋(𝑘Ω)|2. (3.21)

Ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíÿííÿ (3.21) � öå ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íà ñïåêòðàëüíà
àìïëiòóäà, à ëiâà ÷àñòèíà � ñóìà êâàäðàòiâ àìïëiòóä ÷àñîâîãî ðÿäó.

5. Дельта-функцiї.

𝐹𝐷[𝛿(𝑛𝑇 )] = 1. 𝛿(𝑡) =

⎧⎨⎩ 1, 𝑡 = 𝑛𝑇,

0, 𝑡 ̸= 𝑛𝑇.
(3.22)

3.6 Обчислювальна складнiсть ДПФ

Äëÿ îá÷èñëåííÿ ÄÏÔ íåîáõiäíî âèêîíàòè âåëèêó êiëüêiñòü îïåðàöié äî-
äàâàííÿ i ìíîæåííÿ. Äëÿ 8-òî÷êîâîãî ÄÏÔ (âiäïîâiäíî äî ðiâíÿííÿ (3.13))
ðîçïèñàíà ïîñëiäîâíiñòü 𝑋(𝑘Ω) ìà¹ âèãëÿä:

𝑋(𝑘Ω) =
7∑︁

𝑛=0

𝑥(𝑛𝑇 )𝑒−𝑖𝑘2𝜋𝑛/8, 𝑘 = 0, 1, . . . , 7, (3.23)
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à çàìiíà 2𝜋𝑘/8 = 𝐾 äîçâîëÿ¹ çàïèñàòè öåé âèðàç ó âèãëÿäi

𝑋(𝑘Ω) = 𝑥(0)𝑒−𝑖𝐾0 + 𝑥(Ω)𝑒−𝑖1𝐾 + 𝑥(2Ω)𝑒−𝑖2𝐾 + 𝑥(3Ω)𝑒−𝑖3𝐾 + 𝑥(4Ω)𝑒−𝑖4𝐾 +

+ 𝑥(5Ω)𝑒−𝑖5𝐾 + 𝑥(6Ω)𝑒−𝑖6𝐾 + 𝑥(7Ω)𝑒−𝑖7𝐾 , 𝑘 = 0, 1, . . . , 7. (3.24)

Ïðàâà ñòîðîíà (3.24) ìiñòèòü âiñiì ÷ëåíiâ. Îá÷èñëåííÿ êîæíîãî ÷ëåíà âêëþ-
÷à¹ îïåðàöiþ ìíîæåííÿ çàâæäè êîìïëåêñíîãî åêñïîíåíöiàëüíîãî ìíîæíèêà
íà iíøèé ìíîæíèê, ÿêèé ìîæå áóòè àáî äiéñíèì, àáî êîìïëåêñíèì (íàïðè-
êëàä, ó ÷àñîâèõ ðÿäàõ íàïðóãè âií äiéñíèé). Ïîòiì âñi öi äîáóòêè äîäàþòüñÿ.
Òàêèì ÷èíîì, äëÿ îá÷èñëåííÿ öi¹¨ âåëè÷èíè íåîáõiäíî âèêîíàòè âiñiì îïå-
ðàöié êîìïëåêñíîãî ìíîæåííÿ i ñiì îïåðàöié êîìïëåêñíîãî äîäàâàíÿ. Äëÿ
𝑁 -òî÷êîâîãî ÄÏÔ (äëÿ îäíî¨ ãàðìîíiêè) ¨õ ÷èñëî áóäå ñòàíîâèòè âiäïîâiä-
íî 𝑁 i 𝑁 − 1. Êðiì òîãî, òðåáà îá÷èñëèòè òàêîæ âiñiì êîìïîíåíòiâ ãàðìî-
íiê (𝑘 = 0, 1, . . . , 7). Äëÿ 𝑁 -òî÷êîâîãî ÄÏÔ öå ÷èñëî äîðiâíþ¹ 𝑁 . Îòæå,
äëÿ îá÷èñëåííÿ âîñüìèòî÷êîâîãî ÄÏÔ íåîáõiäíî âèêîíàòè 82 = 64 îïåðàöi¨
êîìïëåêñíîãî ìíîæåííÿ i 8×7 = 56 îïåðàöié êîìïëåêñíîãî äîäàâàííÿ. Äëÿ
𝑁 -òî÷êîâîãî ÄÏÔ öi ÷èñëà ðiâíi âiäïîâiäíî 𝑁 2 i 𝑁(𝑁−1). ßêùî 𝑁 = 1024,
òî çíàäîáèòüñÿ ïðèáëèçíî îäèí ìiëüéîí îïåðàöié êîìïëåêñíîãî ìíîæåííÿ
i îäèí ìiëüéîí îïåðàöié êîìïëåêñíîãî äîäàâàííÿ. Çðîçóìiëî, ùî öå ÷èñëî
ïîòðiáíî ÿêèìîñü ÷èíîì çìåíøèòè.

Îá'¹ì íåîáõiäíèõ îá÷èñëåíü ìîæíà ñêîðîòèòè, ÿêùî çãàäàòè çíà÷íó íà-
äìiðíîñòi, çîêðåìà, òàêèõ ðiâíÿíü, ÿê (3.5). Íàïðèêëàä, ÿêùî 𝑘 = 1, à 𝑛 = 2,
òî 𝑒−𝑖𝑘2𝜋𝑛/8 = 𝑒−𝑖𝜋/2, à ÿêùî 𝑘 = 2, à 𝑛 = 1, òî 𝑒−𝑖𝑘2𝜋𝑛/8 òåæ ðiâíå 𝑒−𝑖𝜋/2.

3.7 Алгоритм швидкого перетворення Фур’є з децима-

цiєю в часовiй областi

Òåïåð ïîêàæåìî, ÿê âíóòðiøíþ íàäìiðíiñòü îá÷èñëåíü, ïðèòàìàííó
ÄÏÔ, ìîæíà âèêîðèñòàòè äëÿ çìåíøåííÿ ÷èñëà íåîáõiäíèõ îïåðàöié i, âiä-
ïîâiäíî, çáiëüøåííÿ øâèäêîñòi îá÷èñëåíü. Äëÿ 1024-òî÷êîâîãî ÄÏÔ îáñÿã
íåîáõiäíèõ îá÷èñëåíü ìîæíà çìåíøèòè â 204,8 ðàçè. Âiäïîâiäíi àëãîðèòìè
îòðèìàëè íàçâó ¾øâèäêîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹¿ (ØÏÔ). ßêùî öåé àëãî-
ðèòì çàñòîñîâó¹òüñÿ â ÷àñîâié îáëàñòi, òî éîãî íàçèâàþòü ØÏÔ ç ïðîði-
äæóâàííÿì â ÷àñîâié îáëàñòi (÷àñîâà äåöèìàöiÿ � ×Ä). Ïåðøèé àëãîðèòì
ØÏÔ�×Ä ç'ÿâèâñÿ çàâäÿêè Êóëi (Cooley) i Òüþêi (Tukey), â ÷åñòü ÿêèõ éî-
ãî ÷àñòî i íàçèâàþòü. Äåöèìàöiÿ ïðèçâîäèòü äî çíà÷íîãî çíèæåííÿ ÷èñëà
îïåðàöié, ùî âèêîíóþòüñÿ ç äàíèìè ó ÷àñîâié îáëàñòi. Ñëiä çàóâàæèòè, ùî
âèãðàø íà îá÷èñëåííÿõ çðîñòà¹ çà çàêîíîì 𝑁 2 − (𝑁/2) log2𝑁 .

Îòæå, ñïðîñòèìî ñïî÷àòêó çàïèñ i âñòàíîâèìî äåÿêi ìàòåìàòè÷íi ñïiâ-
âiäíîøåííÿ. Ðiâíÿííÿ (3.13) ìîæíà ïåðåïèñàòè íàñòóïíèì ÷èíîì

𝑋1(𝑘Ω) =
𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑥(𝑛𝑇 )𝑒−𝑖𝑘Ω𝑛𝑇 =
𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑥𝑛𝑒
−2𝜋𝑖𝑘𝑛/𝑁 , 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1, (3.25)
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Êðiì òîãî, ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

𝑊𝑁 = 𝑒−2𝜋𝑖/𝑁 . (3.26)

Òîäi ðiâíÿííÿ (3.25) íàáóâà¹ âèãëÿäó:

𝑋1(𝑘Ω) =
𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑥𝑛𝑊
𝑘𝑛

𝑁 , 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1. (3.27)

Çâåðíåìî óâàãó íà äåÿêi ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ 𝑊𝑁 . Ïî-ïåðøå,

𝑊 2
𝑁 = (𝑒−2𝜋𝑖/𝑁)2 = 𝑒−2𝜋𝑖 2/𝑁 = 𝑒−2𝜋𝑖/(𝑁/2) = 𝑊𝑁/2. (3.28)

Ïî-äðóãå,

𝑊
𝑘+𝑁/2

𝑁 = 𝑊 𝑘
𝑁 𝑊

𝑁/2
𝑁 = 𝑊 𝑘

𝑁 𝑒−(2𝜋𝑖/𝑁)(𝑁/2) = 𝑊 𝑘
𝑁 𝑒−𝑖𝜋 = −𝑊 𝑘

𝑁 . (3.29)

Ïðè âèêîðèñòàííi îá÷èñëþâàëüíî¨ íàäìiðíîñòi, ÿêà âèðàæà¹òüñÿ ðiâíÿí-
íÿìè (3.26) � (3.29), ïîñëiäîâíiñòü äàíèõ äiëèòüñÿ íà äâi ðiâíi ïîñëiäîâíî-
ñòi, îäíà ç ÿêèõ ñêëàäà¹òüñÿ ç åëåìåíòiâ ç ïàðíèìè ïîðÿäêîâèìè íîìåðàìè,
à iíøà � ç íåïàðíèìè. Ùîá äîâæèíà ïîñëiäîâíîñòåé áóëà îäíàêîâîþ, âî-
íè ïîâèííi ìiñòèòè ïàðíó êiëüêîñòi åëåìåíòiâ. ßêùî âèõiäíà ïîñëiäîâíiñòü
ñêëàäà¹òüñÿ ç íåïàðíîãî ÷èñëà åëåìåíòiâ, òî íåîáõiäíî äîäàòè äîïîâíþþ-
÷èé íóëü, ùîá ¨õ ÷èñëî ñòàëî ïàðíèì. Öå äîçâîëèòü çàïèñàòè ÄÏÔ 𝑋1(𝑘Ω)
÷åðåç äâà ÄÏÔ, 𝑋11(𝑘Ω) òà 𝑋12(𝑘Ω), ÿêi áóäóòü âiäïîâiäíî ÄÏÔ-îáðàçàìè
äàíèõ ç ïàðíèìè i íåïàðíèìè çíà÷åííÿìè. Îòæå, 𝑁 -òî÷êîâå ÄÏÔ ïåðåòâî-
ðþ¹òüñÿ íà äâà ÄÏÔ, êîæíå ç ÿêèõ ìiñòèòü 𝑁/2 òî÷îê. Ïîòiì öåé ïðîöåñ
ïîâòîðþ¹òüñÿ äî òèõ ïið, ïîêè𝑋1(𝑘Ω) íå ïåðåòâîðèòüñÿ íà𝑁/2ÄÏÔ, êîæíå
ç ÿêèõ ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ òî÷îê, ùî ïðåäñòàâëÿþòü ñîáîþ âèõiäíi äàíi. Òà-
êèì ÷èíîì, íà ïðàêòèöi âiäáóâà¹òüñÿ ïåðåóïîðÿäêóâàííÿ âèõiäíèõ äàíèõ, i
îá÷èñëþþòüñÿ 𝑁/2 äâîòî÷êîâèõ ÄÏÔ, äëÿ êîòðèõ âèõiäíi äàíi áåðóòüñÿ ïà-
ðàìè. Ðåçóëüòàòè öèõ ÄÏÔ çðó÷íî îá'¹äíóâàòè â ÷åòâiðêè, âñüîãî âèõîäèòü
𝑁/4 ÷îòèðèòî÷êîâèõ ÄÏÔ, ÿêi îá÷èñëþþòüñÿ i âiäïîâiäíî îá'¹äíóþòüñÿ â
𝑁/8 âîñüìèòî÷êîâi ÄÏÔ, ÿêi òàêîæ îá÷èñëþþòüñÿ, i òàê äàëi, äî òèõ ïið,
ïîêè íå áóäå îòðèìàíî êiíöåâå 𝑁 -òî÷êîâå ÄÏÔ 𝑋1(𝑘Ω). Íà êîæíîìó åòàïi
äëÿ çìåíøåííÿ êiëüêîñòi êîìïëåêñíèõ îïåðàöié âèêîðèñòîâó¹òüñÿ çàãàëü-
íèé ìíîæíèê 𝑊𝑁 â äåÿêîìó ñòåïåíi. Ïðàâîìiðíiñòü äàíî¨ ïðîöåäóðè äîâî-
äèòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì.

Iíäåêñ 𝑛 â ðiâíÿííi (3.27) ïðîáiãà¹ çíà÷åííÿ âiä 𝑛 = 0 äî 𝑛 = 𝑁 − 1,
ùî âiäïîâiäà¹ çíà÷åííÿì äàíèõ 𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑁−1. Ïîñëiäîâíiñòü ç ïàðíè-
ìè íîìåðàìè � öå 𝑥0, 𝑥2, 𝑥4, . . . , 𝑥𝑁−2, à ïîñëiäîâíiñòü ç íåïàðíèìè íîìåðàìè
� 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, . . . , 𝑥𝑁−1. Îáèäâi ïîñëiäîâíîñòi ìiñòÿòü ïî 𝑁/2 òî÷îê. ×ëåíè ïàð-
íî¨ ïîñëiäîâíîñòi ìîæíà ïîçíà÷èòè 𝑥2𝑛, äå 𝑛 ïðîáiãà¹ çíà÷åííÿ âiä íóëÿ äî
𝑁/2− 1, òîäi ÿê ÷ëåíè íåïàðíî¨ ïîñëiäîâíîñòi � 𝑥2𝑛+1. Òîäi ðiâíÿííÿ (3.27)
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ìîæíà ïåðåïèñàòè òàê

𝑋1(𝑘Ω) =

𝑁/2−1∑︁
𝑛=0

𝑥2𝑛𝑊
2𝑛𝑘

𝑁

ïàðíà ïîñëiäîâíiñòü

+

𝑁/2−1∑︁
𝑛=0

𝑥2𝑛+1𝑊
(2𝑛+1)𝑘

𝑁

íåïàðíà ïîñëiäîâíiñòü

=

=

𝑁/2−1∑︁
𝑛=0

𝑥2𝑛𝑊
2𝑛𝑘

𝑁 +𝑊 𝑘
𝑁

𝑁/2−1∑︁
𝑛=0

𝑥2𝑛+1𝑊
2𝑛𝑘

𝑁 , 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1.

(3.30)

Âðàõóâàâøè, ùî 𝑊 2𝑛𝑘
𝑁 = 𝑊 𝑛𝑘

𝑁/2 (äèâ. (3.28)), ðiâíÿííÿ (3.30) íàáóâà¹ âèãëÿ-
äó

𝑋1(𝑘Ω) =

𝑁/2−1∑︁
𝑛=0

𝑥2𝑛𝑊
𝑛𝑘

𝑁/2 +𝑊 𝑘
𝑁

𝑁/2−1∑︁
𝑛=0

𝑥2𝑛+1𝑊
𝑛𝑘

𝑁/2, (3.31)

= 𝑋11(𝑘Ω) +𝑊 𝑘
𝑁 𝑋12(𝑘Ω), 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1. (3.32)

Ïîðiâíþþ÷è ðiâíÿííÿ (3.31) ç ðiâíÿííÿì (3.27), áà÷èìî, ùî𝑋11(𝑘Ω) � äiéñíî
ÄÏÔ-îáðàç ïàðíî¨ ïîñëiäîâíîñòi, òîäi ÿê 𝑋12(𝑘Ω) � îáðàç íåïàðíî¨ ïîñëi-
äîâíîñòi. Âiäïîâiäíî, ÄÏÔ-îáðàç 𝑋1(𝑘Ω) ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç äâà ÄÏÔ-
îáðàçè: 𝑋11(𝑘Ω) i 𝑋12(𝑘Ω). Ïðè òàêîìó ïiäõîäi êîåôiöi¹íò 𝑊 𝑛𝑘

𝑁/2 ç'ÿâëÿ¹òüñÿ
i â 𝑋11(𝑘Ω) i â 𝑋12(𝑘Ω), à îá÷èñëþâàòè éîãî íåîáõiäíî òiëüêè îäèí ðàç.

ßêùî â ÿêîñòi ïðèêëàäó ðîçãëÿíóòè ïðîöåñ îá÷èñëåííÿ âîñüìèòî÷êîâîãî
ÄÏÔ (𝑁 = 8), òî iíäåêñ 𝑛 â ðiâíÿííi (3.27) ïðîáiãà¹ çíà÷åííÿ 𝑛 = 0, . . . , 7,
ùî âiäïîâiäà¹ çíà÷åííÿì äàíèõ 𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6, 𝑥7 äëÿ 𝑘 = 0, . . . , 7. Â
ðåçóëüòàòi çàñòîñóâàííÿ ôîðìóëè (3.31) äî öèõ äàíèõ îäåðæèìî ðîçáèòòòÿ
âèõiäíîãî ÄÏÔ-îáðàçó íà ÄÏÔ-îáðàçè ïàðíî¨ i íåïàðíî¨ ïîñëiäîâíîñòåé
𝑋11(𝑘Ω) i 𝑋12(𝑘Ω):

𝑋1(𝑘Ω) =
3∑︁

𝑛=0

𝑥2𝑛𝑊
𝑛𝑘

4 +𝑊 𝑘
8

3∑︁
𝑛=0

𝑥2𝑛+1𝑊
𝑛𝑘

4 ,

= 𝑋11(𝑘Ω) +𝑊 𝑘
8 𝑋12(𝑘Ω), 𝑘 = 0, 1, . . . , 7.

𝑋11(𝑘Ω) áóäå âiäïîâiäàòè ÷îòèðüîõòî÷êîâà ïîñëiäîâíiñòü ç ïàðíèìè íîìå-
ðàìè 𝑥0, 𝑥2, 𝑥4, 𝑥6, à 𝑋12(𝑘Ω) � ç íåïàðíèìè íîìåðàìè 𝑥1, 𝑥3, 𝑥5, 𝑥7 äëÿ ÿêèõ
𝑁 = 4, à 𝑘 = 0, . . . , 3. Çàñòîñóâàâøè äî êîæíî¨ ç íèõ ïåðåòâîðåííÿ (3.31),
îäåðæèìî:

𝑋11(𝑘Ω) =
1∑︁

𝑛=0

𝑥2𝑛𝑊
𝑛𝑘

2 +𝑊 𝑘
4

1∑︁
𝑛=0

𝑥2𝑛+1𝑊
𝑛𝑘

4 ,

= 𝑋21(𝑘Ω) +𝑊 𝑘
4 𝑋22(𝑘Ω), 𝑘 = 0, 1, . . . , 3; (3.33)
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𝑋12(𝑘Ω) =
1∑︁

𝑛=0

𝑥2𝑛𝑊
𝑛𝑘

2 +𝑊 𝑘
4

1∑︁
𝑛=0

𝑥2𝑛+1𝑊
𝑛𝑘

4 ,

= 𝑋23(𝑘Ω) +𝑊 𝑘
4 𝑋24(𝑘Ω), 𝑘 = 0, 1, . . . , 3. (3.34)

Òåïåð âèäíî, ùî 𝑋21(𝑘Ω), 𝑋22(𝑘Ω), 𝑋23(𝑘Ω) i 𝑋24(𝑘Ω) ¹ ÄÏÔ-îáðàçàìè äâî-
òî÷êîâèõ ïîñëiäîâíîñòåé, çîêðåìà, 𝑋21(𝑘Ω) âiäïîâiäà¹ ïîñëiäîâíiñòü 𝑥0, 𝑥4,
𝑋22(𝑘Ω) � 𝑥2, 𝑥6,𝑋23(𝑘Ω) � 𝑥1, 𝑥5,𝑋24(𝑘Ω) � 𝑥3, 𝑥7, äëÿ ÿêèõ𝑁 = 2, à 𝑘 = 0, 1.
Çàñòîñóâàâøè çíîâó äî êîæíî¨ ç íèõ ïåðåòâîðåííÿ (3.31), áóäåìî ìàòè:

𝑋21(𝑘Ω) = 𝑥0𝑊
0𝑘

1 +𝑊 𝑘
2 𝑥4𝑊

0𝑘
1 = 𝑥0 +𝑊 𝑘

2 𝑥4 = 𝑥0 + 𝑒−𝑖𝜋𝑘𝑥4, 𝑘 = 0, 1.

(3.35)

Âiäïîâiäíî,

𝑋21(0) = 𝑥0 + 𝑥4, à 𝑋21(Ω) = 𝑥0 + 𝑒−𝑖𝜋𝑥4 = 𝑥0 − 𝑥4.

Àíàëîãi÷íî

𝑋22(𝑘Ω) = 𝑥2𝑊
0𝑘

1 +𝑊 𝑘
2 𝑥6𝑊

0𝑘
1 = 𝑥2 +𝑊 𝑘

2 𝑥6 = 𝑥2 + 𝑒−𝑖𝜋𝑘𝑥6, 𝑘 = 0, 1;

𝑋22(0) = 𝑥2 + 𝑥6, à 𝑋22(Ω) = 𝑥2 − 𝑥6;

𝑋23(𝑘Ω) = 𝑥1𝑊
0𝑘

1 +𝑊 𝑘
2 𝑥5𝑊

0𝑘
1 = 𝑥1 +𝑊 𝑘

2 𝑥5 = 𝑥1 + 𝑒−𝑖𝜋𝑘𝑥5, 𝑘 = 0, 1;

𝑋23(0) = 𝑥1 + 𝑥5, à 𝑋22(Ω) = 𝑥1 − 𝑥5;

𝑋24(𝑘Ω) = 𝑥3𝑊
0𝑘

1 +𝑊 𝑘
2 𝑥7𝑊

0𝑘
1 = 𝑥3 +𝑊 𝑘

2 𝑥7 = 𝑥3 + 𝑒−𝑖𝜋𝑘𝑥7, 𝑘 = 0, 1;

𝑋24(0) = 𝑥3 + 𝑥7, à 𝑋24(Ω) = 𝑥3 − 𝑥7.

Ç îäåðæàíèõ ôîðìóë âèïëèâà¹, ùî çíà÷åííÿ ç 𝑘 = 0 âiäðiçíÿþòüñÿ âiä çíà-
÷åíü ç 𝑘 = 1 òiëüêè çíàêîì äðóãîãî äîäàíêó. Ïîâåðíåìîñÿ òåïåð äî 𝑋11(𝑘Ω)
(𝑘 = 0, 1, 2, 3)

𝑋11(𝑘Ω) = 𝑋21(𝑘Ω) +𝑊 𝑘
4 𝑋22(𝑘Ω), (3.36)
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òàê ùî

𝑋11(0) = 𝑋21(0) +𝑊 0
4 𝑋22(0) = 𝑋21(0) +𝑋22(0), (3.37)

𝑋11(Ω) = 𝑋21(Ω) +𝑊 1
4 𝑋22(Ω) = 𝑋21(Ω) + 𝑒−𝑖𝜋/2𝑋22(Ω) =

= 𝑋21(Ω)− 𝑖𝑋22(Ω), (3.38)

𝑋11(2Ω) = 𝑋21(2Ω) +𝑊 2
4 𝑋22(2Ω) = 𝑋21(2Ω) + 𝑒−𝑖𝜋𝑋22(2Ω) =

= 𝑋21(2Ω)−𝑋22(2Ω), (3.39)

𝑋11(3Ω) = 𝑋21(3Ω) +𝑊 3
4 𝑋22(3Ω) = 𝑋21(3Ω) + 𝑒−𝑖3𝜋/2𝑋22(3Ω) =

= 𝑋21(3Ω) + 𝑖𝑋22(3Ω). (3.40)

Ðîçãëÿíåìî äåòàëüíiøå ðiâíÿííÿ (3.39), òåïåð òóò ( äèâ. âèðàç (3.35))

𝑋21(2Ω) = 𝑥0 +𝑊 2
2 𝑥4 = 𝑥0 + 𝑒−𝑖2𝜋𝑥4 = 𝑥0 + 𝑥4 = 𝑋21(0),

òà

𝑋22(2Ω) = 𝑥2 +𝑊 2
2 𝑥6 = 𝑥2 + 𝑒−𝑖2𝜋𝑥6 = 𝑥2 + 𝑥6 = 𝑋22(0).

Âiäïîâiäíî, ðiâíÿííÿ (3.39) åêâiâàëåíòíå ðiâíÿííþ

𝑋11(2Ω) = 𝑋21(0)−𝑋22(0). (3.41)

Àíàëîãi÷íî äëÿ ðiíÿííÿ (3.40) áóäåìî ìàòè

𝑋21(3Ω) = 𝑥0 +𝑊 3
2 𝑥4 = 𝑥0 + 𝑒−𝑖3𝜋𝑥4 = 𝑥0 − 𝑥4 = 𝑋21(Ω),

òà

𝑋22(3Ω) = 𝑥2 +𝑊 3
2 𝑥6 = 𝑥2 + 𝑒−𝑖3𝜋𝑥6 = 𝑥2 − 𝑥6 = 𝑋22(Ω).

Âiäïîâiäíî, ðiâíÿííÿ (3.40) åêâiâàëåíòíå ðiâíÿííþ

𝑋11(3Ω) = 𝑋21(Ω) + 𝑖𝑋22(Ω). (3.42)

Çâåäåìî îäåðæàíi ðóçóëüòàòè ðàçîì. Ñïiââiäíîøåííÿ (3.33), ç âðàõóâàí-
íÿì âëàñòèâîñòi (3.28) (𝑊 𝑘

4 = 𝑊 2𝑘
8 ), ìîæíà ïåðåïèñàòè òàê:

𝑋11(𝑘Ω) = 𝑋21(𝑘Ω) +𝑊 𝑘
4 𝑋22(𝑘Ω) = 𝑋21(𝑘Ω) +𝑊 2𝑘

8 𝑋22(𝑘Ω), 𝑘 = 0, 1, . . . , 3,
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àáî ó ðîçãîðíóòîìó âèãëÿäi (ç âðàõóâàííÿì âëàñòèâîñòi (3.29)):

𝑋11(0) = 𝑋21(0) +𝑋22(0) = 𝑋21(0) +𝑊 0
8 𝑋22(0), (3.43)

𝑋11(Ω) = 𝑋21(Ω)− 𝑖𝑋22(Ω) = 𝑋21(Ω) +𝑊 2
8 𝑋22(Ω), (3.44)

𝑋11(2Ω) = 𝑋21(0)−𝑋22(0) = 𝑋21(0) +𝑊 4
8 𝑋22(0),

= 𝑋21(0)−𝑊 0
8 𝑋22(0), (3.45)

𝑋11(3Ω) = 𝑋21(Ω) + 𝑖𝑋22(Ω) = 𝑋21(Ω) +𝑊 6
8 𝑋22(Ω),

= 𝑋21(Ω)−𝑊 2
8 𝑋22(Ω). (3.46)

Óâàæíî âèâ÷èâøè îäåðæàíi ðiâíÿííÿ, áà÷èìî, ÿê ÄÏÔ-îáðàçè 𝑋11(Ω)
ïîâ'ÿçàíi ç ÄÏÔ-îáðàçàìè ¨õ ïîñëiäîâíîñòåé ç ïàðíèìè i íåïàðíèìè íî-
ìåðàìè, i ùî 𝑋11(0) òà 𝑋11(2Ω) çàäàþòüñÿ âèðàçàìè ç îäíàêîâèìè ÷ëåíàìè,
ÿêi âiäðiçíÿþòüñÿ òiëüêè çíàêîì. Òåæ ñàìå ñïðàâåäëèâî i äëÿ 𝑋11(Ω) òà
𝑋11(3Ω). Ðiâíÿííÿ, ïîäiáíi äàíèì, íàçèâàþòü рекомпозицiйними, îñêiëü-
êè, âçÿâøè ïàðè äàíèõ i ôîðìóþ÷è 𝑋21(𝑘Ω), 𝑋22(𝑘Ω), 𝑋23(𝑘Ω) òà 𝑋24(𝑘Ω),
ìîæíà çíàéòè𝑋11(𝑘Ω) òà𝑋12(𝑘Ω), à îòæå, i𝑋1(𝑘Ω). Ïðè öüîìó êiëüêiñòü íå-
îáõiäíèõ îïåðàöié êîìïëåêñíîrî äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ çìåíøó¹òüñÿ, îñêiëü-
êè, ïî-ïåðøå, ðåêîìïîçèöiéíi ðiâíÿííÿ çàïèñóþòüñÿ ÷åðåç ðåêóðåíòíèé êî-
åôiöi¹íò 𝑊𝑁 â äåÿêîìó ñòåïåíi, ïî-äðóãå, âèêîðèñòîâóþòüñÿ òàêîæ ñïiââiä-
íîøåííÿ òèïó 𝑋21(2Ω) = 𝑋21(0) i 𝑋21(3Ω) = 𝑋21(Ω) i, ïî-òðåò¹, âiäìiííiñòü
ìiæ ïàðàìè âèêîðèñòîâóâàíèõ âèðàçiâ ïîëÿãà¹ òiëüêè â çíàöi. Öåé àëãoðèòì
âiäîìèé ïiä íàçâîþ алгoритма Кулi-Тьюкi.

Рис. 3.1. Дiаграма «метелик» для 𝑋11(0) та 𝑋11(2Ω).

Ðiâíÿííÿ (3.43)�(3.46) ìîæíà çîáðàçèòè íà äiàãðàìi, âçÿâøè ¨õ ïîïàðíî
òà ñêîðèñòàâøèñü ñèìåòði¹þ çíàêiâ. Îòæå, âiäïîâiäíî äî ðiâíÿíü (3.43) i
(3.45) ðåçóëüòàòîì ðåêîìïîçèöi¨ áóäóòü 𝑋11(0) òà 𝑋11(2Ω), îòðèìàíi ç âõi-
äíèõ 𝑋21(0) i 𝑋22(0). Öå ïîêàçàíî íà ðèñ. 3.1. Âõiäíi äàíi çíàõîäÿòüñÿ ç
ëiâîãî áîêó äiàãðàìè, à âèõiäíi � ç ïðàâîãî. Íà ðèñ. 3.2 ïîêàçàíî, ÿê çà
äîïîìîãîþ äiàãpàììè ìîæíà îòðèìàòè 𝑋11(1) òà 𝑋11(3Ω). Ïðè íàêëàäåí-
íi ðèñ. 3.1 íà ðèñ. 3.2 âèõîäèòü ñêëàäåíà äiaãpàììà, íà ÿêié âèõiäíi ÄÏÔ
ðîçòàøîâàíi â ïîðÿäêó çðîñòàííÿ 𝑘 (äèâ. ðèñ. 3.3). Ñòðóêòóðà, çîáðàæåíà
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Рис. 3.2. Дiаграма «метелик» для 𝑋11(1) та 𝑋11(3Ω).

Рис. 3.3. Загальна дiаграма «метелик».

íà ðèñ. 3.1�3.3, íàçèâà¹òüñÿ ¾ìåòåëèêîì¿. Ïîâíiñòþ âîñüìèòî÷êîâå ØÏÔ
ìîæíà çîáðàçèòè òàê, ÿê ïîêàçàíî íà ðèñ. 3.4. Äëÿ çíàõîäæåííÿ 𝑋12(𝑘Ω)
òðåáà ñêîðèñòàòèñÿ âèðàçîì (3.34). Çà âiäîìèìè 𝑋11(𝑘Ω) òà 𝑋12(𝑘Ω) øóêàíi
çíà÷åííÿ ÄÏÔ 𝑋1(𝑘Ω) çíàõîäÿòü çà ôîðìóëîþ (3.36).

Приклад 3.4. Знайти ДПФ послiдовностi {1, 0, 0, 1}, що ранiше розгляда-
лася в прикладi 3.2, за допомогою алгoритма ШПФ з часовою децимацiєю.

Розв’язок

Маємо чотирьохточкове ДПФ з 𝑥0 = 1, 𝑥2 = 0, 𝑥3 = 0, 𝑥4 = 1 i
𝑋1(𝑘Ω) = 𝑋11(𝑘Ω) + 𝑊 𝑘

4 𝑋12(𝑘Ω), 𝑘 = 0, 1, 2, 3. Перевпорядкуємо послi-
довнiсть – 𝑥0, 𝑥2, 𝑥1, 𝑥3. Тепер для виконання ДПФ можна скористати-
ся верхнiм лiвим кутом на рис. 3.4. Точки 𝑥0, 𝑥4, 𝑥2, 𝑥6 замiнимо точка-
ми 𝑥0, 𝑥2, 𝑥1, 𝑥3, тодi шуканими значеннями ДПФ будуть 𝑋11(0), 𝑋11(Ω),
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Рис. 3.4. Загальна дiаграма «метелик» для восьмиточкового ШПФ.

𝑋11(2Ω), 𝑋11(3Ω). Отже

𝑋21(0) = 𝑥0 + 𝑥2 = 1,

𝑋21(Ω) = 𝑥0 − 𝑥2 = 1,

𝑋22(0) = 𝑥1 + 𝑥3 = 1,

𝑋21(Ω) = 𝑥1 − 𝑥3 = −1,

𝑋11(0) = 𝑋21(0) +𝑊 0
4 𝑋22(0) = 1 + 1 = 2,

𝑋11(Ω) = 𝑋21(Ω) +𝑊 1
4 𝑋22(Ω) = 1 + 𝑒−𝑖𝜋/2(−1) = 1 + (−𝑖)(−1) = 1 + 𝑖,

𝑋11(2Ω) = 𝑋21(0) +𝑊 2
4 𝑋22(0) = 𝑋21(0)−𝑊 0

4 𝑋22(0) = 1− 1 = 0,

𝑋11(3Ω) = 𝑋21(Ω) +𝑊 3
4 𝑋22(Ω) = 𝑋21(Ω)−𝑊 1

4 𝑋22(Ω) = 1− 𝑖.

Отриманi значення iдентичнi величинам, кoтpi були знайденi в прикладi
3.2, але за допомогою алгoритма ШПФ їх отримати набагато простiше.
Це загальний висновок, причому зменшення числа обчислень тим бiльше,
чим бiльший розмiр вихiдної вибiрки.
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3.8 Обернене швидке перетворення Фур’є

Àëãîðèòì äëÿ âèçíà÷åííÿ îáåðíåíîãî øâèäêîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹
(ÎØÏÔ) ìîæíà ëåãêî îòðèìàòè ç àëãoðèòìà ØÏÔ. Öåé àëãoðèòì ïîòði-
áåí â îñíîâíîìó äëÿ ïåðåòâîðåííÿ ñïåêòðiâ ó âiäïîâiäíi ¨ì ñèãíàëè òà äëÿ
ïåðåâiðêè ïðàâèëüíîñòi îá÷èñëåííÿ ØÏÔ çà äîïîìîãîþ (ÿê ïðàâèëî) òîãî
caìîãî àëãîðèòìó. Ùîá çðîçóìiòè, ÿê âèâîäèòüñÿ ÎØÏÔ, çðîáèìî íàñòóïíi
çàìiíè â ðiâíÿííi (3.13). Ïiäñóìîâóâàííÿ ïðîâåäåìî çà çìiííîþ 𝜆, à íå çà
𝑛, çìiííó 𝑘 ïåðåéìåíó¹ìî â 𝜇, à Ω = 2𝜋/𝑁𝑇 , ùîá ïîêàçíèê åêñïîíåíòè ñòàâ
−𝑖𝜇(2𝜋/𝑁)𝜆. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ïîçíà÷åííÿìè 𝑥(𝑛𝑇 ) = 𝑥(𝑛) òà 𝑋(𝑘Ω) = 𝑋(𝑘).
Ïðè öüîìó ðiâíÿííÿ (3.13) íàáóäå âèãëÿäó

𝑋(𝜇) =
𝑁−1∑︁
𝜆=0

𝑥(𝜆)𝑒−𝑖𝜇(2𝜋/𝑁)𝜆, 𝜇 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1, (3.47)

Òåïåð çðîáèìî àíàëîãi÷íó çàìiíó ó ðiâíÿííi (3.16), òîáòî ïîêëàäåìî 𝑘 = 𝜆
òà 𝑛 = 𝜇. Ðiâíÿííÿ (3.16) íàáóâà¹ âèãëÿäó

𝑥(𝜇) =
1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝜆=0

𝑋(𝜆)𝑒𝑖𝜇(2𝜋/𝑁)𝜆, 𝜇 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1. (3.48)

Â äâîõ îñòàííiõ ðiâíÿííÿõ 𝑋(𝜇), 𝑋(𝜆), 𝑥(𝜇) i 𝑥(𝜆) � åëåìåíòè ìàñèâiâ 𝑋 i
𝑥 îäíàêîâî¨ ðîçìiðíîñòi, òàê ùî ÎØÏÔ 𝑥(𝜇) âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ØÏÔ 𝑋(𝜇)
òiëüêè êîåôiöi¹íòîì 1/𝑁 i çíàêîì ïîêàçíèêà ñòåïåíÿ åêñïîíåíòè. Îòæå, äëÿ
îá÷èñëåííÿ ÎØÏÔ ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ ØÏÔ ç íåâåëèêèìè çìiíàìè.

3.9 Iншi дискретнi перетворення

3.9.1 Дискретне косинус-перетворення

Äèñêðåòíå êîñèíóñ-ïåðåòâîðåííÿ (ÄÊÏ) îñîáëèâî ïiäõîäèòü äëÿ êîì-
ïðåñi¨ äàíèõ ïðè, íàïðèêëàä, ïåðåäà÷i ìîâè àáî âiäåîñiãíàëiâ, à òàêîæ äëÿ
çàïèñó ìåäè÷íèõ ñèãíàëiâ, òàêèõ ÿê ñèãíàëè åëåêòðîêàðäiîãðàôi¨ (ÅÊÃ)
àáî åëåêòðîåíöåôàëîãðàìè (ÅÅÃ). ÄÊÏ ïðåäñòàâëÿ¹ ñîáîþ äiéñíó ÷àñòè-
íó ÄÏÔ, îñêiëüêè ðÿä Ôóð'¹ ç äiéñíèõ i ïàðíèõ ôóíêöié ìiñòèòü òiëüêè
êîñèíóñî¨äàëüíi ÷ëåíè. Íåõàé ÄÏÔ çàäà¹òüñÿ âèðàçîì (3.13)

𝑋(𝑘Ω) =
𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑥𝑛𝑒
−𝑖𝑘2𝜋𝑛/𝑁 , = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1.

Âèçíà÷èâøè ÄÊÏ 𝑋𝑐(𝑘Ω) ÿê äiéñíó ÷àñòèíó öüîãî ïåðåòâîðåííÿ, áóäåìî
ìàòè

𝑋𝑐(𝑘Ω) = Re[𝑋(𝑘Ω)] =
𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑥𝑛 cos

(︂
𝑘2𝜋𝑛

𝑁

)︂
, 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1. (3.49)
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Àáî â áiëüø çàãàëüíîìó âèãëÿäi:

𝑋𝑐(𝑘Ω) =
1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑥𝑛 cos

(︂
𝑘2𝜋𝑛+ 𝑘𝜋

2𝑁

)︂
=

=
1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑥𝑛 cos

(︂
𝑘𝜋(2𝑛+ 1)

2𝑁

)︂
, 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1. (3.50)

3.9.2 Перетворення Уолша

Äî òåïåð ìè ðîçãëÿäàëè ïåðåòâîðåííÿ, ùî áàçóâàëèñÿ íà ôóíêöiÿõ êî-
ñèíóñ i ñèíóñ. Haáàãàòî ïðîñòiøå i øâèäøå îá÷èñëþþòüñÿ ïåðåòâîðåííÿ, ùî
áàçóþòüñÿ íà iìïóëüñî-ïîäiáíèõ ñèãíàëàõ, ÿêi ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ òiëü-
êè ±1. Êðiì òîãî, âîíè áiëüøå ïiäõîäÿòü äëÿ îïèñó ñèãíàëiâ ç ïîðóøåííÿì
íåïåðåðâíîñòi, ÿêi çóñòði÷àþòüñÿ, íàïðèêëàä, â çîáðàæåííÿõ. I, íàâïàêè, âî-
íè ìåíø ïðèäàòíi äëÿ îïèñó íåïåðåðâíèõ ñèãíàëiâ. Òîìó òàêi ïåðåòâîðåííÿ
çàçâè÷àé âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïðè îáðîáöi çîáðàæåíü (àñòðîíîìiÿ i ñïåêòðî-
ñêîïiÿ), êîäóâàííi ñèãíàëiâ òà ôiëüòðàöi¨.

Òî÷íî òàê, ÿê ÄÏÔ  ðóíòó¹òüñÿ íà íàáîði ãàðìîíi÷íèõ êîñèíóñî¨äàëüíèõ
i ñèíóñî¨äàëüíèõ ñèãíàëiâ, äèñêðåòíå ïåðåòâîðåííÿ Óîëøà (ÄÏÓ) áàçó¹òüñÿ
íà íàáîði ãàðìîíi÷íèõ ïðÿìîêóòíèõ iìïóëüñiâ, ÿêi íàçèâàþòüñÿ функцiя-
ми Уолша. Îäíàê äëÿ ïðÿìîêóòíèõ iìïóëüñiâ ÷àñòîòà íå âèçíà÷åíà, òîìó
âèêîðèñòîâó¹òüñÿ àíàëîãîâèé òåðìií ¾ïîñëiäîâíiñòü¿. Ïîñëiäîâíiñòü � öå ïî-
ëîâèíà cpeäíüîão ÷èñëà ïåðåõîäiâ ÷åðåç íóëü çà îäèíèöþ ÷àñó. Íà ðèñ. 3.5
ïîêàçàíi ôóíêöi¨ Óîëøà äî ïîðÿäêó 𝑁 = 8, ðîçòàøîâàíi ó ïîðÿäêó çðîñòàí-
íÿ. Ó òàêîìó âèãëÿäi ¨õ íàçèâàþòü упорядкованими по Уолшу. Ôóíêöiþ
Óîëøà ç ÷àñîì 𝑡 i ïîðÿäêîì 𝑛 ïîçíà÷àþòü WAL(𝑛, 𝑡). Ç ðèñ. 3.5, âèäíî,
ùî iñíó¹ ðiâíà êiëüêiñòü ïàðíèõ i íåïàðíèõ ôóíêöié Óîëøà, òî÷íî òàê, ÿê
i êîñèíóñî¨äàëüíèõ i ñèíóñî¨äàëüíèõ êîìïîíåíòiâ ðÿäó Ôóð'¹. Ïàðíi ôóí-
êöi¨ WAL(2𝑘, 𝑡) çàïèñóþòüñÿ ÿê CAL(𝑘, 𝑡), à íåïàðíi ôóíêöi¨ WAL(2𝑘+1, 𝑡)
çàïèñóþòüñÿ ÿê SAL(2𝑘 + 1, 𝑡), äå 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁/2− 1.

Áóäü-ÿêèé ñèãíàë 𝑓(𝑡) ìîæíà ðîçêëàñòè çà íàáîðîì ôóíêöié Óîëøà ÿê

𝑓(𝑡) = 𝑎0WAL(0, 𝑡) +

𝑁/2−1∑︁
𝑖=1

𝑁/2−1∑︁
𝑗=1

[𝑎𝑖 SAL(𝑖, 𝑡) + 𝑏𝑗 SAL(𝑗, 𝑡)] , (3.51)

äå 𝑎𝑖 òà 𝑏𝑗 � êîåôiöi¹íòè ðÿäó.
Äëÿ äâîõ äîâiëüíèõ ôóíêöié Óîëøà âèêîíó¹òüñÿ óìîâà îðòîãîíàëüíîñòi

𝑁−1∑︁
𝑖=1

WAL(𝑚, 𝑡)WAL(𝑛, 𝑡) =

⎧⎨⎩ 𝑁 ïðè𝑛 = 𝑚

0 ïðè𝑛 ̸= 𝑚
,
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Рис. 3.5. Впорядкованi у порядку зростання функцiї Уолша до 𝑛 = 8, кoтрi

показують часи дискретизацiї для матрицi перетворення Уолша порядку 8×8.

Ïàðà äèñêðåòíèõ Óîëø-îáðàçiâ � öå

𝑋𝑘 =
1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖WAL(𝑘, 𝑖), 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1 (3.52)

òà

𝑥𝑖 =
𝑁−1∑︁
𝑘=1

𝑋𝑘 WAL(𝑘, 𝑖), 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1, (3.53)

ñëiä çàóâàæèòè, ùî, íå áåðó÷è äî óâàãè ìíîæíèê 1/𝑁 , îáåðíåíå ïåðåòâîðå-
ííÿ iäåíòè÷íå ïðÿìîìó, i WAL(𝑘, 𝑖) = ±1.

Ç ðiâíÿííÿ (3.52) âèïëèâà¹, ùî 𝑘-é åëåìåíò ÄÏÓ ìîæíà îòðèìàòè, ïî-
ìíîæèâøè êîæåí äèñêðåòíèé åëåìåíò ñèãíàëó 𝑥𝑖 íà ôóíêöiþ Óîëøà ïîñëi-
äîâíîñòi 𝑘 i ïiäñóìóâàâøè ïî 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1. Äëÿ âñiõ åëåìåíòiâ 𝑘 öå
ìîæíà çàïèñàòè â ìàòðè÷íîìó âèãëÿäi ÿê

X𝑘 =
1

𝑁
x𝑖W𝑘𝑖, (3.54)
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äå x𝑖 = [𝑥0 𝑥1 𝑥2 . . . 𝑥𝑁−1] � ïîñëiäîâíiñòü äàíèõ

W𝑘𝑖 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑊01 𝑊02 . . . 𝑊0,𝑁−1

𝑊11 𝑊12 . . . 𝑊1,𝑁−1

. . . . . . . . . . . .

𝑊𝑁−1,1 𝑊𝑁−1,2 . . . 𝑊𝑁−1,𝑁−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦−

ìàòðèöÿ ïåðåòâîðåííÿ Óîëøà, àX𝑘 = [𝑋0𝑋1𝑋2 . . . 𝑋𝑁−1] � 𝑁−1 êîìïîíåíò
ÄÏÓ. Çâåðíåìî óâàãó, ùî W𝑘𝑖 � öå êâàäðàòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó 𝑁 × 𝑁 ,
äå 𝑁 � êiëüêiñòü çàäàíèõ òî÷îê äèñêðåòíîãî ñèãíàëó. Âiäïîâiäíî, ÿêùî ¹
𝑁 òî÷îê äàíèõ, òî íåîáõiäíî ðîçãëÿäàòè ïåðøi 𝑁 âïîðÿäêîâàíèõ ôóíêöié
Óîëøà. Êîæíà ç íèõ äèñêðåòèçó¹òüñÿ 𝑁 ðàçiâ, ïðè öüîìó 𝑘-é ðÿäîê ìàòðèöi
W𝑘𝑖 âiäïîâiäà¹ 𝑁 äèñêðåòíèì çíà÷åííÿì 𝑘-ãî êîìïîíåíòà ïîñëiäîâíîñòi.

Приклад 3.5. Знайти ДПУ послiдовностi даних {1, 2, 0, 3}.

Розв’язок

Послiдовнiсть даних складається з 𝑁 = 4 точок, так що в даному випадку
W𝑘𝑖 – це квадратна матриця порядку 4 × 4, яка одержується iз перших
чотирьох рядкiв рис. 3.5:

W𝑘𝑖 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 1 1 1

1 1 −1 −1

1 −1 −1 1

1 −1 1 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (3.55)

Тодi рiвняння (3.54) для X𝑘 набуває вигляду:

X𝑘 =
1

4
[ 1 2 0 3 ]

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 1 1 1

1 1 −1 −1

1 −1 −1 1

1 −1 1 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =
1

4
[ 6 0 2 − 4 ],

так що 𝑋0 = 1, 5, 𝑋1 = 0, 𝑋2 = 0, 5 i 𝑋0 = −1. Як видно, цi обчислення
значно простiшi, нiж вiдповiдне обчислення ДПФ.

3.9.3 Перетворення Адамара

Ïåðåòâîðåííÿ Àäàìàðà, àáî ïåðåòâîðåííÿ Óîëøà � Àäàìàðà, � öå, ïî
ñóòi, òåæ ïåðåòâîðåííÿ Óîëøà, àëå ç iíøèì ïîðÿäêîì ôóíêöié Óîëøà i,
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âiäïîâiäíî, ðÿäêiâ ìàòðèöi ïåðåòâîðåííÿ. Â ðåçóëüòàòi òàêî¨ ïåðåñòàíîâêè
îäåðæó¹òüñÿ матриця Адамара, ÿêà ìiñòèòü ïîäìàñèâè ìàòðèöü äðóãîãî
ïîðÿäêó. Íà ðèñ. 3.6 ïîêàçàíà ìàòðèöÿ Àäàìàðà ïîðÿäêó 8×8 (ïîçíà÷à¹òüñÿ
ÿê 8H). Âèäíî, ùî ¨¨ ìîæíà çàïèñàòè ÷åðåç ìàòðèöi

2H =

⎡⎣ 1 1

1 −1

⎤⎦ −2 H =

⎡⎣ −1 −1

−1 1

⎤⎦ .

Áóäü ÿêó ìàòðèöþ Àäàìàðà ïîðÿäêó 2𝑁 ìîæà ðåêóðñèâíî îäåðæàòè ç 2H
ÿê

2𝑁H =

⎡⎣ 𝑁H 𝑁H

𝑁H −𝑁H

⎤⎦ . (3.56)

Рис. 3.6. Матриця перетворення Адамара подку 8× 8.

Ç öi¹¨ ðåêóðñèâíî¨ âëàñòèâîñòi âèïëèâà¹, ùî øâèäêå ïåðåòâîðåííÿ
Óîëøà-Àäàìàðà, ÿêå îäåðæó¹òüñÿ ïðè ðîçòàøóâàííi ôóíêöié Óîëøà â ïî-
ðÿäêó, âèçíà÷åíîìó Àäàìàðîì, ìîæíà îá÷èñëèòè íàáàãàòî øâèäøå, íiæ
ÄÏÓ. Ðîçòàøîâàíi â ïîðÿäêó Àäàìàðà (àáî â ïðèðîäíîìó ïîðÿäêó) ôóíêöi¨
Óîëøà ïîêàçàíi íà ðèñ. 3.7. Ïîñëiäîâíiñòü Àäàìàðà îäåðæó¹òüñÿ ç ïîñëiäîâ-
íîñòi Óîëøà íàñòóïíèì ÷èíîì:

а) ïîðÿäîêîâèé íîìåð, ðîçòàøîâàíèõ ïî Óîëøó, ôóíêöié Óîëøà ïåðåâîäè-
òüñÿ ó äâiéêîâó ñèñòåìó ÷èñëåííÿ;

б) áiòè ïåðåñòàâëÿþòüñÿ â çâîðîòíîìó ïîðÿäêó;

в) äâiéêîâi çíà÷åííÿ ïåðåòâîðþþòüñÿ â êîä Ãðåÿ;
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Рис. 3.7. Функцiї Уолша, розташованi в порядку Адамара, до 𝑛 = 7, якi

показують часи дискретизацiї для матрицi перетворення Адамара порядку

4× 4.

г) îòðèìàíi çíà÷åííÿ ïåðåòâîðþþòüñÿ â äåñÿòêîâi.

Приклад 3.6. Знайти дискретне перетворення Уолша-Адамара (ДПУА)
послiдовностi даних {1, 2, 0, 3}.

Розв’язок

Матриця Адамара порядку 4× 4 H𝑘𝑖 (див. рис. 3.7) рiвна:

H𝑘𝑖 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 1 1 1

1 −1 1 −1

1 1 −1 −1

1 −1 −1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (3.57)

Вiдповiдно, ДПУА-образ послiдовностi {1, 2, 0, 3} задається так:

X𝑊𝐻
𝑘 =

1

4
[ 1 2 0 3 ]

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 1 1 1

1 −1 1 −1

1 1 −1 −1

1 −1 −1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =
1

4
[ 6 − 4 0 2 ],

так що 𝑋𝑊𝐻
0 = 1, 5, 𝑋𝑊𝐻

1 = −1, 𝑋𝑊𝐻
2 = 0 i 𝑋𝑊𝐻

0 = 0, 5. Значення цих
величин такi ж, як i розрахованi в прикладi 3.5, компоненти перетворення
Уолша, тiльки стоять в iншому порядку.
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4 ДОДАТОК. ТИПОВI ДИСКРЕТНI СИГНАЛИ

Ïðèâåäåìî îçíà÷åííÿ òèïîâèõ äèñêðåòíèõ ñèãíàëiâ, ÿêi âèêîðèñòîâóþ-
òüñÿ â ðîáîòi.

∙ Цифровий одиничний iмпульс � ïîñëiäîâíiñòü ç ¹äèíèì âiäëiêîì, âiä-
ìiííèì âiä íóëÿ i ðiâíèì îäèíèöi â òî÷öi 𝑛 = 0 (ðèñ. 4.1 à):

𝑢0(𝑛) =

⎧⎨⎩ 1, 𝑛 = 0;

0, 𝑛 ̸= 0.
(4.1)

Затримка öèôðîâîãî îäèíè÷íîãî iìïóëüñó, ÿê i áóäü-ÿêî¨ iíøî¨ ïîñëi-
äîâíîñòi, åêâiâàëåíòíà ¨¨ çñóâó ïî îñi ÷àñó âïðàâî (ðèñ. 4.1 á) íà 𝑚 > 0
âiäëiêiâ (𝑚 ïåðiîäiâ äèñêðåòèçàöi¨):

𝑢0(𝑛−𝑚) =

⎧⎨⎩ 1, 𝑛 = 𝑚;

0, 𝑛 ̸= 𝑚.

Рис. 4.1. Цифровий одиничний iмпульс (а) та цифровий одиничний iмпульс

iз затримкою (б)

Ó öèôðîâié îáðîáöi ñèãíàëiâ öèôðîâèé îäèíè÷íèé iìïóëüñ 𝑢0(𝑛) âiäiãðà¹
òàêó æ ðîëü, ùî i 𝛿-ôóíêöiÿ (ôóíêöiÿ Äiðàêà) 𝛿(𝑡) â àíàëîãîâié îáðîáöi:

𝛿(𝑡) =

⎧⎨⎩ ∞, 𝑡 = 0;

0, 𝑡 ̸= 0.

Ïðîòå, íà âiäìiíó âiä 𝛿-ôóíêöi¨, öèôðîâèé îäèíè÷íèé iìïóëüñ ìîæíà ôiçè-
÷íî ðåàëiçóâàòè.

Çà îçíà÷åííÿì iíòåãðàë âiä 𝛿-ôóíêöi¨ (éîãî ïëîùà) ðiâíèé îäèíèöi. Â
îáëàñòi äèñêðåòíîãî ÷àñó éîìó ìîæíà ñïiâñòàâèòè ñóìó âiäëiêiâ öèôðîâîãî
îäèíè÷íîãî iìïóëüñó, òàêîæ ðiâíó îäèíèöi:∫︁ ∞

−∞
𝛿(𝑡)𝑑𝑡 = 1 ⇒

∞∑︁
𝑛=−∞

𝑢0(𝑛) = 1.
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Ôiëüòðóþ÷ié âëàñòèâîñòi (âëàñòèâîñòi ñåëåêòèâíîñòi) 𝛿-ôóíêöi¨ ó âèãëÿäi
iíòåãðàëà ∫︁ ∞

−∞
𝑥(𝑡)𝛿(𝑡− 𝑡0)𝑑𝑡 = 𝑥(𝑡0)

âiäïîâiäà¹ ôiëüòðóþ÷à âëàñòèâiñòü öèôðîâîãî îäèíè÷íîãî iìïóëüñó ó âè-
ãëÿäi ðÿäó

∞∑︁
𝑚=−∞

𝑥(𝑚)𝑢0(𝑛−𝑚) = 𝑥(𝑛), (4.2)

ùî îçíà÷à¹, ùî ç íåñêií÷åííî¨ ïîñëiäîâíîñòi öèôðîâèé îäèíè÷íèé iìïóëüñ
âèäiëèòü òiëüêè îäèí âiäëiê, ùî âiäïîâiäà¹ ìîìåíòó ÷àñó 𝑛 = 𝑚, à ðåøòó
� ¾îáíóëèòè¿. Öÿ âëàñòèâiñòü iëþñòðó¹ (ðèñ. 4.2). Ó êîæåí ìîìåíò ÷àñó 𝑛
ìà¹ìî òiëüêè îäèí âiäìiííèé âiä íóëÿ ëîêàëüíèé äîáóòîê 𝑥(𝑚)𝑢0(𝑛 − 𝑚)
ïðè ðiâíîñòi 𝑚 = 𝑛: 𝑥(𝑛)𝑢0(0) = 𝑥(𝑛).

Рис. 4.2. Iлюстрацiя фiльтруючої властивостi цифрового одиничного iмпульсу
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∙ Цифровий одиничний стрибок � öå ïîñëiäîâíiñòü, âiäëiêè ÿêî¨ ðiâíi
îäèíèöi ïðè âñiõ íåâiä'¹ìíèõ çíà÷åííÿõ 𝑛 i ðiâíi íóëþ � â ïðîòèëå-
æíîìó âèïàäêó (ðèñ. 4.3 à):

𝑢1(𝑛) =

⎧⎨⎩ 1, 𝑛 ≥ 0;

0, 𝑛 < 0.
(4.3)

Цифровий одиничний стрибок iз затримкою îïèñó¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòþ
(ðèñ. 4.3 á)

𝑢1(𝑛−𝑚) =

⎧⎨⎩ 1, 𝑛 ≥ 𝑚;

0, 𝑛 < 𝑚.

Рис. 4.3. Цифровий одиничний стрибок (а) та цифровий одиничний стрибок

iз затримкою(б)

∙ Дискретна експонента � ïîñëiäîâíiñòü, âiäëiêè ÿêî¨ âèçíà÷àþòüñÿ
ñïiââiäíîøåííÿì (ðèñ. 4.4):

𝑥(𝑛) =

⎧⎨⎩ 𝑎𝑛, 𝑛 ≥ 0;

0, 𝑛 < 0.
(4.4)

∙ Дискретний гармончйний сигнал � ïîñëiäîâíiñòü, âiäëiêè ÿêî¨ çáiãàþ-
òüñÿ çi çíà÷åííÿìè àíàëîãîâîãî ãàðìîíiéíîãî ñèãíàëó (ñèíóñî¨äè àáî
êîñèíóñî¨äè) â ìîìåíòè äèñêðåòíîãî ÷àñó (ðèñ. 4.5):

𝑥(𝑛𝑇 ) = 𝐶 cos(𝜔𝑡)|𝑡=𝑛𝑇 = 𝐶 cos(𝜔𝑛𝑇 ),

äå 𝐶 � àìïëiòóäà, 𝜔 � ÷àñòîòà, 𝑇 � ïåðiîä äèñêðåòèçàöi¨ ñèãíàëó.
Ó øêàëi äèñêðåòíîãî íîðìîâàíîãî ÷àñó òà íîðìîâàíî¨ ÷àñòîòè öå åêâi-

âàëåíòíî
𝑥(𝑛) = 𝐶 cos(�̂�𝑛).
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Рис. 4.4. Знакопостiйна (а) та знакозмiнна (б) дискретнi експоненти

Рис. 4.5. Аналоговий (огинаюча) та дискретний гармонiчний сигнали

∙ Äèñêðåòíèé êîìïëåêñíèé ãàðìîíi÷íèé ñèãíàë � êîìïëåêñíà ïîñëiäîâ-
íiñòü, âiäëiêè ÿêî¨ çáiãàþòüñÿ çi çíà÷åííÿìè êîìïëåêñíîãî àíàëîãîâîãî
ãàðìîíi÷íîãî ñèãíàëó â ìîìåíòè äèñêðåòíîãî ÷àñó:

𝑥(𝑛𝑇 ) = 𝐶𝑒𝑗𝜔𝑡|𝑡=𝑛𝑇 = 𝐶𝑒𝑗𝜔𝑛𝑇 .

Ó øêàëi äèñêðåòíîãî íîðìîâàíîãî ÷àñó òà íîðìîâàíî¨ ÷àñòîòè öå åêâiâàëåí-
òíî

𝑥(𝑛) = 𝐶𝑒𝑗𝜔𝑡. (4.5)

Äiéñíà òà óÿâíà ÷àñòèíè êîìïëåêñíîãî ñèãíàëó îïèñóþòüñÿ äiéñíèìè ïîñëi-
äîâíîñòÿìè:

𝑥(𝑛) = 𝐶 cos(�̂�𝑛) + 𝑗𝐶 sin(�̂�𝑛).
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