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СТРУКТУРА sl2-МОДУЛIВ НА ДIАГРАМАХ ЮНГА

В роботi встановлено явний вигляд трiйки лiнiйних операторiв ( ̂︀𝐷−, ̂︀𝐷0, ̂︀𝐷+), якi
визначають дiю алгебри Лi sl2 на векторному просторi QY𝑛 дiаграм Юнга, що вiдпо-
вiдають розбиттям 𝜆 довжини 𝑛:

̂︀𝐷−(𝜆) = −(𝑛𝜉−(𝜆) +∇−(𝜆)),̂︀𝐷0(𝜆) = 2|𝜆|𝜆,̂︀𝐷+(𝜆) = ∇+(𝜆),

де 𝜉−(𝜆) та ∇±(𝜆) є сумами за всiма можливими дiаграмами Юнга, отриманими до-
даванням або вилученням клiтинки □ з вiдповiдної дiаграми Юнга. Iдея доведення
полягала у введенi на QY𝑛 структури алгебри, iзоморфнiй алгебрi симетричних мно-
гочленiв вiд 𝑛 змiнних; визначення дiї sl2 на многочленах Шура i в перенесеннi цiєї
дiї на QY𝑛.

Ключовi слова: алгебра Лi sl2, зображення алгебри sl2, симетричнi многочлени,
многочлени Шура, дiаграми Юнга.

1. Вступ. Íåõàé Y � ìíîæèíà âñiõ ôiíiòíèõ íåñïàäíèõ íàáîðiâ íåâiä'¹ìíèõ
÷èñåë 𝜆 = (𝜆1, 𝜆2, . . .), äå 𝜆1 ≥ 𝜆2 ≥ . . ., à Y𝑛 � ¨¨ ïiäìíîæèíà ÿêà óòâîðåíà
òàêèìè íàáîðàìè ôiêñîâàíî¨ äîâæèíè 𝑛. Òàêi íàáîðè 𝜆 íàçèâàþòüñÿ ðîçáèòòÿìè
i ãåîìåòðè÷íî çîáðàæóþòüñÿ äiàãðàìàìè Þíãà, äèâ. [1]� [3].

Ðîçãëÿíåìî íåñêií÷åííî âèìiðíèé âåêòîðíèé ïðîñòið QY, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ
ç ôîðìàëüíèõ ñêií÷åííèõ ñóì åëåìåíòiâ Y ç ðàöiîíàëüíèìè êîåôiöi¹íòàìè. Íà
QY ìîæíà ââåñòè ñòðóêòóðó íåñêií÷åííî-âèìiðíîãî çîáðàæåííÿ êîìïëåêñíî¨
àëãåáðè Ëi sl2 ÿêå, ó äåùî ñïðîùåíîìó âèãëÿäi, âèçíà÷à¹òüñÿ (äèâ. [4]) òàêèìè
îïåðàòîðàìè Êåðîâà:

𝑈 𝜆 =
∑︁

𝜇=𝜆+□∈Y

𝑐(□)𝜇,

𝐿𝜆 = 2|𝜆| 𝛿𝜆,

𝐷 𝜆 =
∑︁

𝜇=𝜆−□∈Y

𝑐(□)𝜇,

òîáòî âèêîíóþòüñÿ òàêi òîòîæíîñòi

[𝐷,𝑈 ] = 𝐿 , [𝐿,𝑈 ] = 2𝑈 , [𝐿,𝐷] = −2𝐷 .

Ñóìóâàííÿ âiäáóâà¹òüñÿ çà âñiìà äiàãðàìàìè Þíãà, ÿêi îòðèìóþòüñÿ ç ðîçáè-
òòÿ 𝜆 øëÿõîì äîäàâàííÿ, àáî, âiäïîâiäíî, âèëó÷åííÿ êëiòèíêè □ = (𝑖, 𝑗). Òóò

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2024, том 45, № 2 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



30 Л. П. БЕДРАТЮК

𝑖 i 𝑗 ¹ êîîðäèíàòàìè êëiòèíêè, òîáòî íîìåðàìè ðÿäêà i ñòîâï÷èêà â ÿêîìó çíà-
õîäèòüñÿ □, a 𝑐(□) ïîçíà÷à¹ контент öi¹¨ êëiòèíêè: 𝑐(□) = 𝑗 − 𝑖. Áiëüøå ïðî
îïåðàòîðè Êåðîâà òà ¨õí¹ çàñòîñóâàííÿ â [5]. Ñõîæi îïåðàòîðè íà äèôåðåíöi-
àëüíèõ ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèíàõ ðîçãëÿäàëèñÿ â [6].

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç QY𝑛 ïiäïðîñòið â QY, ïîðîäæåíèé äiàãðàìàìèÞíãà â ÿêèõ
íå áiëüøå 𝑛 ðÿäêiâ. Íåâàæêî áà÷èòè, ùî îïåðàòîð 𝑈 çáiëüøó¹ êiëüêiñòü ðÿäêiâ
äiàãðàìè, òîìó âèùåçãàäàíi îïåðàòîðè 𝑈,𝐿,𝐷 óæå íå âèçíà÷àþòü sl2-äiþ íà Y𝑛.

Ìåòîþ äàíî¨ ðîáîòè ¹ çíàõîäæåííÿ òðiéêè îïåðàòîðiâ, ÿêi âèçíà÷àþòü sl2-äiþ
íà QY𝑛. Ãîëîâíà iäåÿ ðîáîòè ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá iç ïðîñòîðó QY𝑛 ïåðåéòè äî
içîìîðôíîãî éîìó ïðîñòîðó ñèìåòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ âiä 𝑛 çìiííèõ, ç ÿêèìè
ïðàöþâàòè òåõíi÷íî ïðîñòiøå.

Íåõàé Λ𝑛 � àëãåáðà ñèìåòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ âiä 𝑛 çìiííèõ ç ðàöiîíàëüíèìè
êîåôiöi¹íòàìè. Àëãåáðà Λ𝑛 òàêîæ ¹ íåñêií÷åííîâèìiðíèì âåêòîðíèì ïðîñòîðîì,
áàçèñîì ÿêîãî ¹ ìíîãî÷ëåíè Øóðà 𝑠𝜆 iíäåêñîâàíi ðîçáèòòÿìè 𝜆 ∈ Y𝑛. Ñòðóêòóð-
íi êîíñòàíòè 𝑐𝜈𝜆𝜇 àëãåáðè Λ𝑛 íàçèâàþòüñÿ коефiцiєнтами Лiтвулда-Рiчардсона
i âèçíà÷àþòü ðîçêëàä äîáóòêó äâîõ ìíîãî÷ëåíiâ Øóðà çà öèì áàçèñîì:

𝑠𝜆𝑠𝜇 =
∑︁
𝜈

𝑐𝜈𝜆𝜇𝑠𝜈 ,

òóò 𝜈 ïðîáiãà¹ âñi ðîçáèòòÿ ÷èñëà |𝜆|+ |𝜇|, |𝜆| =
𝑛∑︀
𝑖=1

𝜆𝑖.

ßêùî ìè âèçíà÷èìî îïåðàöiþ ìíîæåííÿ íà QY𝑛 çà òàêèì ïðàâèëîì

𝜆 · 𝜇 =
∑︁
𝜈

𝑐𝜈𝜆,𝜈𝑣, 𝜆, 𝜇, 𝜈 ∈ Y𝑛,

òî QY𝑛 íàäiëÿ¹òüñÿ ñòðóêòóðîþ êîìóòàòèâíî¨ àñîöiàòèâíî¨ àëãåáðè íàä Q, ÿêà
áóäå içîìîðôíà àëãåáði Λ𝑛. Îáðàçîì ðîçáèòòÿ 𝜆 ïðè öüîìó içîìîðôiçìi áóäå
ìíîãî÷ëåí Øóðà 𝑠𝜆.

Ãîëîâíèì ðåçóëüòàòîì ñòàòòi ¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ

Теорема 1. Трiйка лiнiйних операторiв ( ̂︀𝐷−, ̂︀𝐷0, 𝐷+) на QY𝑛, яка так дiє
на розбиття 𝜆 ∈ Y𝑛 ̂︀𝐷−(𝜆) = −(𝑛𝜉−(𝜆) +∇−(𝜆)),̂︀𝐷0(𝜆) = 2|𝜆|𝜆,̂︀𝐷+(𝜆) = ∇+(𝜆)

де

𝜉−(𝜆) =
∑︁

𝜇=𝜆−□∈Y𝑛

𝜇,

∇±(𝜆) =
∑︁

𝜇=𝜆±□∈Y𝑛

𝑐(□)𝜇,

визначає дiю алгебри Лi на QY𝑛.

Iäåÿ äîâåäåííÿ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ñïî÷àòêó ðîçãëÿäà¹òüñÿ sl2-äiÿ íà Λ𝑛
íàñòóïíèìè äèôåðåíöiàëüíèìè îïåðàòîðàìè

Роздiл 1: Математика i статистика
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𝐷+ = 𝑥21𝜕1 + 𝑥22𝜕2 + · · ·+ 𝑥2𝑛𝜕𝑛,

𝐷0 = 2(𝑥1𝜕1 + 𝑥2𝜕2 + · · ·+ 𝑥𝑛𝜕𝑛),

𝐷− = −(𝜕1 + 𝜕2 + · · ·+ 𝜕𝑛),

äå 𝜕𝑖 =
𝜕

𝜕𝑥𝑖
. Äàëi âñòàíîâëþ¹òüñÿ äiÿ öèõ îïåðàòîðiâ íà ìíîãî÷ëåíè Øóðà, à

ñàìå

𝐷−(𝑠𝜆) = −
∑︁

𝜇=𝜆−□∈Y𝑛

(𝑛+ 𝑐(□))𝑠𝜇,

𝐷0(𝑠𝜆) = 2|𝜆|𝑠𝜆,

𝐷+(𝑠𝜆) =
∑︁

𝜇=𝜆+□∈Y𝑛

𝑐(□)𝑠𝜇.

Âèêîðèñòîâóþ÷è çãàäàíèé içîìîðôiçì, öÿ äiÿ ïåðåíîñèòüñÿ íà àëãåáðó QY𝑛,
ùî i äà¹ íàì òâåðäæåííÿ òåîðåìè. Ïðè öüîìó íà äiàãðàìàõ Þíãà ïðèðîäíî
âèíèêàþòü ðåäóêîâàíi àíàëîãè âæå âiäîìèõ ç [5], [6], [7] îïåðàòîðiâ 𝜉 òà ∆ íà Y.

Çàóâàæèìî, ùî äiÿ îïåðàòîðà 𝐷− íà ìíîãî÷ëåíè Øóðà íåäàâíî ðîçãëÿäà-
ëàñÿ â [8], à â [9] äiÿ 𝐷− óçàãàëüíåíà íà êîñi ìíîãî÷ëåíè Øóðà.

Â ðîçäiëi 1 äàíî îçíà÷åííÿ äiàãðàì Þíãà òà îïåðàöié íà íèõ. Â ðîçäiëi 2
äàíî îçíà÷åííÿ àëãåáðè ñèìåòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ Λ𝑛 òà íàâåäåíî ñòàíäàðòíi
áàçèñè â íié. Â ðîçäiëi 3 ðîçãëÿíóòà äiÿ àëãåáðè Ëi íà Λ𝑛 i âñòàíîâëåíà äiÿ íà
áàçèñíi åëåìåíòè òà ïîðîäæóþ÷i ôóíêöi¨. Â ðîçäiëi 4 äiÿ ç Λ𝑛 ç ïåðåíîñèòüñÿ
íà QY𝑛 òà âñòàíîâëåíi äåÿêi âëàñòèâîñòi öi¹¨ äi¨. Â ðîçäiëi 5 ïðåäñòàâëåíî íîâi
ðåàëiçàöi¨ sl2-äi¨ íà Q[𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛], ÿêi iíäóêóþòüñÿ sl2-äiÿìè íà QY𝑛.

2. Дiаграми Юнга. Äàìî îçíà÷åííÿ íåîáõiäíèõ ïîíÿòü.
Розбиттям 𝜆 ÷èñëà𝑚 ∈ N äîâæèíè 𝑛 íàçèâà¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòü íåâiä'¹ìíèõ

÷èñåë 𝜆 = (𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑛) òàêèõ, ùî 𝜆𝑖 ≥ 𝜆𝑖+1 i |𝜆| = 𝜆1 + 𝜆2 + · · · + 𝜆𝑛 = 𝑚.
Ìíîæèíó âñiõ ðîçáèòòiâ äîâæèíè íå áiëüøå 𝑛 ïîçíà÷èìî ÷åðåç Y𝑛.

Дiаграмою Юнга íàçèâà¹òüñÿ íàáið êëiòèíîê íà ïëîùèíi, ÿêi ðîçìiùåíi â âè-
ðiâíÿíèõ çà ëiâèì êðà¹ì ðÿäêàõ, ïðè÷îìó êiëüêiñòü êëiòèíîê â êîæíîìó ðÿäêó
íåñòðîãî ñïàäà¹. Âñÿêå ðîçáèòòÿ 𝜆 ∈ Y𝑛 ãåîìåòðè÷íî çîáðàæó¹òüñÿ ó âèãëÿäi äi-
àãðàì Þíãà, äå 𝜆𝑖 êiëüêiñòü êëiòèíîê â 𝑖-ìó ðÿäêó. Íàïðèêëàä, äiàãðàìè Þíãà
äëÿ ðîçáèòòiâ (4, 4, 3, 2, 2, 1), (16) i (6) ìàþòü òàêèé âèãëÿä

, , .

Êîæíà êëiòèíêà □ ìà¹ êîîðäèíàòè (𝑖, 𝑗) íà ïëîùèíi, ÷èñëî 𝑐(□) = 𝑗 − 𝑖 íà-
çèâà¹òüñÿ контентом êëiòèíêè. Äëÿ ðîçáèòòÿ (3, 2, 1) êîîðäèíàòè âiäïîâiäíèõ
êëiòèí òà ¨õ âìiñò ïîêàçàíî íà äiàãðàìàõ

0 (1,2) (1,3)

(2,1) (2,2)

(3,1)

0 1 2

-1 0

-2
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Внутрiшнiм кутом äiàãðàìè Þíãà íàçèâà¹òüñÿ òàêà êëiòèíà äiàãðàìè, ïi-
ñëÿ âèäàëåííÿ ÿêî¨, îòðèìàíèé íàáið êëiòîê, çàëèøèòüñÿ äiàãðàìîþ Þíãà.
ßêùî êëiòèíà ¹ âíóòðiøíiì êóòîì, òî íèæ÷å íå¨ i ïðàâîðó÷ âiä íå¨ íåìà¹ êëiòèí
äiàãðàìè.

Íèæ÷å çåëåíèì êîëüîðîì çîáðàæåíî âíóòðiøíi êóòè äiàãðàìè (4, 4, 3, 2, 2, 1):

Çðîçóìiëî, ùî îñòàííÿ êëiòèíêà â 𝑖-ìó ðÿäêó äiàãðàìè áóäå âíóòðiøíiì êó-
òîì, ÿêùî 𝜆𝑖 > 𝜆𝑖+1. Çîêðåìà êëiòèíêà (1, 𝜆𝑛) çàâæäè áóäå âíóòðiøíiì êóòîì.

Ðîçãëÿíåìî äâà îïåðàòîðè 𝜉− i ∇− íà äiàãðàìàõ Þíãà, ÿêi �çíiìàþòü� âíó-
òðiøíi êóòè:

𝜉−(𝜆) =
∑︁

𝜇=𝜆−□∈Y𝑛

𝜇,

∇−(𝜆) =
∑︁

𝜇=𝜆−□∈Y𝑛

𝑐(□)𝜇,

íàïðèêëàä

𝜉−

⎛⎝ ⎞⎠ = + + ,

∇−

⎛⎝ ⎞⎠ = 3 · + − .

Зовнiшнiм кутом äiàãðàìè íàçèâà¹òüñÿ òàêà êëiòèíêà, ùî ïðè äîäàâàííi ¨¨ äî
äiàãðàìè Þíãà çíîâó îòðèìó¹òüñÿ äiàãðàìà Þíãà. Íèæ÷å ÷åðâîíèì êîëüîðîì
çîáðàæåíî âíóòðiøíi êóòè äiàãðàìè Þíãà (4, 4, 3, 2, 2, 1) ∈ Y6:

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç QY𝑛 âåêòîðíèé ïðîñòið, ÿêèé óòâîðåíèé ñêií÷åííèìè ôîð-
ìàëüíèìè ñóìàìè åëåìåíòiâ ç Y𝑛 ç ðàöiîíàëüíèìè êîåôiöi¹íòàìè:

QY𝑛 =
{︀
𝛼1𝜆

(1) + 𝛼2𝜆
(2) + · · ·+ 𝛼𝑘𝜆

(𝑘), 𝑘 ∈ N, 𝛼𝑖 ∈ Q, 𝜆(𝑖) ∈ Y𝑛
}︀
.

Âèçíà÷èìî îïåðàòîðè 𝜉+ i ∇+ íà QY𝑛 ÿêi �äîäàþòü� âíóòðiøíi êóòè äî äià-
ãðàìè, íå çáiëüøóþ÷è êiëüêiñòü ðÿäêiâ:

𝜉+(𝜆) =
∑︁

𝜇=𝜆+□∈Y𝑛

𝜇,

∇+(𝜆) =
∑︁

𝜇=𝜆+□∈Y𝑛

𝑐(□)𝜇.

Роздiл 1: Математика i статистика
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Òåïåð ðîçãëÿíåìî íàñòóïíi äâà îïåðàòîðè̂︀𝐷− = −(𝑛𝜉− +∇−),̂︀𝐷+ = ̂︀∇.
Íàøà ìåòà � äîâåñòè ùî öi äâà îïåðàòîðè, ðàçîì ç ¨õíiì êîìóòàòîðîì

[ ̂︀𝐷+, ̂︀𝐷−], âèçíà÷àþòü äiþ àëãåáðè Ëi sl2 íà QY𝑛.
3. Симетричнi многочлени. Òåïåð ðîçãëÿíåìî àëãåáðó ìíîãî÷ëåíiâ

Q[𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛] âiä 𝑛 çìiííèõ ç ðàöiîíàëüíèìè êîåôiöi¹íòàìè. Ñèìåòðè÷íà ãðó-
ïà 𝑆𝑛 äi¹ íà öié àëãåáði ïåðåñòàíîâêàìè çìiííèõ:

𝜔 ∘ 𝑓(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑓(𝑥𝜔(1), 𝑥𝜔(2), . . . , 𝑥𝜔(𝑛)), 𝜔 ∈ 𝑆𝑛.

Ìíîãî÷ëåíè, ÿêi íå çìiíþþòüñÿ ïðè öié äi¨, íàçèâàþòüñÿ симетричними
многочленами i, îñêiëüêè, äîáóòîê äâîõ ñèìåòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ, çíîâó ¹ ñèìå-
òðè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì, òî âîíè óòâîðþþòü ïiäàëãåáðó Λ𝑛 = Q[𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛]

𝑆𝑛 ,
ÿêå íàçèâà¹òüñÿ алгеброю симетричних многочленiв. Â Λ𝑛 ðîçãëÿäàþòü êiëüêà
òðàäèöiéíèõ áàçèñiâ, âñòàíîâëåííÿ òà âèâ÷åííÿ ñïiââiäíîøåíü ìiæ ÿêèìè i ¹, â
çíà÷íié ìiði, ïðåäìåòîì òåîði¨ ñèìåòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ, äèâ. [1], [2].

3.1. Базиси в Λn. Íàéïðîñòiøèì ïðèêëàäîì ñèìåòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ ¹
ñóìè âñiõ ìîæëèâèõ äîáóòêiâ çìiííèõ ôiêñîâàíî¨ äîâæèíè

𝑒𝑟 =
∑︁

1≤𝑖1<𝑖2<···<𝑖𝑟≤𝑛

𝑥𝑖1𝑥𝑖2 · · ·𝑥𝑖𝑟 , 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑛, 𝑒0 = 1,

ÿêi íàçèâàþòüñÿ елементарними симетричними многочленами. Âîíè ìàþòü
ïîðîäæóþ÷ó ôóíêöiþ

𝐸(𝑡) =
𝑛∑︁
𝑟=0

𝑒𝑟𝑡
𝑟 =

𝑛∏︁
𝑖=1

(1 + 𝑥𝑖𝑡),

i ¹ áàçèñîì àëãåáðè Λ𝑛. Òâåðäæåííÿ ïðî àëãåáðà¨÷íó íåçàëåæíiñòü åëåìåí-
òàðíèõ ñèìåòðè÷íèõ ôóíêöié íàçèâà¹òüñÿ основною теоремою ïðî ñèìåòðè÷íi
ôóíêöi¨.

Повний симетричний многочлен ℎ𝑟 âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ñóìà âñiõ ðiçíèõ ìîíî-
ìiâ ñòåïåíÿ 𝑟:

ℎ𝑟 =
∑︁

1≤𝑖1≤𝑖2≤···≤𝑖𝑟≤𝑛

𝑥𝑖1𝑥𝑖2 · · ·𝑥𝑖𝑟 , 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑛, ℎ0 = 𝑒0 = 1,

Íàïðèêëàä äëÿ òðüîõ çìiííèõ ℎ1 = 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 i ℎ2 = 𝑥1
2 + 𝑥2𝑥1 + 𝑥1𝑥3 + 𝑥2

2 +
+ 𝑥2𝑥3 + 𝑥3

2.
Ïîðîäæóþ÷à ôóíêöiÿ

𝐻(𝑡) =
∞∑︁
𝑟=0

ℎ𝑟𝑡
𝑟 =

1
𝑛∏︀
𝑖=1

(1− 𝑥𝑖𝑡)
.

Степеневим симетричним многочленом 𝑝𝑟 íàçèâà¹òüñÿ ñóìà 𝑟-òèõ ñòåïåíiâ
çìiííèõ:

𝑝𝑟 = 𝑥𝑟1 + 𝑥𝑟2 + · · ·+ 𝑥𝑟𝑛, 𝑟 ≥ 1.
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Ïîðîäæóþ÷à ôóíêöiÿ

𝑃 (𝑡) =
∞∑︁
𝑟=1

𝑝𝑟𝑡
𝑟 =

𝐻 ′(𝑡)

𝐻(𝑡)
.

Íàðåøòi äàìî îçíà÷åííÿ ìíîãî÷ëåíiâ Øóðà, ÿêå ¹ äåùî ñêëàäíiøèì òåõíi-
÷íî. Ìíîãî÷ëåíè 𝑓 , ÿêi ïðè äi¨ ïåðåñòàíîâêè çìiíþþòüñÿ çà ïðàâèëîì 𝜔 ∘ 𝑓 =
= (−1)|𝜔|𝑓 , äå |𝜔| � ïàðíiñòü ïåðåñòàíîâêè 𝜔, íàçèâàþòüñÿ кососиметричними
многочленами. Êîñîñèìåòðè÷íi ìíîãî÷ëåíè óòâîðþþòü ìîäóëü íàä Λ𝑛 îñêiëüêè
äîáóòîê ñèìåòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà íà êîñîñèìåòðè÷íèé áóäå çíîâó êîñîñèìåòðè-
÷íèì ìíîãî÷ëåíîì.

Антисиметризатори ìîíîìiâ 𝑥𝜇 = 𝑥𝜇11 𝑥
𝜇2
2 · · ·𝑥𝜇𝑛𝑛 :

𝑎𝜇 =
∑︁
𝜔∈𝑆𝑛

(−1)|𝜔|𝜔(𝑥𝜇) =
∑︁
𝜔∈𝑆𝑛

(−1)|𝜔|𝑥𝜇1𝜔(1)𝑥
𝜇2
𝜔(2) · · ·𝑥

𝜇𝑛
𝜔(𝑛),

óòâîðþþòü áàçèñ ìîäóëÿ êîñîñèìåòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ. Ìíîãî÷ëåí 𝑎𝜇 ìîæíà
çàïèñàòè ó âèãëÿäi âèçíà÷íèêà

𝑎𝜇 = det(𝑥
𝜇𝑗
𝑖 )1≤𝑖,𝑗≤𝑛 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒𝑥

𝜇1
1 𝑥𝜇12 . . . 𝑥𝜇1𝑛
𝑥𝜇21 𝑥𝜇22 . . . 𝑥𝜇2𝑛

. . . . . . . . .
𝑥𝜇𝑛1 𝑥𝜇𝑛2 . . . 𝑥𝜇𝑛𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ .

Çîêðåìà, ïðè 𝛿 = (𝑛− 1, 𝑛− 2, . . . , 1, 0) îòðèìó¹ìî âèçíà÷íèê Âàíäåðìîíäà

𝑎𝛿 = det(𝑥𝑛−𝑗𝑖 )1≤𝑖,𝑗≤𝑛 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑥𝑛−1
1 𝑥𝑛−1

2 . . . 𝑥𝑛−1
𝑛

𝑥𝑛−2
1 𝑥𝑛−2

2 . . . 𝑥𝑛−2
𝑛

. . . . . . . . . .
𝑥1 𝑥2 . . . 𝑥𝑛
1 1 . . . 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

∏︁
𝑖<𝑗≤𝑛

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗).

ßêùî â íàáîði 𝜇 ïðèñóòíi äâi îäíàêîâèõ êîìïîíåíòè, òî òîäi ìíîãî÷ëåí 𝑎𝜇
ðiâíèé íóëþ. Òîìó äëÿ íåíóëüîâèõ ìíîãî÷ëåíiâ ìîæíà ââàæàòè ùî, 𝜇1 > 𝜇2 >
> · · · > 𝜇𝑛 ≥ 0. Îòæå, íàáið 𝜇 ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi ñóìè 𝜇 = 𝜆+ 𝛿, äå íàáið
𝜆 âæå áóäå ðîçáèòòÿì.

Ñèìåòðè÷íèé многочлен Шура 𝑠𝜆 = 𝑠𝜆(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛), ÿêèé âiäïîâiäà¹ ðîç-
áèòòþ 𝜆 ∈ Y𝑛, âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê âiäíîøåííÿ äâîõ êîñîñèìåòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ

𝑠𝜆(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) =
𝑎𝜆+𝛿
𝑎𝛿

.

Íàâåäåìî ïðèêëàäè ìíîãî÷ëåíiâ Øóðà:

𝑠(1,1,0)(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3,

𝑠(1,1,1)(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑥1𝑥2 + 𝑥1𝑥3 + 𝑥2𝑥3,

𝑠(2,1,0)(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = (𝑥2 + 𝑥3) (𝑥1 + 𝑥3) (𝑥1 + 𝑥2) .

ßêùî 𝜆 ïðîáiãà¹ âñi ðîçáèòòÿ äîâæèíè íå áiëüøå 𝑛, òî âiäïîâiäíi ìíîãî÷ëåíè
Øóðà óòâîðþþòü áàçèñ Λ𝑛 ÿê íåñêií÷åííîâèìiðíîãî âåêòîðíîãî Q-ïðîñòîðó.
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Ìíîãî÷ëåíè Øóðà ¹ óçàãàëüíåííÿì âñiõ iíøèõ âiäîìèõ áàçèñiâ Λ𝑛, íàïðè-
êëàä ó âèïàäêó ðîçáèòòÿ äîâæèíè 𝑘 𝜆 = (1𝑘) ó ÿêîãî êîæíà íåíóëüîâà ÷àñòèíà
ðiâíà 1, îòðèìóþòüñÿ åëåìåíòàðíi ñèìåòðè÷íi ìíîãî÷ëåíè 𝑠((1𝑘)) = 𝑒𝑘. Äëÿ ðîç-
áèòòÿ 𝜆 = (𝑟) = (𝑟, 0, 0, . . . , 0) ìîæíà ïîêàçàòè, ùî 𝑠(𝑟) = ℎ𝑟.

3.2. Базиси в QYn. Íåõàé 𝜙 : Λ𝑛 → QY𝑛 içîìîðôiçì, äëÿ ÿêîãî 𝜙(𝑠𝜆) = 𝜆.
Çðîçóìiëî, ùî 𝜙 ïåðåâîäèòü áàçèñè â Λ𝑛 ó áàçèñè â QY𝑛. Äëÿ åëåìåíòàðíèõ
ñèìåòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ i ïîâíèõ ñèìåòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ ìà¹ìî

𝜙(ℎ𝑘) = (𝑘) = · · ·⏟  ⏞  
𝑘 клiтин

,

i

𝜙(𝑒𝑘) = (1𝑘) = ...

⎫⎪⎬⎪⎭𝑘 клiтин.

Âèïàäîê iç ñèìåòðè÷íèìè ñòåïåíåâèìè ñóìàìè òðîõè ñêëàäíiøèé. Ðîçãëÿ-
íåìî òàêi ëiíiéíi êîìáiíàöi¨ äiàãðàì Þíãà

𝜋1 = ,

𝜋2 = − ,

𝜋3 = − + ,

...

𝜋𝑛 = · · ·⏟  ⏞  
𝑛 клiтин

− ... + ... + · · ·+ (−1)𝑛−1

...
𝑛 клiтин

,

äå â åëåìåíòi 𝜋𝑖 âñi äiàãðàìè ìiñòÿòü ïî 𝑖 êëiòèí.
Âèðàçèìî ñòåïåíåâi ñóìè ÷åðåç ìíîãî÷ëåíè Øóðà

𝑝1 = 𝑠(1),

𝑝2 = 𝑠(2) − 𝑠1,1,

𝑝3 = 𝑠(3) − 𝑠2,1 + 𝑠1,1,1,

𝑝4 = 𝑠(4) − 𝑠3,1 + 𝑠2,1,1 − 𝑠1,1,1,1.

Ç [1, Òåîðåìà 7.17.1] âèïëèâà¹, ùî ñòåïåíåâi ñèìåòðè÷íi ìíîãî÷ëåíè òàê âè-
ðàæàþòüñÿ ÷åðåç ìíîãî÷ëåíè Øóðà:

𝑝𝑘 = 𝑠(𝑘) − 𝑠𝑘−1,1 + 𝑠𝑘−2,1,1 − 𝑠𝑘−3,1,1,1 + · · ·+ (−1)𝑘−1𝑠1,1,...,1⏟  ⏞  
𝑘

, 𝑘 ≤ 𝑛.

Îòæå 𝜙(𝑝𝑘) = 𝜋𝑘.
4. sl2-дiя Λn i на QYn. Ðîçãëÿíåìî ñòàíäàðòíèé áàçèñ êîìïëåêñíî¨ ìàòðè-

÷íî¨ àëãåáðè Ëi sl2:
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e+ =

(︂
0 1
0 0

)︂
, h =

(︂
1 0
0 −1

)︂
, e− =

(︂
0 0
1 0

)︂
,

ç òàêèìè êîìóòàöiéíèìè ñïiââiäíîøåííÿìè

[ℎ, e+] = 2e+, [ℎ, e−] = −2e−, [e+, e−] = h.

Ëiíiéíèì çîáðàæåííÿì (𝜌, 𝑉 ) àëãåáðè sl2 ó âåêòîðíîìó ïðîñòîði 𝑉 íàçèâà¹-
òüñÿ ãîìîìîðôiçì 𝜌 : sl2 → End(𝑉 ) ÿêèé çáåðiãà¹ êîìóòàòîðè. Â òåðìiíîëî-
ãi¨ ìîäóëiâ, âåêòîðíèé ïðîñòið 𝑉 (ìîæëèâî íåñêií÷åííîâèìiðíèé) íàçèâà¹òüñÿ
sl2-ìîäóëåì, à ãîìîìîðôiçì 𝜌 íàçèâà¹òüñÿ sl2-äi¹þ.

Áåçïîñåðåäíÿ òà ïðÿìà ïåðåâiðêà ïîêàçó¹, ùî íàñòóïíi äèôåðåíöiàëüíi îïå-
ðàòîðè (𝐷−, 𝐷0, 𝐷+) â Q[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]:

𝜌(e+) = 𝐷+ = 𝑥21𝜕1 + 𝑥22𝜕2 + · · ·+ 𝑥2𝑛𝜕𝑛,

𝜌(h) = 𝐷0 = 2(𝑥1𝜕1 + 𝑥2𝜕2 + · · ·+ 𝑥𝑛𝜕𝑛),

𝜌(e−) = 𝐷− = −(𝜕1 + 𝜕2 + · · ·+ 𝜕𝑛),

äå 𝜕𝑖 =
𝜕

𝜕𝑥𝑖
, çàäîâîëüíÿþòü êîìóòàöiéíèì ñïiââiäíîøåííÿì

[𝐷+, 𝐷−] = 𝐷0, [𝐷0, 𝐷+] = 2𝐷+, [𝐷0, 𝐷−] = −2𝐷−.

Îòæå, âîíè âèçíà÷àþòü sl2-äiþ íà àëãåáði Q[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛], ÿêà ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê
íåñêií÷åííîâèìiðíèé âåêòîðíèé ïðîñòið ç ìîíîìiàëüíèì áàçèñîì 𝑥𝛼 = 𝑥𝛼1

1 𝑥
𝛼2
2 · · ·

𝑥𝛼𝑛
𝑛 , 𝛼 = (𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛) ∈ N𝑛. ×àñòèííi ïîõiäíi 𝜕1, 𝜕2, . . . , 𝜕𝑛 âõîäÿòü ñèìåòðè-
÷íî ó âèðàçè äëÿ îïåðàòîðiâ 𝐷+, 𝐷0, 𝐷−, òîìó öi îïåðàòîðè ¹ åíäîìîðôiçìàìè
i àëãåáðè Λ𝑛. Îòæå, çâóæåííÿ 𝜌 íà Λ𝑛 òàêîæ áóäå sl2-äi¹þ.

Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî елемент Казимiра, òîáòî ¹äèíèé ïîðîäæóþ÷èé åëå-
ìåíò öåíòðó óíiâåðñàëüíî¨ îãîðòóþ÷î¨ àëãåáðè äëÿ àëãåáðè sl2, öi¹¨ äi¨ â êîîð-
äèíàòàõ ìà¹ òàêèé âèãëÿä:

𝐷2
0 + 2(𝐷−𝐷+ +𝐷+𝐷−) = −4

∑︁
1≤𝑖<𝑗≤𝑛

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)
2𝜕𝑖𝜕𝑗.

4.1. Дiя на многочлени Шура. Îñêiëüêè ìíîãî÷ëåíè Øóðà

𝑠𝜆 =
𝑎𝜆+𝛿
𝑎𝛿

=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑥𝜆1+𝑛−1
1 𝑥𝜆1+𝑛−1

2 . . . 𝑥𝜆1+𝑛−1
𝑛

𝑥𝜆2+𝑛−2
1 𝑥𝜆2+𝑛−2

2 . . . 𝑥𝜆2+𝑛−2
𝑛

...
... . . .

...
𝑥𝜆𝑛1 𝑥𝜆𝑛2 . . . 𝑥𝜆𝑛𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒⃒

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑥𝑛−1
1 𝑥𝑛−1

2 . . . 𝑥𝑛−1
𝑛

𝑥𝑛−2
1 𝑥𝑛−2

2 . . . 𝑥𝑛−2
𝑛

...
... . . .

...
1 1 . . . 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

,

óòâîðþþòü áàçèñ â Λ𝑛 ( ÿê íåñêií÷åííîâèìiðíîãî âåêòîðíîãî Q-ïðîñòîðó), òî
sl2-äiÿ íà ìíîãî÷ëåíè Øóðà ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ìíîãî÷ëåíiâ Øóðà.

Â íàñòóïíié òåîðåìi äiÿ îïåðàòîðiâ 𝐷−, 𝐷0, 𝐷+ íà ìíîãî÷ëåíè Øóðà âèðà-
æåíà â öüîìó áàçèñi.
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Теорема 2. Справедливi наступнi спiввiдношення:

(𝑖) 𝐷−(𝑠𝜆) = −
∑︀

𝜇=𝜆−□∈Y𝑛

(𝑛+ 𝑐(□))𝑠𝜇,

(𝑖𝑖) 𝐷0(𝑠𝜆) = 2|𝜆|𝑠𝜆,
(𝑖𝑖𝑖) 𝐷+(𝑠𝜆) =

∑︀
𝜇=𝜆+□∈Y𝑛

𝑐(□)𝑠𝜇.

Доведення. (𝑖) Îñêiëüêè îïåðàòîð 𝐷− ¹ äèôåðåíöiþâàííÿì àëãåáðè ìíî-
ãî÷ëåíiâ, òî ìè ìà¹ìî

𝐷−(𝑠𝜆) = 𝐷−

(︂
𝑎𝜆+𝛿
𝑎𝛿

)︂
=
𝐷−(𝑎𝜆+𝛿)𝑎𝛿 − 𝑎𝜆+𝛿𝐷−(𝑎𝛿)

𝑎2𝛿
.

Çà ïðàâèëîì äèôåðåíöiþâàííÿ âèçíà÷íèêà çíàõîäèìî äiþ 𝐷− íà âèçíà÷íèê
Âàíäåðìîíäà:

𝐷−(𝑎𝛿) =

=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝐷−(𝑥

𝑛−1
1 ) 𝐷−(𝑥

𝑛−1
2 ) . . . 𝐷−(𝑥

𝑛−1
𝑛 )

𝑥𝑛−2
1 𝑥𝑛−2

2 . . . 𝑥𝑛−2
𝑛

...
... . . .

...
1 1 . . . 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒+
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑥𝑛−1
1 𝑥𝑛−1

2 . . . 𝑥𝑛−1
𝑛

𝐷−(𝑥
𝑛−2
1 ) 𝐷−(𝑥

𝑛−2
2 ) . . . 𝐷−(𝑥

𝑛−2
𝑛 )

...
... . . .

...
1 1 . . . 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒+

+ · · ·+

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑥𝑛−1
1 𝑥𝑛−1

2 . . . 𝑥𝑛−1
𝑛

𝑥𝑛−2
1 𝑥𝑛−2

2 . . . 𝑥𝑛−2
𝑛

...
... . . .

...
0 0 . . . 0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ .

Îñêiëüêè 𝐷−(𝑥
𝑘
𝑖 ) = −𝜕𝑖(𝑥𝑘𝑖 ) = −𝑘 𝑥𝑘−1

𝑖 , òî â êîæíîìó ç öèõ âèçíà÷íèêiâ,
êðiì îñòàííüîãî, ¹ äâà ïðîïîðöiéíèõ ðÿäêè, à â îñòàííüîìó âèçíà÷íèêó ¹ íó-
ëüîâèé ðÿäîê. Òîìó äèôåðåíöiþâàííÿ 𝐷− çàíóëÿ¹ âèçíà÷íèê Âàíäåðìîíäà i ìè
îòðèìó¹ìî ïðîñòiøèé âèðàç äëÿ äi¨ îïåðàòîðà 𝐷−:

𝐷−(𝑠𝜆) =

𝐷−

⎛⎜⎜⎜⎝
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑥𝜆1+𝑛−1
1 𝑥𝜆1+𝑛−1

2 . . . 𝑥𝜆1+𝑛−1
𝑛

𝑥𝜆2+𝑛−2
1 𝑥𝜆2+𝑛−2

2 . . . 𝑥𝜆2+𝑛−2
𝑛

...
... . . .

...
𝑥𝜆𝑛1 𝑥𝜆𝑛2 . . . 𝑥𝜆𝑛𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

⎞⎟⎟⎟⎠
𝑎𝛿

.

Äi¹ìî äèôåðåíöiþâàííÿì íà âèçíà÷íèê ó ÷èñåëüíèêó i îòðèìó¹ìî, âðàõîâó-
þ÷è ïðàâèëî äèôåðåíöiþâàííÿ âèçíà÷íèêiâ, òàêó ñóìó

𝐷− (𝑎𝜆+𝛿) = −
𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑛+𝜆𝑖−𝑖)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
𝑥𝜆1+𝑛−1
1 𝑥𝜆1+𝑛−1

2 . . . 𝑥𝜆1+𝑛−1
𝑛

...
... . . .

...
𝑥𝜆𝑖+𝑛−𝑖−1
1 𝑥𝜆𝑖+𝑛−𝑖−1

2 . . . 𝑥𝜆𝑖+𝑛−𝑖−1
𝑛

...
... . . .

...
𝑥𝜆𝑛1 𝑥𝜆𝑛2 . . . 𝑥𝜆𝑛𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒.
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Çðîçóìiëî, ùî êîæåí iç âèçíà÷íèêiâ ñóìè âiäìiííèé âiä íóëÿ ëèøå òîäi êîëè
ó äiàãðàìi Þíãà, ÿêà âiäïîâiäà¹ ðîçáèòòþ 𝜆, êëiòèíà (𝑖, 𝜆𝑖) áóäå âíóòðiøíüîþ
êëiòèíîþ. Â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó îòðèìó¹òüñÿ âèçíà÷íèê ç äâîìà ïðîïîðöié-
íèìè ðÿäêàìè. Çàóâàæèìî, ùî 𝜆𝑖− 𝑖 ¹ êîíòåíòîì 𝑐(□) öi¹¨ âíóòðiøíüî¨ êëiòèíè.
Òîìó, ïîäiëèâøè öþ ñóìó íà íà âèçíà÷íèê Âàíäåðìîíäà, îòðèìà¹ìî, ùî

𝐷−(𝑠𝜆) = −
∑︁

𝜇=𝜆−□∈Y𝑛

(𝑛+ 𝑐(□))𝑠𝜇.

(𝑖𝑖) Çíàéäåìî òåïåð äiþ äèôåðåíöiþâàííÿ 𝐷+ íà âèçíà÷íèê Âàíäåðìîíäà.
Îñêiëüêè 𝐷+(𝑥

𝑘
𝑖 ) = 𝑘𝑥𝑘+1

𝑖 , òî â êîæíîìó âèçíà÷íèêó ñóìè 𝐷+(𝑎𝛿), êðiì òîãî,
ÿêèé âiäïîâiäà¹ äèôåðåíöiþâàííþ ïåðøîãî ðÿäêà, áóäóòü ïðîïîðöiéíi ðÿäêè.
Òîìó â ðåçóëüòàòi çàëèøèòüñÿ ëèøå îäèí âèçíà÷íèê:

𝐷+

⎛⎜⎜⎜⎝
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑥𝑛−1
1 𝑥𝑛−1

2 . . . 𝑥𝑛−1
𝑛

𝑥𝑛−2
1 𝑥𝑛−2

2 . . . 𝑥𝑛−2
𝑛

...
... . . .

...
1 1 . . . 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

⎞⎟⎟⎟⎠ = (𝑛− 1)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑥𝑛1 𝑥𝑛2 . . . 𝑥𝑛𝑛
𝑥𝑛−2
1 𝑥𝑛−2

2 . . . 𝑥𝑛−2
𝑛

...
... . . .

...
1 1 . . . 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ .

Îòðèìàíèé âèçíà÷íèê ¹ óçàãàëüíåíèì âèçíà÷íèêîì Âàíäåðìîíäà. Âèêîðè-
ñòàâøè ôîðìóëó äëÿ éîãî îá÷èñëåííÿ, äèâ. [10, Ëåìà 2.1], îòðèìó¹ìî⃒⃒⃒⃒

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑥𝑛1 𝑥𝑛2 . . . 𝑥𝑛𝑛
𝑥𝑛−2
1 𝑥𝑛−2

2 . . . 𝑥𝑛−2
𝑛

...
... . . .

...
1 1 . . . 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ = (𝑥1 + 𝑥2 + · · ·+ 𝑥𝑛)𝑎𝜆+𝛿 = 𝑠(1)𝑎𝛿.

Äiþ÷è äèôåðåíöiþâàííÿì 𝐷+ íà ìíîãî÷ëåíè Øóðà îòðèìó¹ìî

𝐷+(𝑠𝜆) = 𝐷+

(︂
𝑎𝜆+𝛿
𝑎𝛿

)︂
=
𝐷+(𝑎𝜆+𝛿)𝑎𝛿 − 𝑎𝜆+𝛿𝐷+(𝑎𝛿)

𝑎2𝛿
=
𝐷+ (𝑎𝜆+𝛿)

𝑎𝛿
− (𝑛− 1)𝑠(1)𝑠𝜆.

Âèðàç 𝐷+ (𝑎𝜆+𝛿) ¹ ñóìîþ âèçíà÷íèêiâ, ÿêi âiäìiííi âiä íóëÿ ëèøå òîäi êîëè
êëiòèíà (𝑖, 𝜆𝑖 + 1) áóäå çîâíiøíiì êóòîì äiàãðàìè Þíãà 𝜆. Ìà¹ìî

𝐷+

(︀
det(𝑥𝜆𝑖+𝑛−𝑖𝑗 )

)︀
𝑎𝛿

=

𝑛∑︀
𝑗=1

(𝜆𝑖 + 𝑛− 𝑖) det(𝑥𝜆𝑖+𝑛−𝑖𝑗 )

𝑎𝛿
=

∑︁
𝜇=𝜆+□∈Y𝑛

(𝑛− 1 + 𝑐(□))𝑠𝜇.

Çãiäíî ïðàâèëà Ï'¹ði çíàõîäèìî 𝑠(1)𝑠𝜆 =
∑︀

𝜇=𝜆+□∈Y𝑛

𝑠𝜇.

Îòæå, â ïiäñóìêó, îòðèìó¹ìî

𝐷+(𝑠𝜆) =
∑︁

𝜇=𝜆+□∈Y𝑛

𝑐(□)𝑠𝜇.

(𝑖𝑖𝑖) Øóêà¹ìî äiþ äèôåðåíöiþâàííÿ 𝐷0 íà âèçíà÷íèê Âàíäåðìîíäà

𝐷0

⎛⎜⎜⎜⎝
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑥𝑛−1
1 𝑥𝑛−1

2 . . . 𝑥𝑛−1
𝑛

𝑥𝑛−2
1 𝑥𝑛−2

2 . . . 𝑥𝑛−2
𝑛

...
... . . .

...
1 1 . . . 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

⎞⎟⎟⎟⎠= 2((𝑛−1)+(𝑛−2)+ · · ·+1)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑥𝑛−1
1 𝑥𝑛−1

2 . . . 𝑥𝑛−1
𝑛

𝑥𝑛−2
1 𝑥𝑛−2

2 . . . 𝑥𝑛−2
𝑛

...
... . . .

...
1 1 . . . 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒=

= 𝑛(𝑛− 1)𝑎𝛿.

Роздiл 1: Математика i статистика
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Òîäi

𝐷0(𝑠𝜆) = 𝐷0

(︃
det(𝑥𝜆𝑖+𝑛−𝑖𝑗 )

𝑎𝛿

)︃
=
𝐷(det(𝑥𝜆𝑖+𝑛−𝑖𝑗 ))𝑎𝛿 − det(𝑥𝜆𝑖+𝑛−𝑖𝑗 )𝐷0(𝑎𝛿)

𝑎2𝛿
=

=

𝑛∑︀
𝑖=1

2(𝜆𝑖 + 𝑛− 𝑖) det(𝑥𝜆𝑖+𝑛−𝑖𝑗 )𝑎𝛿 − det(𝑥𝜆𝑖+𝑛−𝑖𝑗 )𝑛(𝑛− 1)𝑎𝛿

𝑎2𝛿
= 2|𝜆|𝑠𝜆.

□
Òåïåð ìè ìîæåìî äîâåñòè Òåîðåìó 1.
Доведення. Ðîçãëÿíåìî òàêi îïåðàòîðè íà QY𝑛:

̂︀𝐷−(𝜆) = −
∑︁

𝜇=𝜆−□∈Y𝑛

(𝑛+ 𝑐(□))𝜇,

̂︀𝐷0(𝜆) = 2|𝜆|𝜆,̂︀𝐷+(𝜆) =
∑︁

𝜇=𝜆+□∈Y𝑛

𝑐(□)𝜇.

ÿêi iíäóêîâàíi içîìîðôiçìîì 𝜙 i âiäïîâiäàþòü îïåðàòîðàì 𝐷−, 𝐷0, 𝐷+ ç Òåîðå-
ìè 2. Âèðàçèìî ¨õ ÷åðåç îïåðàòîðè 𝜉−,∇−,∇+ :

̂︀𝐷− = −(𝑛𝜉−(𝜆) +∇−(𝜆)),̂︀𝐷0(𝜆) = 2|𝜆|𝜆,̂︀𝐷+(𝜆) = ∇+(𝜆).

Îñêiëüêè iñíó¹ içîìîðôiçì àëãåáð Y𝑛 òà Λ𝑛, ÿêèé ïåðåâîäèòü ìíîãî÷ëåí 𝑠𝜆
â ðîçáèòòÿ 𝜆, òî öi îïåðàòîðè çàäàþòü sl2-äiþ íà Y𝑛, ùî i âèìàãàëîñÿ äîâåñòè â
Òåîðåìi 1.

□
4.2. Дiя на iншi базиси в Λn i на породжуючi функцiї. ßê áåçïîñå-

ðåäíié íàñëiäîê Òåîðåìè 2 îòðèìà¹ìî ÿâíèé âèãëÿä äi¨ îïåðàòîðiâ 𝐷−, 𝐷0, 𝐷+ i
îïåðàòîðiâ ̂︀𝐷−, ̂︀𝐷0, ̂︀𝐷+ íà ðiçíi áàçèñè â Λ𝑛 i QY𝑛.

Теорема 3. Дiя операторiв
1) на елементарнi симетричнi многочлени 𝑒𝑖 та на вiдповiднi розбиття (1𝑖) :

𝐷−(𝑒𝑖) = −(𝑛− (𝑖− 1))𝑒𝑖−1, ̂︀𝐷−((1
𝑖)) = −(𝑛− (𝑖− 1))(1𝑖−1)

𝐷0(𝑒𝑖) = 2𝑖𝑒𝑖, ̂︀𝐷0((1
𝑖)) = 2𝑖((1𝑖)),

𝐷+(𝑒𝑖) = 𝑒1𝑒𝑖 − (𝑖+ 1)𝑒𝑖+1, ̂︀𝐷+((1
𝑖)) = (1) · (1𝑖)− (𝑖+ 1)(1𝑖+1)

𝐷+(𝑒𝑛) = 𝑒1𝑒𝑛, ̂︀𝐷+((1
𝑛)) = (1) · (1𝑛).

2) На повнi симетричнi многочлени ℎ𝑖 та на вiдповiднi розбиття (𝑖) :

𝐷−(ℎ𝑖) = −(𝑛+ 𝑖− 1)ℎ𝑖−1, ̂︀𝐷−((𝑛)) = −(𝑛+ 𝑖− 1)(𝑛),

𝐷0(ℎ𝑖) = 2𝑖ℎ𝑖, ̂︀𝐷0((𝑖)) = 2𝑖(𝑖)

𝐷+(ℎ𝑖) = (𝑖+ 1)ℎ𝑖+1 − ℎ1ℎ𝑖, ̂︀𝐷+((𝑖)) = (𝑖+ 1)(𝑖+ 1)− (1) · (𝑖).
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3) На степеневi симетричнi многочлени 𝑝𝑖 та на вiдповiднi розбиття 𝜋𝑖 :

𝐷−(𝑝𝑖) = 𝑖𝑝𝑖−1, 𝐷−(𝑝1) = 𝑛, ̂︀𝐷−(𝜋𝑖) = 𝑖𝜋𝑖−1, 𝐷−(𝜋1) = 𝑛,

𝐷0(𝑝𝑖) = 2𝑖𝑝𝑖, ̂︀𝐷0(𝜋𝑖) = 2𝑖𝜋𝑖,

𝐷+(𝑝𝑖) = 𝑖𝑝𝑖+1, ̂︀𝐷+(𝜋𝑖) = 𝑖𝜋𝑖+1,

для всiх 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛.

Доведення. Ç Òåîðåìè 2, îñêiëüêè ñèìåòðè÷íi ìíîãî÷ëåíè 𝑒𝑖 òà ℎ𝑖 ¹ ìíî-
ãî÷ëåíàìè Øóðà, ÿêi âiäïîâiäàþòü ðîçáèòòÿì (1𝑖) i (𝑖), ìè çðàçó îòðèìà¹ìî,
ùî

𝐷−(𝑒𝑖) = −(𝑛− (𝑖− 1))𝑒𝑖−1 𝐷−(ℎ𝑖) = −(𝑛+ 𝑖− 1)ℎ𝑖−1

𝐷0(𝑒𝑖) = 2𝑖𝑒𝑖 𝐷(ℎ𝑖) = 2𝑖ℎ𝑖,
𝐷+(𝑒𝑖) = 𝑒1𝑒𝑖 − (𝑖+ 1)𝑒𝑖+1 𝐷+(ℎ𝑖) = (𝑖+ 1)ℎ𝑖+1 − ℎ1ℎ𝑖,
𝐷+(𝑒𝑛) = 𝑒1𝑒𝑛 𝐷+(ℎ𝑛) = (𝑛+ 1)ℎ𝑛+1 − ℎ1ℎ𝑛.

Ðåçóëüòàòè äi¨ îïåðàòîðiâ 𝐷−, 𝐷0 çðîçóìiëi, ïîÿñíèìî îòðèìàíi âèðàçè äëÿ
𝐷+. Çà Òåîðåìîþ 2 ìà¹ìî, ùî

𝐷+(𝑠𝜆) =
∑︁

𝜇=𝜆+□∈Y𝑛

𝑐(□)𝑠𝜇.

Äëÿ 𝜆 = (1𝑖), 𝑖 < 𝑛 îòðèìó¹ìî,

𝐷+(𝑠(1𝑖)) = 𝐷+(𝑒𝑖) =
∑︁

𝜇=(1𝑖)+□∈Y𝑛

𝑐(□)𝑠𝜇 = 𝑠2,1,...,1 − 𝑖𝑒𝑖+1.

Çà ïðàâèëîì Ï'¹ði, ìà¹ìî

𝑒1𝑒𝑖 = 𝑠2,1,...,1 + 𝑒𝑖+1.

Çâiäñè

𝐷+(𝑒𝑖) = 𝑒1𝑒𝑖 − (𝑖+ 1)𝑒𝑖+1.

Äëÿ âèïàäêó 𝑖 = 𝑛 ìà¹ìî 𝐷+(𝑒𝑛) = 𝑒1𝑒𝑛.
Äëÿ ïîâíèõ ñèìåòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ âèðàç äëÿ 𝐷+(ℎ𝑖) îòðèìó¹òüñÿ àíà-

ëîãi÷íî. Äiÿ íà ñòåïåíåâi ñèìåòðè÷íi ìíîãî÷ëåíè ìíîãî÷ëåíè 𝑝𝑖 îòðèìó¹òüñÿ
çðàçó iç îçíà÷åííÿ öèõ ìíîãî÷ëåíiâ.

Òåîðåìó äîâåäåíî.
□

Çíàéäåìî äiþ îïåðàòîðiâ 𝐷−, 𝐷0, 𝐷+ íà ïîðîäæóþ÷i ôóíêöi¨ öèõ ñiìåé ñè-
ìåòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ. Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà òåîðåìà

Теорема 4. Нехай 𝐸(𝑡), 𝐻(𝑡), 𝑃 (𝑡) – звичайнi породжуючi функцiї для сiмей
елементарних, повних та степеневих симетричних многочленiв, вiдповiдно.
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Тодi оператори 𝐷−, 𝐷0, 𝐷+ дiють на них у такий спосiб:

1) 𝐷−(𝐻(𝑡)) = −𝑡(𝑛𝐻(𝑡) + 𝑡𝐻 ′(𝑡)),
𝐷0(𝐻(𝑡)) = 2𝑡𝐻 ′(𝑡),
𝐷+(𝐻(𝑡)) = 𝐻 ′(𝑡)− ℎ1𝐻(𝑡).

2) 𝐷−(𝐸(𝑡)) = −𝑡(𝑛𝐸(𝑡)− 𝑡𝐸 ′(𝑡)),
𝐷0(𝐸(𝑡)) = 2𝑡𝐸 ′(𝑡),
𝐷+(𝐸(𝑡)) = 𝑒1𝐸(𝑡)− 𝐸 ′(𝑡).

3) 𝐷−(𝑃 (𝑡)) = −𝑛− 𝑡(2𝑃 (𝑡) + 𝑡𝑃 ′(𝑡)),
𝐷0(𝑃 (𝑡)) = 2𝑡𝑃 ′(𝑡),
𝐷+(𝑃 (𝑡)) = 𝑃 ′(𝑡).

Доведення. Äëÿ ïîðîäæóþ÷î¨ ôóíêöi¨ ïîâíèõ ñèìåòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ
𝐻(𝑡) ìà¹ìî

𝐷−(𝐻(𝑡)) =
∞∑︁
𝑖=0

𝐷−(ℎ𝑖)𝑡
𝑖 = −

∞∑︁
𝑖=1

(𝑛+ 𝑖− 1)ℎ𝑖−1𝑡
𝑖 = −

∞∑︁
𝑖=1

𝑛ℎ𝑖−1𝑡
𝑖−

−
∞∑︁
𝑖=1

(𝑖− 1)ℎ𝑖−1𝑡
𝑖 = −𝑛𝑡

∞∑︁
𝑖=0

ℎ𝑖𝑡
𝑖 − 𝑡2

∞∑︁
𝑖=2

(𝑖− 1)ℎ𝑖−1𝑡
𝑖−2 = −𝑛𝑡𝐻(𝑡)− 𝑡2𝐻 ′(𝑡).

Äàëi çíàõîäèìî

𝐷0(𝐻(𝑡)) =
∞∑︁
𝑖=1

𝐷(ℎ𝑖)𝑡
𝑖 =

∞∑︁
𝑖=1

2 𝑖ℎ𝑖𝑡
𝑖 = 2𝑡

∞∑︁
𝑖=1

𝑖ℎ𝑖𝑡
𝑖−1 = 2𝑡𝐻 ′(𝑡),

i

𝐷+(𝐻(𝑡)) =
∞∑︁
𝑖=0

𝐷+(ℎ𝑖)𝑡
𝑖 =

∞∑︁
𝑖=0

((𝑖+ 1)ℎ𝑖+1 − ℎ1ℎ𝑖)) 𝑡
𝑖 =

∞∑︁
𝑖=0

(𝑖+ 1)ℎ𝑖+1𝑡
𝑖−

−ℎ1
∞∑︁
𝑖=0

ℎ𝑖𝑡
𝑖 = 𝐻 ′(𝑡)− ℎ1𝐻(𝑡).

Äëÿ ïîðîäæóþ÷èõ ôóíêöié 𝐸(𝑡) i 𝑃 (𝑡) äiÿ íà íèõ îïåðàòîðiâ çîáðàæåííÿ
çíàõîäèòüñÿ àíàëîãi÷íèìè ìiðêóâàííÿìè.

□
Ïèòàííÿ ïðî äiþ íà ïîðîäæóþ÷ó ôóíêöiþ äëÿ ìíîãî÷ëåíiâ Øóðà çàëè-

øà¹òüñÿ âiäêðèòèì, îñêiëüêè àíàëiòè÷íèé âèðàç äëÿ öi¹¨ ôóíêöi¨ íåâiäîìèé,
äèâ. [11], [12].

5. Новi sl2-дiї на Q[𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛] i на Λ𝑛. Ìè õî÷åìî îòðèìàòè íîâi
ðåàëiçàöi¨ sl2-äi¨ â Q[𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛], âèêîðèñòîâóþ÷è çíàéäåíi sl2-äiþ â Λ𝑛. Â
çàãàëüíîìó âèïàäêó, ðîçøèðåííÿ äèôåðåíöiþâàííÿ ç ïiäàëãåáðè íà àëãåáðó, íå
çàâæäè ìîæëèâå. Ïðîòå, ÿêùî êiëüêiñòü ïîðîäæóþ÷èõ â àëãåáði òàêà ñàìà, ÿê i
â ïiäàëãåáði, òî ìè ìîæåìî ïðîäîâæèòè äîâiëüíå äèôåðåíöiþâàííÿ íà àëãåáðó
ïðîñòèì ïåðåïîçíà÷åííÿì çìiííèõ, ïðè äåÿêèõ óìîâàõ.

Â íàñòóïíié òåîðåìi âèçíà÷àþòüñÿ òðè íîâi sl2-äi¨ íà Q[𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛].
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Теорема 5. Наступнi вiдображення 𝜌𝑖 : sl2 ↦→ End(Q[𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛]) є
sl2-дiями:

1) 𝜌1(e−) = − (𝑛𝜕1 + (𝑛− 1)𝑥1𝜕2 + · · ·+ 1 · 𝑥𝑛−1𝜕𝑛) ,
𝜌1(h) = 2 (𝑥1𝜕1 + 2𝑥2𝜕2 + · · ·+ 𝑛𝑥𝑛𝜕𝑛) ,
𝜌1(e+) = (𝑥21 − 2𝑥2)𝜕1 + (𝑥1𝑥2 − 3𝑥3)𝜕2 + (𝑥1𝑥3 − 4𝑥4)𝜕3 + · · ·+ 𝑥1𝑥𝑛𝜕𝑛.

2) 𝜌2(e−) = − (𝑛𝜕1 + (𝑛+ 1)𝑥1𝜕2 + · · ·+ (2𝑛− 1) · 𝑥𝑛−1𝜕𝑛) ,
𝜌2(h) = 2 (𝑥1𝜕1 + 2𝑥2𝜕2 + · · ·+ 𝑛𝑥𝑛𝜕𝑛) ,
𝜌2(e+) = (2𝑥2 − 𝑥21)𝜕1 + (3𝑥3 − 𝑥1𝑥2)𝜕2 + · · ·+ ((𝑛+ 1)𝐻𝑛 − 𝑥1𝑥𝑛)𝜕𝑛.

3) 𝜌3(e−) = − (𝑛𝜕1 + 2𝑥1𝜕2 + · · ·+ 𝑛 · 𝑥𝑛−1𝜕𝑛) ,
𝜌3(h) = 2 (𝑥1𝜕1 + 2𝑥2𝜕2 + · · ·+ 𝑛𝑥𝑛𝜕𝑛) ,
𝜌3(e+) = 𝑥2𝜕1 + 2𝑥3𝜕2 + · · ·+ 𝑛𝑃𝑛𝜕𝑛.

де 𝐻𝑛(ℎ1, ℎ2, . . . , ℎ𝑛) = ℎ𝑛+1 i 𝑃𝑛(𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛) = 𝑝𝑛+1.

Доведення. Ïåðåïèøåìî â êîîðäèíàòàõ, âiäîìó ç Òåîðåìè 3 äiþ íà åëåìåí-
òàðíi ñèìåòðè÷íi ìíîãî÷ëåíè 𝑒𝑖:

𝜌1(e−) = −
(︂
𝑛
𝜕

𝜕𝑒1
+ (𝑛− 1)𝑒1

𝜕

𝜕𝑒2
+ · · ·+ 1 · 𝑒𝑛−1

𝜕

𝜕𝑒𝑛

)︂
,

𝜌1(h) = 2

(︂
𝑒1

𝜕

𝜕𝑒1
+ 2𝑒2

𝜕

𝜕𝑒2
+ · · ·+ 𝑛𝑒𝑛

𝜕

𝜕𝑒𝑛

)︂
,

𝜌1(e+) = (𝑒21 − 2𝑒2)
𝜕

𝜕𝑒1
+ (𝑒1𝑒2 − 3𝑒3)

𝜕

𝜕𝑒2
+ (𝑒1𝑒3 − 4𝑒4)

𝜕

𝜕𝑒3
+ · · ·+ 𝑒1𝑒𝑛

𝜕

𝜕𝑒𝑛
,

Âèêîíàâøè ôîðìàëüíó çàìiíó çìiííèõ 𝑒𝑖 ↦→ 𝑥𝑖, îòðèìà¹ìî òâåðäæåííÿ 1).
Òåîðåìè.

Äëÿ ïîâíèõ ñèìåòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ ìè ìà¹ìî òàêó äiþ àáî â êîîðäèíàòàõ

𝜌2(e−) = −
(︂
𝑛
𝜕

𝜕ℎ1
+ (𝑛+ 1)ℎ1

𝜕

𝜕ℎ2
+ · · ·+ (2𝑛− 1) · ℎ𝑛−1

𝜕

𝜕ℎ𝑛

)︂
,

𝜌2(h) = 2

(︂
ℎ1

𝜕

𝜕ℎ1
+ 2ℎ2

𝜕

𝜕ℎ2
+ · · ·+ 𝑛ℎ𝑛

𝜕

𝜕ℎ𝑛

)︂
,

𝜌2(e+) = (2ℎ2 − ℎ21)
𝜕

𝜕ℎ1
+ (3ℎ3 − ℎ1ℎ2)

𝜕

𝜕ℎ2
+ · · ·+ ((𝑛+ 1)ℎ𝑛+1 − ℎ1ℎ𝑛)

𝜕

𝜕ℎ𝑛
.

Äëÿ òîãî, ùîá ïðîäîâæèòè äèôåðåíöiþâàííÿ 𝜌2(e+) ç Λ𝑛 íà Q[𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛]
ïîòðiáíî âèðàçèòè ℎ𝑛+1 ÿê äåÿêèé ìíîãî÷ëåí𝐻𝑛 âiä ℎ1, ℎ2, . . . , ℎ𝑛 i òîäi âèêîíàòè
çàìiíó ℎ𝑖 ↦→ 𝑥𝑖.

Àíàëîãi÷íî, äëÿ ñòåïåíåâèõ ñèìåòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ ìà¹ìî

𝜌3(e−) = −
(︂
𝑛
𝜕

𝜕𝑝1
+ 2𝑝1

𝜕

𝜕𝑝2
+ · · ·+ 𝑛 · 𝑝𝑛−1

𝜕

𝜕𝑝𝑛

)︂
,

𝜌3(h) = 2

(︂
𝑝1

𝜕

𝜕𝑝1
+ 2𝑝2

𝜕

𝜕𝑝2
+ · · ·+ 𝑛𝑝𝑛

𝜕

𝜕𝑝𝑛

)︂
,

𝜌3(e+) = 𝑝2
𝜕

𝜕𝑝1
+ 2𝑝3

𝜕

𝜕𝑝2
+ · · ·+ 𝑛𝑝𝑛+1

𝜕

𝜕𝑝𝑛
.
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Äëÿ òîãî, ùîá ïðîäîâæèòè äèôåðåíöiþâàííÿ 𝜌3(e+) ç Λ𝑛 íàQ[(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)]
ïîòðiáíî âèðàçèòè 𝑝𝑛+1 ÿê ìíîãî÷ëåí 𝑃𝑛 âiä 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛 i òîäi âèêîíàòè çàìiíó
𝑝𝑖 ↦→ 𝑥𝑖.

Òåîðåìó äîâåäåíî.
□

Äëÿ íåâåëèêèõ 𝑛 ìíîãî÷ëåíè 𝐻𝑛 i 𝑃𝑛 ìàþòü âèãëÿä:

𝐻2 = −ℎ13 + 2ℎ1ℎ2

𝐻3 = ℎ1
4 − 3ℎ1

2ℎ2 + 2ℎ1ℎ3 + ℎ2
2,

𝐻4 = −ℎ15 + 4ℎ1
3ℎ2 − 3ℎ1

2ℎ3 − 3ℎ1ℎ2
2 + 2ℎ1ℎ4 + 2ℎ2ℎ3,

𝐻5 = ℎ1
6 − 5ℎ1

4ℎ2 + 4ℎ1
3ℎ3 +

(︀
6ℎ2

2 − 3ℎ4
)︀
ℎ1

2 + (2ℎ5 − 6ℎ2ℎ3)ℎ1−
− ℎ2

3 + 2ℎ2ℎ4 + ℎ3
2,

i

𝑃2 = −1

2
𝑝1

3 +
3

2
𝑝2𝑝1,

𝑃3 =
1

6
𝑝1

4 − 𝑝2𝑝1
2 +

4

3
𝑝3𝑝1 +

1

2
𝑝2

2,

𝑃4 = −1

2
4 𝑝1

5 +
5

12
𝑝2𝑝1

3 − 5

6
𝑝3𝑝1

2 +

(︂
5

4
𝑝4 −

5

8
𝑝2

2

)︂
𝑝1 +

5

6
𝑝3𝑝2,

𝑃5 =
1

120
𝑝1

6−1

8
𝑝2𝑝1

4+
1

3
𝑝3𝑝1

3+

(︂
3

8
𝑝2

2−3

4
𝑝4

)︂
𝑝1

2+

(︂
6

5
𝑝5−𝑝3𝑝2

)︂
𝑝1−

−1

8
𝑝2

3+
1

3
𝑝3

2+
3

4
𝑝4𝑝2.

Çàóâàæèìî, ùî 𝜌1, 𝜌2, 𝜌3 âæå íå áóäóòü sl2-äiÿìè íà Λ𝑛.
6. Висновки та перспективи подальших дослiджень. Â ðîáîòi çíàéäå-

íî ÿâíèé âèãëÿä òðiéêè îïåðàòîðiâ sl2-äi¨ íà âåêòîðíîìó ïðîñòîði äiàãðàì Þíãà
QY𝑛 òà ïðîñòîði ñèìåòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ. Ïîêàçàíî, ùî, âèêîðèñòîâóþ÷è içî-
ìîðôiçì ìiæ QY𝑛 òà àëãåáðîþ ñèìåòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ Λ𝑛, ìîæíà ïåðåíåñòè
äiþ àëãåáðè Ëi sl2 ç Λ𝑛 íà QY𝑛.

Â ìàéáóòíüîìó ïëàíó¹òüñÿ çàñòîñóâàòè çàïðîïîíîâàíèé ïiäõiä i âèêîðèñòàòè
iíøi âiäîìi ñèìåòðè÷íi äi¨ sl2 íà Q[𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛] ç ìåòîþ ïåðåíåñåííÿ ¨õ íà
ïðîñòið äiàãðàì Þíãà QY𝑛. Îñíîâíà òåõíi÷íà ïðîáëåìà, ÿêà òóò âèíèêàòèìå,
öå çíàõîäæåííÿ äi¨ äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ, ÿêi ðåàëiçîâóþòü âiäïîâiäíå
çîáðàæåííÿ sl2, íà ìíîãî÷ëåíè Øóðà.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè ðîáîòè ìàþòü çàñòîñóâàííÿ â òåîði¨ çîáðàæåíü òà êîìái-
íàòîðèöi, çîêðåìà â äîñëiäæåííi ñòðóêòóðíèõ âëàñòèâîñòåé àëãåáð ñèìåòðè÷íèõ
ôóíêöié òà îïåðàòîðiâ íà äèôåðåíöiàëüíèõ ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèíàõ.
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This paper establishes the explicit form of derivatives ( ̂︀𝐷−, ̂︀𝐷0, ̂︀𝐷+) that define the
action of the Lie algebra sl2 on the vector space QY𝑛 of Young diagrams corresponding to
partitions 𝜆 of length 𝑛: ̂︀𝐷−(𝜆) = −(𝑛𝜉−(𝜆) +∇−(𝜆)),̂︀𝐷0(𝜆) = 2|𝜆|𝜆,̂︀𝐷+(𝜆) = ∇+(𝜆),

where 𝜉−(𝜆) and ∇±(𝜆) are sums over all possible Young diagrams obtained by adding or
removing a cell □ from the corresponding Young diagram. The proof involves introducing
an algebra structure on QY𝑛 isomorphic to the algebra of symmetric polynomials in 𝑛
variables, defining the sl2 action on Schur polynomials, and transferring this action to
QY𝑛.
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