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Роздiл 1

Звичайнi диференцiальнi рiвняння першого порядку, розв’язанi
вiдносно похiдної

1.1 Основнi поняття та означення

Означення 1.1. Звичайним диференцiальним рiвнянням n–го порядку на-
зивають спiввiдношення мiж незалежною змiнною x, шуканою фунцiєю y(x)

та її похiдними y′, y′′, . . . , y(n) вигляду:

F
(
x, y(x), y′, y′′, . . . , y(n)

)
= 0, (1.1)

де x ∈ I := [a, b] — незалежна змiнна, y = y(x) ∈ Cn(I) — невiдома скалярна
шукана функцiя, F : I ×Dn → Rn+1 — задана функцiя.

Диференцiальне рiвняння (1.1) називають диференцiальним рiвнянням в
неявному виглядi, або диференцiальним рiвнянням, не розв’язаним вiдносно
старшої похiдної.

Означення 1.2. Якщо диференцiальне рiвняння (1.1) можна розв’язати вiд-
носно старшої похiдної y(n), то його записують у виглядi:

y(n) = f
(
x, y(x), y′, . . . , y(n−1)

)
(1.2)

i називають звичайним диференцiальним рiвнянням n–го порядку у нормаль-
нiй формi, або явним диференцiальним рiвнянням (рiвнянням, розв’язаним
вiдносно старшої похiдної).

Означення 1.3. Порядком диференцiального рiвняння називається порядок
старшої похiдної шуканої функцiї.

Означення 1.4. Рiвняння (1.1) називається лiнiйним, якщо функцiя F є лi-
нiйною вiдносно y, y′, . . . , y(n), квазiлiнiйним, якщо старша похiдна y(n) вхо-
дить лiнiйно, i нелiнiйним, якщо функцiя F є нелiнiйною вiдносно y(n).

Надалi будемо розглядати диференцiальнi рiвняння першого порядку, тоб-
то нехай у рiвняннях (1.1), (1.2) n = 1.
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Означення 1.5. Якщо диференцiальне рiвняння представлене у виглядi:

M(x, y)dx+N(x, y)dy = 0, (1.3)

де M(x, y) та N(x, y) — заданi функцiї, то таку форму запису називають
симетричною.

Означення 1.6. Розв’язком диференцiального рiвняння (1.2) на iнтервалi I
називають неперервно диференцiйовну на цьому iнтервалi функцiю

y = φ(x), (1.4)

яка перетворює рiвняння (1.2) на тотожнiсть, тобто

φ′(x) ≡ f (x, φ(x)) .

Розв’язок рiвняння (1.2) може бути заданий не тiльки явно, тобто у виг-
лядi (1.4), але й у неявному виглядi:

Φ(x, y) = 0,

що називається iнтегралом рiвняння (1.2), або параметрично:

x = φ(t), y = ψ(t).

Означення 1.7. Задачею Кошi для диференцiльного рiвняння (1.2) назива-
ють задачу вiдшукання розв’язку рiвняння (1.2), що задовольняє умовi:

y (x0) = y0. (1.5)

При цьому (1.5) називають початковою умовою задачi Кошi (1.2), (1.5),
а точку (x0, y0) — початковою точкою.

Для задачi Кошi (1.2), (1.5) мають мiсце наступнi теореми.

Теорема 1.1. (Пеано) [1]
Якщо функцiя f(x, y) неперервна у деякiй областi D площини xOy, то

iснує неперервна разом зi своєю похiдною функцiя y = y(x), яка є розв’язком
задачi Кошi (1.2), (1.5), де (x0, y0) ∈ D.
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Теорема 1.2. (Кошi)[2]
Нехай функцiя f(x, y) визначена у прямокутнику

G := {(x, y) : |x− x0| ≤ a, |y − y0| ≤ b} , a, b > 0, (1.6)

i задовольняє у ньому такi умови:
1) f(x, y) неперервна, а отже, й обмежена, тобто

∃M > 0, |f(x, y)| ≤M ;

2) функцiя f задовольняє умову Лiпшиця:

|f(x, u)− f(x, v)| ≤ K|u− v|,

∀(x, u), (x, v) ∈ I ×D, K ≥ 0.
Тодi задача Кошi (1.2), (1.5) має єдиний розв’язок на вiдрiзку

|x− x0| ≤ h, h = min

(
a,

b

M

)
.

Означення 1.8. Загальним розв’язком диференцiального рiвняння (1.2) у
деякiй областi G площини xOy називають функцiю

y = φ(x,C), (1.7)

яка залежить вiд однiєї довiльної сталої C, якщо:
1) вона є розв’язком рiвняння (1.2) для довiльного фiксованого значення

сталої C;
2) для будь–якої початкової умови (1.5), де (x0, y0) ∈ G, iснує єдине зна-

чення сталої C = C0 таке, що функцiя y = φ(x,C0) задовольняє умову (1.5).

Означення 1.9. Якщо не можна знайти загальний розв’язок у виглядi (1.7),
його шукають у неявному виглядi

Ψ(x, y) = C

та називають загальним iнтегралом диференцiального рiвняння (1.2).

Означення 1.10. Якщо у точцi (x0, y0) порушуються умови теореми Кошi, то
через цю точку можуть проходити декiлька iнтегральних кривих (розв’язок
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не єдиний) або не проходить жодна iнтегральна крива (розв’язку не iснує).
Такi точки називають особливими точками диференцiального рiвняння.

Означення 1.11. Частинним розв’язком рiвняння (1.2) в областi G нази-
вають функцiю y = φ(x,C0), яка знаходиться iз загального розв’язку (1.7)
при певному значеннi сталої C = C0.

1.2 Геометрична iнтерпретацiя диференцiального рiвняння
першого порядку

Розглянемо геометричну iнтерпретацiю рiвняння

y′ = f(x, y) (1.8)

та задачi Кошi (1.8), (1.5).

Означення 1.12. У кожнiй точцi (x, y) областiG (Рис. 1.1) проведемо пряму,
яка нахилена до осi Ox пiд кутом α = arctgf(x, y).

Рис. 1.1

Сукупнiсть усiх цих прямих називатимемо полем напрямiв диференцiаль-
ного рiвняння (1.8). Криву l, дотична до якої в кожнiй точцi збiгається з вiд-
повiдною прямою поля напрямiв, називатимемо iнтегральною кривою поля
напрямiв чи рiвняння (1.8). Оскiльки f — неперервна функцiя, то нахил пря-
мої змiнюється неперервно вздовж кривої l, тобто ця крива є гладкою. Крiм
того, в усiх точках областi G

−π
2
< arctgf(x, y) <

π

2
.
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Тому рiвняння кривої l можна записати у виглядi функцiї y = ψ(x), x ∈ I,
причому ψ ∈ C1

I i (x, ψ(x)) ∈ G для всiх x ∈ I. Оскiльки ψ′(x) дорiвнює tgα,
де α — кут нахилу дотичної до l у точцi (x, ψ(x)), то ψ′(x) = f(x, ψ(x)), x ∈ I.
Отож, рiвняння y = ψ(x) iнтегральної кривої l диференцiального рiвняння
(1.8) є розв’язком цього рiвняння. Легко бачити, що й навпаки, графiк кожно-
го розв’язку диференцiального рiвняння (1.8) є його iнтегральною кривою.
Отже, розв’язати диференцiальне рiвняння (1.8) геометрично означає побу-
дувати всi його iнтегральнi кривi.

Означення 1.13. Прямi, на яких кутовий коефiцiєнт поля напрямiв має
однакову величину, називаються iзоклiнами. Iзоклiни диференцiального рiв-
няння (1.8) визначаються рiвнянням y = kx.

Якщо розглянути задачу Кошi (1.8), (1.5), то для її геометричного розв’я-
зування треба побудувати ту iнтегральну криву, яка проходить через задану
точку (x0, y0).

Нехай задано диференцiальне рiвняння (1.8). Якщо розглядати x i y як
декартовi координати точки, то рiвняння (1.8) встановлює зв’язок мiж коор-
динатами довiльної точки дотику M = M(x, y) площини i кутовим коефi-
цiєнтом k дотичної dydx до iнтегральної кривої в цiй точцi (Рис.1.2):

k = tgα =
dy

dx
= f(x, y).

Рис. 1.2

З Рис.1.1 видно, що AM — дотична до кривої y = y(x), AD— пiддотична,
BM — нормаль, BD — пiднормаль.
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Причому довжина перпентикуляра MD, опущеного на вiсь абсцис, дорiв-
нює абсцисi точки дотику M , тобто |MD| = x, а довжина перпендикуляра,
опущеного на вiсь ординат,— ординатi точки M — |MF | = y.

Задача 1.1. Знайти криву, для якої сума довжин дотичної та пiддотичної
пропорцiйна координатi точки дотику.

Зобразимо у декартовiй системi координат деяку криву y = y(x), до якої
пiд кутом α проведемо дотичну AM з точкою дотику в точцi M = M(x, y)

кривої (Рис. 1.3). Вiдрiзок AD задаватиме пiддотичну дотичної AM .

Рис. 1.3

Тодi з умов задачi одержимо рiвняння:

AM + AD = kxy, (1.9)

де k— коефiцiєнт пропорцiйностi.
Iз геометричного змiсту похiдної маємо:

tgα = y′ =
MD

AD
=

y

AD
, оскiльки |MD| = y =⇒ AD =

y

y′
.

Iз 4MDA:

AM 2 = MD2 + AD2 =

(
y

y′

)2

+ y2 =⇒ AM = y

√
1

y′2
+ 1.

Пiдставляючи одержанi значення вiдрiзкiв у рiвняння (1.9) одержимо:

y

√
1

y′2
+ 1 +

y

y′
= kxy, y 6= 0 =⇒

√
1

y′2
+ 1 +

1

y′
= kx =⇒
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1

y′

(√
y′2 + 1 + 1

)
= kx =⇒

(√
y′2 + 1

)
= kxy′ − 1 =⇒

y′2 + 1 = (kxy′ − 1)
2

=⇒ y′2(1− k2x2) = −2kxy′, y′ 6= 0 =⇒

y′
(
1− k2x2

)
= −2kx =⇒ y′ = − 2kx

1− k2x2
=⇒

dy = − 2kx

1− k2x2
dx =⇒ y =

1

k
ln |1− k2x2|+ C.

Таким чином, кривi, що задовольняють умову (1.9), задаються рiвнянням
y = 1

k ln |1− k2x2|+ C.

1.3 Рiвняння з вiдокремлюваними змiнними та звiднi до них

Означення 1.14. Розглянемо диференцiальне рiвняння першого порядку

M1(x)N1(y)dx+M2(x)N2(y)dy = 0, (1.10)

де Mi(x) та Ni(y), i = 1, 2 — заданi неперервнi функцiї.
Рiвняння (1.10) називають рiвнянням з вiдокремлюваними змiнними.

Припускаючи, що N1(y) 6= 0 таM2(x) 6= 0, домножимо (1.10) на 1
M2(x)·N1(y)

.
Одержимо:

M1(x)

M2(x)
dx+

N2(y)

N1(y)
dy = 0. (1.11)

Проiнтегрувавши рiвнiсть (1.11), одержимо загальний iнтеграл рiвняння
(1.10) у виглядi: ∫

M1(x)

M2(x)
dx+

∫
N2(y)

N1(y)
dy = C,C − const. (1.12)

При цьому, якщо iснують такi прямi x = x0 та або y = y0, при яких
M2(x0) ≡ 0 та або N1(y0) ≡ 0, то вони можуть бути особливими розв’язками
рiвняння (1.10).

Для перевiрки, чи будуть цi функцiї особливими розв’язками потрiбно:

1. Перевiрити чи x = x0 та або y = y0 задовольняють рiвняння (1.10);

2. Якщо так, тодi, чи мiстяться вони в загальному iнтегралi (1.12), тобто чи
∃C = C0, при якому данi значення одержуться iз загального розв’язку.
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Якщо такого C = C0 не iснує, то x = x0 та або y = y0 є особливими
розв’язками рiвняння з вiдокремлюваними змiнними (1.10).

Рiвняння з вiдокремлюваними змiнними можна також записати у виглядi:

y′ = f1(x)f2(y). (1.13)

З урахування того, що y′ = dy
dx , перепишемо рiвняння (1.13) наступним

чином:
dy

dx
= f1(x)f2(y)

та домножимо останнє на dx
f2(y)

, припускаючи, що f2(y) 6= 0.
В результатi одержимо диференцiальне рiвняння:

dy

f2(y)
= f1(x)dx, (1.14)

змiннi якого вiдокремлено.
Для одержання загального iнтегралу рiвняння (1.13) iнтегруємо:∫

dy

f2(y)
=

∫
f1(x)dx+ C, (1.15)

де C— const.
Аналогiчно як i для рiвняння у симетричнiй формi (1.10), при розв’язаннi

диференцiального рiвняння (1.13) могли виникнути особливi розв’язки. Шу-
каємо їх з умови:

f2(y) = 0.

Якщо ∃y = y0, при якому f2(y0) ≡ 0, тодi ця пряма може бути особли-
вим розв’язком рiвняння (1.13). Для її перевiрки використовується пiдхiд,
наведений вище, для (1.10).

Приклад 1.1. Зiнтегрувати рiвняння

(y − x2y)dy = (x− xy2)dx. (1.16)

Перепишемо рiвняння (1.16) у виглядi:

y(1− x2)dy = x(1− y2)dx. (1.17)

Припускаючи, що 1 − x2 6= 0, 1 − y2 6= 0, для вiдокремлення змiнних
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подiлимо обидвi частини рiвняння на (1− x2)(1− y2). Тодi

y

1− y2
dy =

x

1− x2
dx(x 6= ±1, y 6= ±1) =⇒

−1

2

∫
d(1− y2)

1− y2
= −1

2

∫
d(1− x2)

1− x2
+ lnC =⇒

ln |1− y2| = ln |1− x2|+ lnC =⇒

1− y2 = C(1− x2).

Отже, загальним iнтегралом заданого диференцiального рiвняння є фун-
кцiя

y2 = 1 + C(x2 − 1), C − const. (1.18)

З’ясуємо можливiсть появи особливих розв’язкiв у (1.16). Легко перевiри-
ти, що функцiї x = −1, x = 1, y = −1, y = 1 є розв’язками рiвняння, однак
у загальному iнтегралi мiстяться лише два останнiх (їх можна отримати з
формули (1.18) при C = 0). А тому функцiї x = −1 i x = 1 є особливими
розв’язками.

1.4 Диференцiальнi рiвняння, якi зводяться до рiвнянь з
вiдокремлюваними змiнними

До рiвняння з вiдокремлюваними змiнними зводяться рiвняння вигляду:

y′ = f(ax+ by + d),

де a, b, d—деякi сталi. Справдi, якщо виконати замiну z = ax+ by, то

y =
z − ax
b

=⇒ y′ =
1

b
z′ − a

b

i для знаходження функцiї z одержуємо рiвняння з вiдокремлюваними змiн-
ними

z′ = bf(z + d) + a.

Приклад 1.2. Зiнтегрувати рiвняння

y′ = (4x+ y + 5)2.
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Нехай z = 4x+ y. Тодi

z′ = 4 + y′ =⇒ y′ = z′ − 4 =⇒ z′ − 4 = (z + 5)2 =⇒ z′ = (z + 5)2 + 4.

Звiдси, якщо (z + 5)2 + 4 6= 0, то

dz

(z + 5)2 + 4
= dx =⇒

∫
dz

(z + 5)2 + 4
= x+ C =⇒

1

2
arctg

z + 5

2
= x+ C =⇒ arctg

4x+ y + 5

2
= 2x+ 2C =⇒

4x+ y + 5 = 2tg(2x+ C1), C1 := 2C.

Отже, загальним розв’язком є y = 2tg(2x+ C)− 4x− 5.
Оскiльки (z + 5)2 + 4 6= 0 на множинi дiйсних чисел, то iнших розв’язкiв

немає.

1.5 Однорiднi диференцiальнi рiвняння

Означення 1.15. Функцiю f(x, y) називають однорiдною функцiєю порядку
m, якщо для будь–яких x, y i параметру λ 6= 0 справджується тотожнiсть:

f(λx, λy) ≡ λmf(x, y).

Означення 1.16. Диференцiальне рiвняння

y′ = f(x, y) (1.19)

називають однорiдним, якщо f(x, y) є однорiдною функцiєю нульового по-
рядку.

Диференцiальне рiвняння вигляду

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0,

де P (x, y) та Q(x, y) — заданi функцiї, буде однорiдним, якщо P (x, y) та
Q(x, y) — однорiднi одного i того ж порядку.

Замiною змiнних
y(x) = z(x)x, (1.20)
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де z(x) —нова шукана функцiя, однорiдне диференцiальне рiвняння (1.18)
зводиться до рiвняння з вiдокремлюваними змiнними.

Приклад 1.3. Проiнтегрувати диференцiальне рiвняння:

y′ =
y

x− 2
√
xy

:= f(x, y). (1.21)

Переконаємось, що функцiя у правiй частинi рiвняння (1.21) є однорiд-
ною нульового порядку. Дiйсно, виконаємо формальну пiдстановку x → λx,
y → λy, ∀λ 6= 0. Тодi:

f(λx, λy) =
λy

λx− 2
√
λxλy

=
λy

λ
(
x− 2

√
xy
) =

y

x− 2
√
xy

= f(x, y),

а це означає, що функцiя однорiдна нульового порядку, тобто диференцiальне
рiвняння (1.21) — однорiдне.

Вводимо замiну змiнних:

y(x) = z(x)x, y′ = z′x+ z, (1.22)

та пiдставляємо (1.22) в (1.21). Отримаємо:

z′x+ z =
zx

x− 2
√
x2z

, якщо x 6= 0, то =⇒ z′x+ z =
z

1− 2
√
z

=⇒

z′x =
2z
√
z

1− 2
√
z

=⇒ x
dz

dx
=

2z
√
z

1− 2
√
z

=⇒

вiдокремлюємо змiннi:
1− 2

√
z

2z
√
z
dz =

dx

x

та iнтегруємо:

− 1√
z
− ln |z| = ln |x|+ lnC =⇒ e−

1√
z

xz
= C.

Через замiну змiнних y(x) = z(x)x =⇒ z(x) = y(x)
x в одержаному загаль-

ному iнтегралi одержуємо розв’язок рiвняння (1.21):

e−
√

x
y

y
= C,C − const.
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При z = 0 одержимо особливий розв’язок y = 0. Крiм того, особливим
розв’язком рiвняння буде x = 0.

Приклад 1.4. Перевiрити, чи рiвняння є однорiдним та знайти його розв’я-
зок, що задовольняє початкову умову y(0) = −1.

x(x+ 2y)dx+ (x2 − y2)dy = 0.

Тут функцiї M(x, y) := x(x + 2y) та N(x, y) := (x2 − y2) є однорiдними
другого порядку, а тому задане рiвняння є однорiдним.

Введемо замiну змiнних y = zx. Тодi вихiдне рiвняння перепишеться у
виглядi:

x(x+ 2zx)dx+ (x2 − z2x2)(xdz + zdx) = 0, x 6= 0 =⇒

(1 + 2z)dx+ (1− z2)(xdz + zdx) = 0 =⇒

(1 + 3z − z3)dx+ x(1− z2)dz = 0, 1 + 3z − z3 6= 0 =⇒
dx

x
+

(1− z2)dz
1 + 3z − z3

= 0 =⇒

1

3
ln |1 + 3z − z3|+ ln |x| = lnC =⇒ x

3
√

1 + 3z − z3 = C.

Повертаючись через замiну змiнних z = y
x до змiнної y, одержимо загаль-

ний iнтеграл:
3
√
x3 + 3x2y − y3 = C. (1.23)

Для вiдшукання значення сталої C пiдставимо у (1.23) початковi умови
y(0) = −1, звiдки отримаємо, що C = 1. Отже, розв’язком задачi Кошi буде
функцiя:

3
√
x3 + 3x2y − y3 = 1.

Слiд вiдмiтити, що iснують рiвняння, якi не є однорiдними, але за до-
помогою вiдповiдної замiни їх легко звести до однорiдних диференцiальних
рiвнянь.
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1.6 Рiвняння, звiднi до однорiдних

Розглянемо диференцiальне рiвняння вигляду:

y′ = f

(
a1x+ b1y + d1
a2x+ b2y + d2

)
, (1.24)

де ai, bi, di, i = 1, 2 — деякi сталi. Якщо d1 i d2 одночасно не дорiвнюють нулю,
то права частина рiвняння (1.24) не є однорiдною функцiєю порядку 0, а тому
рiвняння не є однорiдним.

Для зведення (1.24) до однорiдного диференцiального рiвняння розгляне-
мо випадки:

1. Якщо ∆ =

∣∣∣∣∣ a1 b1
a2 b2

∣∣∣∣∣ 6= 0, то вводимо замiну змiнних:

x = u+ x0, y = v(u) + y0, y
′ = v′, (1.25)

де значення (x0, y0) є розв’язками системи алгебраїчних рiвнянь:{
a1x+ b1y + d1 = 0,

a2x+ b2y + d2 = 0.
(1.26)

Пiдставимо (1.25) в (1.24):

v′ = f

(
a1(u+ x0) + b1(v + y0) + d1
a2(u+ x0) + b2(v + y0) + d2

)
(1.26)
=⇒ v′ = f

(
a1u+ b1v

a2u+ b2v

)
.

Одержане рiвняння є однорiдним та розв’язується замiною змiнних

v(u) = z(u)u.

Приклад 1.5. Проiнтегрувати диференцiальне рiвняння:

(x− 2y + 3)y′ = 1− y − 2x.

Вважаючи, що y 6= 1
2(x+ 3), запишемо рiвняння у виглядi:

y′ =
1− y − 2x

x− 2y + 3
. (1.27)
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Оскiльки ∆ =

∣∣∣∣∣ −2 −1

1 −2

∣∣∣∣∣ 6= 0, то виконуємо замiну: x = u + x0,

y = v(u) + y0, де значення x0, y0 знаходимо iз системи:{
1− y − 2x = 0,

x− 2y + 3 = 0.
=⇒ x0 = −1

5
, y0 =

7

5
,

а тодi x = u− 1
5 , y = v(u) + 7

5 .

З урахуванням введеної замiни, диференцiальне рiвняння (1.27) матиме
вигляд:

v′ = −2u+ v

u− 2v
.

Ми одержали однорiдне диференцiальне рiвняння.

Нехай v(u) = z(u)u, v′ = z′u+ z. Тодi

z′u+ z = −2u+ zu

u− 2zu
, u 6= 0 =⇒ z′u+ z = − 2 + z

1− 2z
=⇒

u
dz

du
=
−2z2 + 2z + 2

1− 2z
, u 6= 0, z2 − z − 1 6= 0 =⇒ 2z − 1

z2 − z − 1
dz = −2

du

u
.

Iнтегруючи останнє рiвняння, знаходимо:

ln |z2 − z − 1| = lnC − 2 ln |u| =⇒ z2 − z − 1 =
C

u2
=⇒

v2− vu−u2 = C =⇒
(
y − 7

5

)2

−
(
y − 7

5

)(
x+

1

5

)
−
(
x+

1

5

)2

= C =⇒

y2 − x2 − xy + x− 3y +
57

25
= C

—загальний розв’язок рiвняння.

Якщо z2 − z − 1 = 0, то z = 1±
√
5

2 , звiдки v = 1±
√
5

2 u, тобто одержуємо
функцiї

y =
1 +
√

5

2
x+

3

2
+

√
5

10
i y =

1−
√

5

2
x+

3

2
−
√

5

10
,

якi є особливими розв’язками диференцiального рiвняння, оскiльки во-
ни задовольняють задане диференцiальне рiвняння i не одержуються iз
загального iнтегралу при жодному фiксованому значеннi сталої C.
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2. Якщо ∆ =

∣∣∣∣∣ a1 b1
a2 b2

∣∣∣∣∣ = 0, то це означає, що вiдповiднi коефiцiєнти ai та

bi, i = 1, 2 попарно пропорцiйнi. Нехай

a1
a2

=
b1
b2

= k.

Тодi вводимо замiну змiнних:

z(x) = a1x+ b1y =⇒ kz(x) = a2x+ b2y, y
′ =

z′

b1
− a1
b1
. (1.28)

При пiдстановцi (1.28) у рiвняння (1.24), одержимо:

z′

b1
− a1
b1

= f

(
z + d1
kz + d2

)
=⇒ z′ = b1f

(
z + d1
kz + d2

)
+ a2

— рiвняння з вiдокремлюваними змiнними.

Приклад 1.6. Проiнтегрувати диференцiальне рiвняння, звiвши його до одно-
рiдного:

y′ =
x− 2y + 3

2x− 4y − 1
. (1.29)

Оскiльки ∆ =

∣∣∣∣∣ 1 −2

2 −4

∣∣∣∣∣ = 0, то виконуємо замiну:

z := x− 2y =⇒ y =
x

2
− z

2
=⇒ y′ =

1

2
− z′

2
. (1.30)

Пiдставляючи (1.30) в (1.29), одержимо рiвняння з вiдокремлюваними
змiнними:

1

2
− z′

2
=

z + 3

2z − 1
=⇒ z′ = − 7

2z − 1
=⇒ (2z − 1)dz = −dx =⇒

z2 − z + x = C
(1.30)
=⇒(x− 2y)2 − 2y = C

— загальний iнтеграл диференцiального рiвняння (1.29).

Зауважимо, що деякi рiвняння можна звести до однорiдних за допомогою
замiни y := zm, де z = z(x) — нова шукана функцiя, а m— деяке число. Такi
рiвняння називають узагальнено– однорiдними.
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Наприклад, у рiвняннi

y′ = x+
y2

x3

зробимо замiну y = zm =⇒ y′ = mzm−1z′ i виберемо m таким, щоб одержане
рiвняння

mzm−1z′ = x+
z2m

x3
=⇒ mz′ =

x

zm−1
+
zm+1

x3

було однорiдним.
Для цього портiбно, щоб права частина рiвняння була однорiдною функ-

цiєю порядку 0, тобто число m повинно задовольняти рiвняння

m− 1 = 1 i m+ 1 = 3,

звiдки m = 2. Отже, за допомогою пiдстановки y = z2 задане рiвняння зве-
дено до однорiдного:

2z′ =
x

z
+
z3

x3
. (1.31)

Введемо замiну змiнних:

z(x) = t(x)x =⇒ z′ = t′x+ t, (1.32)

де t(x)— нова шукана функцiя.
Пiдставимо (1.32) в (1.31):

t′x+ t =
t3 + t

2
=⇒ x

dt

dx
=
t3 − t

2
, x 6= 0, t3 − t 6= 0 =⇒

dt

t3 − t
=
dx

2x
=⇒ − ln |t|+ 1

2
ln |t2 − 1| = 1

2
ln |x|+ 1

2
lnC =⇒

t2 − 1

t2
x = C

(1.32)
=⇒ z2 − x2

z2
x = C =⇒ y − x2

y
x = C

— загальний iнтеграл заданого рiвняння.

Задачi для аудиторної роботи

1. Побудувати поле напрямiв диференцiальних рiвнянь:

• y′ = |xy|
xy ;

• y′ = −x+|x|
y+|y| ;
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• y′ =

{
0, якщо y 6= x,

1, якщо y = x.

2. За допомогою методу iзоклiн побудуйте поле напрямiв диференцiального
рiвняння та наближено зобразiть декiлька iнтегральних кривих:

y′ = x2 + y2 − 4

3. Зiнтегрувати диференцiальнi рiвняння з вiдокремлюваними змiнними:

• y′ = e2x+y;

• x
√

1 + y2 + yy′
√

1 + x2 = 0;

• (xy2 − y2)y′ = yx2 + x2.

4. Знайдiть розв’язки задач Кошi:

• (1 + ex)yy′ = ex, y(0) = 1;

• y′tgx = y + 3, y
(
π
2

)
= 1.

5. Проiнтегрувати диференцiальнi рiвняння, звiвши їх до рiвнянь з вiд-
окремлюваними змiнними:

• y′ = 2x+ 3y + 10;

• (2x+ y)y′ = 1.

6. Обґрунтуйте, що рiвняння є однорiдними та зiнтегруйте їх:

• xdy =
(
y +

√
x2 + y2

)
dx;

• y′ = y
x + e

y
x ;

• y′ = x+2y
2x+y .

7. Проiнтегруйте рiвняння, звiднi до однорiдних:

• (7x− 3y + 2)dx+ (4y − 3x− 5)dy = 0;

• y′ = x−2y−1
4y−2x+6 ;

•
(
4x2 + y4

)
dy = 2xydx.
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Завдання для iндивiдуальної роботи №1

Варiант 1.

1. За допомогою iзоклiн побудувати iнтегральнi кривi диференцiального
рiвняння:

y′ = tg(y − x3).

2. Розв’язати рiвняння, вiдокремивши змiннi.

x2y2y′ + 1 = y.

3. Знайти розв’язок однорiдного диференцiального рiвняння.

y′ =
xy + y2e

−x
y

x2
.

4. Розв’язати рiвняння, звiвши його до однорiдного.

(2x− 4y + 6) dx+ (x+ y − 3)dy = 0.

5. Задача. Знайти кривi, у яких пiддотична дорiвнює сумi абсциси та орди-
нати точки дотику.

Варiант 2.

1. За допомогою iзоклiн побудувати iнтегральнi кривi диференцiального
рiвняння:

y′ = y + ex−1.

2. Розв’язати рiвняння, вiдокремивши змiннi.

xydx+ (x+ 1)dy = 0.

3. Знайти розв’язок однорiдного диференцiального рiвняння.(
y +

√
x2 − y2

)
dx− xdy = 0.
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4. Розв’язати рiвняння, звiвши його до однорiдного.

(8x+ 4y + 1) + (4x+ 2y + 1) y′ = 0.

5. Задача. Визначити криву, якщо пiддотична є середнiм арифметичним
координат точки дотику.

Варiант 3.

1. За допомогою iзоклiн побудувати iнтегральнi кривi диференцiального
рiвняння:

y′ = y − x2 − 2x− 1.

2. Розв’язати рiвняння, вiдокремивши змiннi.√
y2 + 1dx = xydy.

3. Знайти розв’язок однорiдного диференцiального рiвняння.

(x− y −√xy) dx+
√
xydy = 0.

4. Розв’язати рiвняння, звiвши його до однорiдного.

(x− 2y − 1) dx+ (3x− 6y + 2) dy = 0.

5. Задача. Знайти кривi, у яких пiднормаль дорiвнює рiзницi мiж радiус-
вектором та абсцисою точки дотику.

Варiант 4.

1. За допомогою iзоклiн побудувати iнтегральнi кривi диференцiального
рiвняння:

y′ = y′ = cos(y − x2 + 1).

2. Розв’язати рiвняння, попередньо звiвши його до рiвняння з вiдокремлю-
ваними змiнними.

z′ = 10x+z.

3. Знайти розв’язок однорiдного диференцiального рiвняння.(
xye

x
y + y2

)
dx− x2e

x
ydy = 0.
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4. Розв’язати рiвняння, звiвши його до однорiдного.

(x+ y) dx+ (x+ y − 1) dy = 0.

5. Задача. Знайти кривi, у яких трикутник, утворюваний вiссю Оу, дотич-
ною та радiус-вектором точки дотику, рiвнобедрений.

Варiант 5.

1. За допомогою iзоклiн побудувати iнтегральнi кривi диференцiального
рiвняння:

xy′ + y = 0.

2. Розв’язати задачу Кошi.

y′ctgx+ y = 2, y(0) = −1.

3. Знайти розв’язок однорiдного диференцiального рiвняння.(
xctg

y

x
− y
)
dx+ xdy = 0.

4. Розв’язати рiвняння, звiвши його до однорiдного.

(x+ 2y + 1) dx+ (2x+ 4y + 3) dy = 0.

5. Задача. Визначити криву, яка проходить через початок координат i подi-
ляє прямокутник, утворений координатними осями та перпендикуляра-
ми, опущеними на них iз будь-якої точки кривої, у вiдношеннi 2 : 1.

Варiант 6.

1. За допомогою iзоклiн побудувати iнтегральнi кривi диференцiального
рiвняння:

y′ = 2x.

2. Розв’язати задачу Кошi.

y′ = 3 3
√
y2, y(2) = 0.



23

3. Знайти розв’язок однорiдного диференцiального рiвняння.

(2
√
xy − y) dx− xdy = 0.

4. Розв’язати рiвняння, звiвши його до однорiдного.

(x+ y + 1) dx+ (2x+ 2y − 1) dy = 0.

5. Задача. Знайти кривi, у яких трикутник, утворюваний нормаллю в усякiй
її точцi з осями координат, рiвновеликий з трикутником, утворюваним
вiссю , дотичною i нормаллю.

Варiант 7.

1. За допомогою iзоклiн побудувати iнтегральнi кривi диференцiального
рiвняння:

xy′ = 2y.

2. Розв’язати задачу Кошi.

xy′ + y = y2, y(1) = 0, 5.

3. Знайти розв’язок однорiдного диференцiального рiвняння.(
x− y cos

y

x

)
dx+ x cos

y

x
dy = 0.

4. Розв’язати рiвняння, звiвши його до однорiдного.

(x− y − 1) + (y − x+ 2) y′ = 0.

5. Задача. Знайти кривi, у яких нормаль збiгається з радiус-вектором точки
дотику.
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Варiант 8.

1. За допомогою iзоклiн побудувати iнтегральнi кривi диференцiального
рiвняння:

y′ = 2x(1− y).

2. Розв’язати рiвняння, вiдокремивши змiннi.

2x2yy′ + y2 = 2.

3. Знайти розв’язок однорiдного диференцiального рiвняння.

xy′ − y = (x+ y) ln
x+ y

x
.

4. Розв’язати рiвняння, звiвши його до однорiдного.

(y − 1) dx+ (2x+ y + 1) dy = 0.

5. Задача. Знайти кривi, у яких пiддотична дорiвнює довжинi радiус-вектора
точки дотику.

Варiант 9.

1. За допомогою iзоклiн побудувати iнтегральнi кривi диференцiального
рiвняння:

(x− y)y′ = x+ y.

2. Розв’язати рiвняння, вiдокремивши змiннi.

y′ − xy2 = 2xy.

3. Знайти розв’язок однорiдного диференцiального рiвняння.

xy′ = y cos ln
y

x
.

4. Розв’язати рiвняння, звiвши його до однорiдного.

(2y + 3) dx+ (x+ y − 3) dy = 0.
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5. Задача. Знайти кривi, у яких точка перетину будь-якої дотичної з вiссю
абсцис має абсцису, вдвiчi меншу абсциси точки дотику.

Варiант 10.

1. За допомогою iзоклiн побудувати iнтегральнi кривi диференцiального
рiвняння:

y′ = y − x2.

2. Розв’язати рiвняння, вiдокремивши змiннi.

e−s
(

1 +
ds

dt

)
= 1.

3. Знайти розв’язок однорiдного диференцiального рiвняння.

xy′ − y = xtg
y

x
.

4. Розв’язати рiвняння, звiвши його до однорiдного.

(y + 2) dx+ (y − 2x− 2) dy = 0.

5. Задача. Знайти кривi, для яких трикутник, утворюваний нормаллю в
усякiй її точцi з осями координат, рiвновеликий iз трикутником, утворю-
ваним вiссю Ох, дотичною та нормаллю.

Варiант 11.

1. За допомогою iзоклiн побудувати iнтегральнi кривi диференцiального
рiвняння:

2(y + y′) = x+ 3.

2. Розв’язати задачу Кошi.

(x2 − 1)y′ + 2xy2 = 0, y(0) = 1.

3. Знайти розв’язок однорiдного диференцiального рiвняння.

(y +
√
xy) dx = xdy.
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4. Розв’язати рiвняння, звiвши його до однорiдного.

(2y − 1) dx+ (2x+ y + 1) dy = 0.

5. Задача. Визначити кривi, усi дотичнi до якої проходять через початок
координат.

Варiант 12.

1. За допомогою iзоклiн побудувати iнтегральнi кривi диференцiального
рiвняння:

y′ =
x2 + y2

2
− 1.

2. Розв’язати задачу Кошi.

y′ sinx− y cosx = 0, y
(π

2

)
= 1.

3. Знайти розв’язок однорiдного диференцiального рiвняння.

(3x− 2y) dx+ (y − 2x) dy = 0.

4. Розв’язати рiвняння, звiвши його до однорiдного.

(3x+ 2y − 1) dx+ (x+ 1) dy = 0.

5. Задача. Знайти кривi, для яких трикутник, утворюваний нормаллю в
усякiй її точцi з осями координат, рiвновеликий iз трикутником, утворю-
ваним вiссю , дотичною та нормаллю.

Варiант 13.

1. За допомогою iзоклiн побудувати iнтегральнi кривi диференцiального
рiвняння:

(y2 + 1)y′ = y − x.

2. Розв’язати рiвняння, вiдокремивши змiннi.

ex sin3 y +
(
1 + e2x

)
cos y · y′ = 0.
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3. Знайти розв’язок однорiдного диференцiального рiвняння.

(2y − 2x) dx+ (y − 3x) dy = 0.

4. Розв’язати рiвняння, звiвши його до однорiдного.

(2− x− y) dx+ (2x− 1) dy = 0.

5. Задача. Знайти кривi, у яких трикутник, утворюваний вiссю , дотичною
та радiус-вектором точки дотику, рiвнобедрений.

Варiант 14.

1. За допомогою iзоклiн побудувати iнтегральнi кривi диференцiального
рiвняння:

yy′ + x = 0.

2. Розв’язати задачу Кошi.

x sin y = y′(1 + x2) cos y, y(1) =
π

4
.

3. Знайти розв’язок однорiдного диференцiального рiвняння.

(5x+ 3y) dx+ (x+ y) dy = 0.

4. Розв’язати рiвняння, звiвши його до однорiдного.

(x− 2y + 4) dx+ (3x− 2) dy = 0.

5. Задача. Визначити криву, яка проходить через початок координат i подi-
ляє прямокутник, утворений координатними осями та перпендикуляра-
ми, опущеними на них iз будь-якої точки кривої, у вiдношеннi 2 : 1.
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Варiант 15.

1. За допомогою iзоклiн побудувати iнтегральнi кривi диференцiального
рiвняння:

xy′ = 2y.

2. Розв’язати рiвняння, вiдокремивши змiннi.(
xy2 + x

)
dx+

(
y − x2y

)
dy = 0.

3. Знайти розв’язок однорiдного диференцiального рiвняння.

(13x+ y) dx+ (y − 5x) dy = 0.

4. Розв’язати рiвняння, звiвши його до однорiдного.

(2x+ y − 2) dx+ (2− 2x) dy = 0.

5. Задача. Довести, що крива, усi нормалi до якої проходять через одну й
ту ж саму фiксовану точку, є коло.

Варiант 16.

1. За допомогою iзоклiн побудувати iнтегральнi кривi диференцiального
рiвняння:

xy′ + y = 0.

2. Розв’язати рiвняння, вiдокремивши змiннi.

x2y′ − cos 2y = 1.

3. Знайти розв’язок однорiдного диференцiального рiвняння.

(3x+ 2y) dx+ xdy = 0.

4. Розв’язати рiвняння, звiвши його до однорiдного.

(2x+ y + 1) dx = (4x− y) dy.
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5. Задача. Знайти кривi, у яких точка перетину будь-якої дотичної з вiссю
абсцис має абсцису, вдвiчi меншу абсциси точки дотику.

Варiант 17.

1. За допомогою iзоклiн побудувати iнтегральнi кривi диференцiального
рiвняння:

y′ + y = (x− y′)3.

2. Розв’язати рiвняння, вiдокремивши змiннi.

3y2y′ + 16x = 2xy3.

3. Знайти розв’язок однорiдного диференцiального рiвняння.

(x− 2y) dx+ ydy = 0.

4. Розв’язати рiвняння, звiвши його до однорiдного.

(3x+ y − 1) dy = (2x+ 2y − 1) dx.

5. Задача. Знайти кривi, для яких площа трикутника, утвореного дотичною,
ординатою точки дотику та вiссю абсцис величина стала i рiвна a2.

Варiант 18.

1. За допомогою iзоклiн побудувати iнтегральнi кривi диференцiального
рiвняння:

y′ = x− ey.

2. Розв’язати рiвняння, вiдокремивши змiннi.

x2y′ cos y + 1 = 0.

3. Знайти розв’язок однорiдного диференцiального рiвняння.

y (y − 3x) dx+ x (2x+ y) dy = 0.

4. Розв’язати рiвняння, звiвши його до однорiдного.

(5x+ 2y) dx+ (2x+ y + 1) dy = 0.
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5. Задача. Знайти криву, для якої тангенс кута нахилу її дотичної в будь–
якiй точцi на привiй в n разiв бiльший вiд тангенса кута нахилу прямої,
що проходить через цю точку i початок коордитан.

Варiант 19.

1. За допомогою iзоклiн побудувати iнтегральнi кривi диференцiального
рiвняння:

y(y′ + x) = 1.

2. Розв’язати рiвняння, вiдокремивши змiннi.

(
1 + x2

)
y′ − 1

2
cos 2y2 = 0.

3. Знайти розв’язок однорiдного диференцiального рiвняння.(
3x2 − 6xy + y2

)
dx+ 2x2dy = 0.

4. Розв’язати рiвняння, звiвши його до однорiдного.

(2x− 3y + 1) dx+ (x+ y − 1) dy = 0.

5. Задача. Знайти криву, яка проходить через точку (2; 3) i має властивiсть,
що вiдрiзок її довiльної дотичної мiж осями координат дiлиться в точцi
дотику навпiл.

Варiант 20.

1. За допомогою iзоклiн побудувати iнтегральнi кривi диференцiального
рiвняння:

y′ =
y − 3x

x+ 3y
.

2. Розв’язати рiвняння, вiдокремивши змiннi.

y′ = 2x(π + y).

3. Знайти розв’язок однорiдного диференцiального рiвняння.(
x2 − 2xy + 4y2

)
dx+ 2x2dy = 0.
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4. Розв’язати рiвняння, звiвши його до однорiдного.

2y′ + x = 4
√
y.

5. Задача. Крива y = φ(x) проходить через точку (1; 1) i має властивiсть,
що тангенс кута нахилу кожної її дотичної пропорцiйний до квадрата
ординати точки дотику. Знайти рiвняння цiєї кривої.

Варiант 21.

1. За допомогою iзоклiн побудувати iнтегральнi кривi диференцiального
рiвняння:

y′ =
y

x+ y
.

2. Розв’язати рiвняння, вiдокремивши змiннi.

x2y′ + sin 2y = 1.

3. Знайти розв’язок однорiдного диференцiального рiвняння.(
y2 + 4xy − 4x2

)
dx− 4x2dy = 0.

4. Розв’язати рiвняння, звiвши його до однорiдного.

y′ = y2 − 2

x2
.

5. Задача. Крива y = φ(x) проходить через точку (0;−2) i має властивiсть,
що тангенс кута нахилу її дотичної в будь–якiй точцi дорiвнює ординатi
цiєї точки, збiльшенiй на три одиницi. Знайти рiвняння цiєї кривої.

Варiант 22.

1. За допомогою iзоклiн побудувати iнтегральнi кривi диференцiального
рiвняння:

x2 + y2y′ = 1.

2. Розв’язати рiвняння, попередньо звiвши його до рiвняння з вiдокремлю-
ваними змiнними.

y′ = cos(y − x).
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3. Знайти розв’язок однорiдного диференцiального рiвняння.(
y + y ln

y

x

)
dx+ xdy = 0.

4. Розв’язати рiвняння, звiвши його до однорiдного.

10x3y′ = y
(
2x2 − y10

)
.

5. Задача. Знайти криву, яка проходить через точку (0; 1) i має таку влас-
тивiсть, що в кожнiй її точцi кутовий коефiцiєнт дотичної дорiвнює по-
двоєнiй абсцисi точки дотику.

Варiант 23.

1. За допомогою iзоклiн побудувати iнтегральнi кривi диференцiального
рiвняння:

(x2 + y2)y′ = 4x.

2. Розв’язати рiвняння, попередньо звiвши його до рiвняння з вiдокремлю-
ваними змiнними.

(x+ y)2 y′ = a2.

3. Знайти розв’язок однорiдного диференцiального рiвняння.(
xy + x2 sin

y

x

)
dy −

(
x2 + xy sin

y

x
+ y2

)
dx = 0.

4. Розв’язати рiвняння, звiвши його до однорiдного.

2x2y′ = y3 + xy.

5. Задача. Довести, що крива, тангенс кута нахилу дотичної якої до осi абс-
цис у будь–якiй точцi пропорцiйний абсцисi точки дотику, є параболою.

Варiант 24.

1. За допомогою iзоклiн побудувати iнтегральнi кривi:

2xy′ + y2 = 1.
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2. Розв’язати задачу Кошi.

(x+ 2y) y′ = 1, y(0) = −1.

3. Знайти розв’язок однорiдного диференцiального рiвняння.(
x+ y + y cos

y

x

)
dx−

(
x cos

y

x
+ x
)
dy = 0.

4. Розв’язати рiвняння, звiвши його до однорiдного.

y3dx+ 2
(
x2 − xy2

)
dy = 0.

5. Задача. Знайти кривi, для яких вiдрiзок осi абсцис, що вiдсiкається до-
тичною та нормаллю, проведеною з довiльної точки кривої, рiвний 2a.

Варiант 25.

1. За допомогою iзоклiн побудувати iнтегральнi кривi рiвняння:

x2y′ = y(x+ y).

2. Розв’язати рiвняння, звiвши до рiвняння з вiдокремлюваними змiнними.

y′ =
√

4x+ 2y − 1.

3. Знайти розв’язок однорiдного диференцiального рiвняння.(√
x3 +

√
y3e
√

y
x

)
dx− x√ye

√
y
xdy = 0.

4. Розв’язати рiвняння, звiвши його до однорiдного.

3x5ydx+
(
y4 − x6

)
dy = 0.

5. Задача. Знайти кривi, для яких точка перетину довiльної дотичної з вiссю
абсцис має абсцису, вдвiчi меншу абсциси точки дотику.



Роздiл 2

Лiнiйнi диференцiальнi рiвняння та звiднi до них.
Рiвняння у повних диференцiалах та звiднi до них

2.1 Лiнiйнi неоднорiднi диференцiальнi рiвняння.
Метод варiацiї сталої

Означення 2.1. Лiнiйним диференцiальним рiвнянням першого порядку
називають рiвняння вигляду

A(x)y′ +B(x)y + C(x) = 0, (2.1)

де A(x), B(x), C(x) — неперервнi функцiї.
В областi, де A(x) 6= 0, (2.1) рiвносильне рiвнянню

y′ + p(x)y = q(x), (2.2)

у якому p(x) := B(x)
A(x) , q(x) := −C(x)

A(x) .

Якщо функцiя q(x) тотожно дорiвнює нулевi, то рiвняння (2.2) називають
лiнiйним однорiдним, а якщо тотожно не дорiвнює нулю, то лiнiйним не-
однорiдним.

Метод розв’язування рiвняння (2.2) називається методом варiацiї сталої.
Спочатку розв’язуємо вiдповiдне однорiдне рiвняння:

y′ + p(x)y = 0; (2.3)

dy

dx
= −p(x)y =⇒ dy

y
= −p(x)dx =⇒ ln|y| = −

∫
p(x)dx+ lnC =⇒

y(x) = Ce−
∫
p(x)dx. (2.4)

Нехай тепер у (2.4) C = C(x). Тодi

y(x) = C(x)e−
∫
p(x)dx. (2.5)

Невiдому функцiю C(x) шукатимемо таким чином, щоб (2.5) задовольня-
ла неоднорiдне рiвняння (2.2). У результатi пiдстановки (2.5) у (2.2) одержи-
мо:

C ′(x)e−
∫
p(x)dx = q(x) =⇒ C ′(x) = q(x)e

∫
p(x)dx =⇒
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C(x) =

∫
q(x)e−

∫
p(x)dxdx+ C̃. (2.6)

Пiдставляючи знайдене значення функцiї C(x) вигляду (2.6) у розв’язок
(2.5), матимемо:

y(x) = e−
∫
p(x)dx

[
C̃ +

∫
q(x)e

∫
p(x)dxdx

]
(2.7)

— загальний розв’язок лiнiйного неоднорiдного диференцiального рiвняння
(2.2).

Зазначимо, що функцiя (2.7) складається з двох доданкiв, перший з яких
описує усi розв’язки вiдповiдного однорiдного рiвняння (2.3), а другий є час-
тинним розв’язком рiвняння (2.2).

Приклад 2.1. Знайти розв’язок диференцiального рiвняння:

xy′ − 2y = 2x4. (2.8)

Припускаючи, що x 6= 0, перепишемо (2.8) у виглядi:

y′ − 2y

x
= 2x3. (2.9)

Для iнтегрування диференцiального рiвняння (2.9) використаємо метод
варiацiї сталої.

Спочатку розв’язуємо вiдповiдне однорiдне рiвняння:

y′ − 2y

x
= 0 =⇒ dy

dx
=

2y

x
.

Припускаючи, що y 6= 0, з останнього рiвняння одержимо:

dy

y
=

2dx

x
=⇒ ln |y| = 2 ln |x|+ lnC.

А тодi загальним розв’язком однорiдного рiвняння буде функцiя:

y(x) = Cx2. (2.10)

Припускаємо, що у (2.10) C = C(x), тобто

y(x) = C(x)x2. (2.11)
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Пiдставимо (2.11) у задане рiвняння (2.9):

C ′(x)x2 + 2C(x)x− 2C(x)x2

x
= 2x3 =⇒ C ′(x)x2 = 2x3, x 6= 0 =⇒

C ′(x) = 2x =⇒ C(x) = x2 + C̃.

Пiдставивши одержане значення функцiї C(x) у (2.10), отримаємо загаль-
ний розв’язок лiнiйного неоднорiдного диференцiального рiвняння (2.8):

y(x) = C̃x2 + x4.

Приклад 2.2. Знайти розв’язок диференцiального рiвняння:

(2ey − x)y′ = 1. (2.12)

Очевидно, що рiвняння (2.12) не є лiнiйним вiдносно функцiї y = y(x).
Перетворимо (2.12) наступним чином:

(2ey − x)
dy

dx
= 1 =⇒ dx

dy
= 2ey − x =⇒

dx

dy
+ x = 2ey. (2.13)

Як бачимо, одержане диференцiальне рiвняння (2.12) є лiнiйним неодно-
рiдним диференцiальним рiвнянням вiдносно функцiї x = x(y). Для побудови
його розв’язку застосуємо формулу (2.7):

x(y) = e−
∫
dy
[
C + e

∫
2eydy

]
=⇒ x(y) = e−y

[
C + e2e

y]
.

Одержали загальний розв’язок диференцiального рiвняння (2.13).

2.2 Рiвняння Бернуллi. Метод пiдстановки

Означення 2.2. Диференцiальне рiвняння вигляду:

y′ + p(x)y = q(x)yα, α 6= 0, 1, (2.14)

де p(x), q(x) заданi неперервнi функцiї, називається рiвнянням Бернуллi.
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Для iнтегрування рiвняння Бернуллi використовується метод пiдстанов-
ки. Його суть полягає у тому, що розв’язок рiвняння (2.14) шукається у виг-
лядi:

y(x) = u(x)v(x), (2.15)

де u(x) та v(x) — невiдомi неперервно диференцiйовнi функцiї.
При пiдстановцi (2.15) у (2.14), отримаємо:

u′(x)v(x) + u(x)v′(x) + p(x)u(x)v(x) = q(x)(u(x)v(x))α =⇒

(u′(x) + p(x)u(x))v(x) + u(x)v′(x) = q(x)(u(x)v(x))α. (2.16)

Функцiю u(x) будемо шукати з диференцiального рiвняння:

u′(x) + p(x)u(x) = 0 =⇒ du

dx
= −p(x)u(x)dx =⇒ (2.17)

du

u
= −p(x)dx =⇒ ln |u(x)| = −

∫
p(x)dx+ lnC =⇒

u(x) = Ce−
∫
p(x)dx. (2.18)

Оскiльки нам достатньо знайти один розв’язок рiвняння (2.17), то покла-
демо в (2.18) C = 1. Тодi u(x) = e−

∫
p(x)dx.

Пiдставимо знайдене значення u(x) у диференцiальне рiвняння (2.16):

e−
∫
p(x)dxv′(x) = q(x)e−α

∫
p(x)dxvα(x) =⇒ v′(x) = q(x)e(1−α)

∫
p(x)dxvα(x) =⇒

dv

vα
= q(x)e(1−α)

∫
p(x)dxdx =⇒

v(x) = 1−α

√
(1− α)

(∫
q(x)e(1−α)

∫
p(x)dxdx+ C

)
.

Пiдставляючи одержанi функцiї u(x) та v(x) у формулу (2.15), отримаємо
загальний розв’язок рiвняння Бернуллi (2.14):

y(x) = e−
∫
p(x)dx · 1−α

√
(1− α)

(∫
q(x)e(1−α)

∫
p(x)dxdx+ C

)
.

Розв’язок рiвняння Бернуллi можна також одержати, попередньо звiвши
його до лiнiйного неоднорiдного диференцiального рiвняння.
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Розглянемо рiвняння (2.14) та подiлимо його лiву та праву частини на yα:

y′y−α + p(x)y1−α = q(x). (2.19)

У рiвняннi (2.19) зробимо замiну:

z(x) := y1−α(x), y′(x)y−α(x) =
z′(x)

1− α
, (2.20)

де z(x) — нова шукана неперервно диференцiйовна функцiя.
З урахуванням (2.20), рiвняння (2.19) перепишеться у виглядi:

z′(x)

1− α
+ p(x)z(x) = q(x) =⇒ z′(x) + (1− α)p(x)z(x) = (1− α)q(x),

а це лiнiйне неоднорiдне диференцiальне рiвняння.
Згiдно формули (2.7)

z(x) = y1−α(x) = e−
∫
(1−α)p(x)dx(1− α)

[
C +

∫
q(x)e

∫
(1−α)p(x)dxdx

]
=⇒

y(x) = e−
∫
p(x)dx 1−α

√
(1− α)

[
C +

∫
q(x)e

∫
(1−α)p(x)dxdx

]
,

тобто функцiя y(x) дiйсно буде розв’язком рiвняння Бернуллi (2.14).
Приклад 2.3. Знайти розв’язок задачi Кошi для рiвняння Бернуллi:

y′ + 2y = y2ex, y(0) = 1. (2.21)

Проiнтегруємо рiвняння Бернуллi методом пiдстановки. Розв’язок шука-
тимемо у виглядi (2.15).

Пiдставимо дану замiну у рiвняння (2.21). Одержимо:

u′(x)v(x) + u(x)v′(x) + 2u(x)v(x) = u2(x)v2(x)ex =⇒

(u′(x) + 2u(x))v(x) + u(x)v′(x) = u2(x)v2(x)ex. (2.22)

Функцiю u(x) шукаємо з диференцiального рiвняння:

u′(x) + 2u(x) = 0,
du

dx
= −2u, u 6= 0 =⇒ du

u
= −2dx; ln |u| = −2x =⇒

u(x) = e−2x. (2.23)
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Пiдставимо (2.23) у (2.22):

e−2xv′(x) = e−3xv2(x) =⇒ v′(x) = e−xv2(x) =⇒ dv

dx
= e−xv2, v 6= 0 =⇒

dv

v2
= e−xdx =⇒ − 1

v(x)
= −e−x − C =⇒

v(x) =
1

C + e−x
. (2.24)

Пiдставляючи функцiї u(x) та v(x) вигляду (2.23), (2.24) вiдповiдно у
функцiю y(x) (2.14), одержимо розв’язок заданого рiвняння Бернуллi:

y(x) =
1

Ce2x + ex
. (2.25)

З початкової умови y(0) = 1 матимемо:

1 =
1

C + 1
=⇒ C = 0.

А тодi, розв’язок задачi Кошi (2.21) матиме вигляд:

y(x) = e−x.

2.3 Рiвняння, звiднi до лiнiйних диференцiальних рiвнянь

2.3.1 Рiвняння Рiккаттi

Означення 2.3. Диференцiальне рiвняння вигляду:

y′ + a(x)y + b(x)y2 + c(x) = 0 (2.26)

де x ∈ I — незалежна змiнна, y = y(x) ∈ C1(I)— невiдома скалярна шука-
на функцiя, a(x), b(x), c(x) ∈ C(I)— заданi функцiї, називається рiвнянням
Рiккаттi.

Замiною y(x) := y1(x) + z(x) рiвняння (2.26) зводиться до рiвняння Бер-
нуллi, а y(x) := y1(x) + 1

z(x) — до лiнiйного неоднорiдного диференцiального
рiвняння, де y1(x) деякий вiдомий частинний розв’язок рiвняння (2.26), а
z(x) ∈ C1(I) — нова невiдома шукана функцiя.
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Якщо рiвняння Рiккаттi представлене у виглядi:

y′ = Ay2 +
B

x
y +

C

x2
,

де A,B,C = const, то його частинний розв’язок має вигляд y1(x) = a
x , де

a — невiдомий параметр, що знаходиться шляхом пiдстановки функцiї y1(x)

у задане рiвняння.
У випадку диференцiального рiвняння

y′ = A
y2

x
+

y

2x
+ C,

розв’язок шукається у виглядi:

y(x) = z(x)x
1
2 .

Приклад 2.4. Проiнтегрувати рiвняння Рiккаттi, звiвши його до лiнiйного
неоднорiдного диференцiального рiвняння.

xy′ − (2x+ 1)y + y2 = −x2.

Легко переконатися, що частинним розв’язком заданого рiвняння буде
функцiя y1(x) = x.

Введемо замiну змiнних: y(x) := x + 1
z(x) , y

′ = 1 − z′(x)
z2(x) , де z(x) — нова

шукана функцiя.
Тодi рiвняння Рiккаттi перепишеться у виглядi:

x

(
1− z′(x)

z2(x)

)
− (2x+ 1)

(
x+

1

z(x)

)
+

(
x+

1

z(x)

)2

= −x2, x 6= 0 =⇒

z′(x) +
z(x)

x
=

1

x
.

Одержали лiнiйне неоднорiдне диференцiальне рiвняння, яке розв’язуємо
методом Лагранжа. Для побудови загального розв’язку заданого рiвняння
використаємо формулу (2.7):

z(x) = e−
∫
dx
x

[
C +

∫
e
∫
dx
x

x
dx

]
=⇒ z(x) =

1

x
[C + x] ,

а розв’язком вихiдного рiвняння буде функцiя y(x) = x+ x
C+x .
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2.3.2 Рiвняння Дарбу

Означення 2.4. Рiвняння вигляду

M(x, y)dx+N(x, y)dy +R(x, y)(xdy − ydx) = 0, (2.27)

де M(x, y), N(x, y) — однорiднi функцiї одного i того ж порядку, а R(x, y) —
однорiдна функцiя, називається рiвнянням Дарбу.

Замiною
y := xz, dy = zdx+ xdz (2.28)

рiвняння Дарбу зводиться до рiвняння Бернуллi з шуканою функцiєю x = x(z).
Пiдставимо (2.28) у (2.27):

M(x, xz)dx+N(x, xz)[zdx+ xdz] +R(x, xz)(x[zdx+ xdz]− xzdx) = 0 =⇒

[M(x, xz) + zN(x, xz)]dx+ x2R(x, xz)dz = 0 =⇒
dx

dz
= − x2R(x, xz)

M(x, xz) + zN(x, xz)
.

Останнє рiвняння є рiвнянням Бернуллi, розв’язок якого будується мето-
дом пiдстановки x(z) := u(z)v(z).

Приклад 2.5. Знайти розв’язок рiвняння Дарбу:

dx− dy + x(xdy − ydx) = 0.

Легко бачити, що функцiї M(x, y) = 1 та N(x, y) = −1 є однорiдними
нульового порядку, а R(x, y) = x є однорiдною функцiєю першого порядку.
Отже, введемо замiну змiнних (2.27).

Тодi задане диференцiальне рiвняння перепишеться наступним чином:

dx−xdz−zdx+x(x(xdz+zdx)−zxdx) = 0 =⇒ (1−z)dx+(x3−x)dz = 0 =⇒

dx

dz
− x

1− z
= − x3

1− z
.

Отже, ми одержали рiвняння Бернуллi з шуканою функцiєю x = x(z).
Розв’язуємо його методом пiдстановки, тобто розв’язок шукаємо у виглядi:

x(z) := u(z)v(z), x′(z) = u′(z)v(z) + u(z)v′(z).



42

У результатi введеної замiни рiвняння Бернуллi запишеться таким чином:

u′(z)v(z) + u(z)v′(z)− u(z)v(z)

1− z
= −u

3(z)v3(z)

1− z
=⇒

(
u′(z)− u(z)

1− z

)
v(z) + u(z)v′(z) = −u

3(z)v3(z)

1− z
.

Функцiю u(z) шукаємо з диференцiального рiвняння:

u′(z)− u(z)

1− z
= 0 =⇒ du

dz
=

u(z)

1− z
, u 6= 0, 1− z 6= 0 =⇒

du

u
=

dz

1− z
; ln |u(z)| = − ln |1− z| =⇒ u(z) =

1

1− z
.

Для вiдшукання функцiї v(z) одержимо рiвняння:

v′(z)

1− z
= − v3(z)

(1− z)4
=⇒ dv

dz
= − v3(z)

(1− z)3
, v 6= 0 =⇒

−dv
v3

=
dz

(1− z)3
=⇒ 1

2v2(z)
=

1

2(1− z)2
+
C

2
=⇒

v(z) =
1− z√

C(1− z)2 + 1
.

Повертаючись до змiнних x та y(x), одержимо, що розв’язком рiвняння
Дарбу буде система функцiй: x(z) = 1√

C(1−z)2+1
,

y(z) = z√
C(1−z)2+1

.

2.4 Рiвняння у повних диференцiалах

Означення 2.5. Диференцiальне рiвняння (1.3) називається рiвнянням у
повних диференцiалах, якщо iснує така неперервно диференцiйовна функцiя
U ∈ C1(G), що

dU(x, y) ≡M(x, y)dx+N(x, y)dy. (2.29)
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Теорема 2.1. [3]

Нехай функцiї M,N, ∂M∂y ,
∂N
∂x є неперервними в G i

M 2(x, y) +N 2(x, y) 6= 0. (2.30)

Для того, щоб рiвняння (1.3) було рiвнянням у повних диференцiалах,
необхiдно, а у випадку, коли G = {(x, y)|a < x < b, c < y < d} i достатньо,
щоб

∂M(x, y)

∂y
≡ ∂N(x, y)

∂x
, (2.31)

для всiх (x, y) ∈ G.

Умова (2.31) називається умовою Ейлера.

Теорема 2.2. [4]

Нехай функцiї M(x, y), N(x, y), ∂M(x,y)
∂y , ∂N(x,y)

∂x є неперервними в областi
G, задовольняють умови (2.30), (2.31) в G, а функцiя U(x, y) задовольняє
рiвнiсть (2.29).

Тодi через кожну точку областi G проходить єдина iнтегральна кри-
ва диференцiального рiвняння (1.3) i функцiя U(x, y) − C, де C = const є
загальним iнтегралом рiвняння (1.3).

З означення повноти диференцiалу випливає, що для функцiї U(x, y) ма-
ють мiсце рiвностi:

∂U(x, y)

∂x
= M(x, y);

∂U(x, y)

∂y
= N(x, y). (2.32)

Нехай (x0, y0) ∈ G — деяка фiксована точка.
Проiнтегруємо по змiннiй x перше з рiвнянь (2.32). Одержимо:

U(x, y) =

∫ x

x0

M(x, y)dx+ φ(y). (2.33)

З iншого боку, функцiя U(x, y) задовольняє i другу з рiвностей (2.32).
Тобто має мiсце спiввiдношення:

∂U(x, y)

∂y
=

∂

∂y

∫ x

x0

M(x, y)dx+ φ′(y) = N(x, y) =⇒
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φ′(y) = N(x, y)− ∂

∂y

∫ x

x0

M(x, y)dx = N(x, y)−N(x, y) +

∫ x

x0

∂M(x, y)

∂y
dx =

= N(x, y)−N(x, y) +

∫ x

x0

∂N(x, y)

∂x
dx = N(x0, y). (2.34)

Як бачимо, права частина рiвняння (2.34) залежить тiльки вiд змiнної y,
тому, проiнтегрувавши його, отримаємо:

φ(y) =

∫ y

y0

N(x0, y)dy + C, (2.35)

де C = φ(y0). Пiдставивши знайдене значення фунцiї φ(y) вигляду (2.35) у
формулу (2.33), отримаємо загальний iнтеграл рiвняння у повних диферен-
цiалах (1.3):

U(x, y) =

∫ x

x0

M(x, y)dx+

∫ y

y0

N(x0, y)dy + C.

Проiлюструємо процес побудови розв’язку на конкретному прикладi.

Приклад 2.6. Нехай задано диференцiальне рiвняння

(x+ y + sinx)dx+ (x+ cos y)dy = 0.

Оскiльки
∂M

∂y
= 1,

∂N

∂x
= 1,

то це рiвняння є рiвнянням у повних диференцiалах. Тому для знаходження
функцiї U(x, y) маємо рiвностi:

∂U

∂x
= x+ y + sinx;

∂U

∂y
= x+ cos y.

З першого рiвняння одержуємо:

U(x, y) =
x2

2
+ yx− cosx+ φ(y). (2.36)

Тому
∂U

∂y
= x+ φ′(y) = x+ cos y =⇒ φ′(y) = cos y,

а отже,
φ(y) = sin y + C̃.
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Пiдставляючи φ(y) у (2.36), одержимо загальний розв’язок заданого рiв-
няння у виглядi:

x2

2
+ yx− cosx+ sin y = C1,

де C1 = C − C̃ — довiльна стала.

2.5 Iнтегрувальний множник та способи його вiдшукання

Якщо диференцiальне рiвняння (1.3) не задовольняє умову Ейлера (2.31),
то його можна звести до рiвняння у повних диференцiалах, попередньо до-
множивши його на деяку функцiю µ = µ(x, y).

Означення 2.6. Функцiя µ(x, y) 6= 0 вG називається iнтегрувальним множ-
ником диференцiального рiвняння (1.3), якщо рiвняння

µ(x, y)M(x, y)dx+ µ(x, y)N(x, y)dy = 0 (2.37)

в областi G є рiвнянням у повних диференцiалах.

Обґрунтуємо шлях вiдшукання iнтегрувального множника для диферен-
цiального рiвняння (1.3).

Нехай µ(x, y) — iнтегрувальний множник для рiвняння (1.3). Це означає,
що диференцiальне рiвняння (2.37) задовольняє умову Ейлера, тобто має мiс-
це тотожнiсть:

∂µM

∂y
≡ ∂µN

∂x
, (x, y) ∈ G,

або
∂µ

∂y
M − ∂µ

∂x
N = µ

(
∂N

∂x
− ∂M

∂y

)
. (2.38)

Отже, для знаходження iнтегрувального множника, потрiбно розв’язати
диференцiальне рiвняння у частинних похiдних першого порядку. Ця задача
складна, тому розглянемо випадки, коли µ = µ(x), µ = µ(y) та µ = µ(ω(x, y)).

I. Нехай µ = µ(x). Тодi рiвняння (2.38) запишеться у виглядi:

−dµ
dx
N = µ

(
∂N

∂x
− ∂M

∂y

)
=⇒ dµ

µ
=

∂N
∂x −

∂M
∂y

−N
.
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Нехай
∂N
∂x −

∂M
∂y

−N є функцiєю тiльки вiд x. Тодi

ln |µ| =
∫ ∂N

∂x −
∂M
∂y

−N
dx+ C.

Нам потрiбно один iнтегрувальний множник, тому покладемо C = 0. От-

же, µ(x) = e
∫ ∂N

∂x
−∂M
∂y

−N dx.

II. Нехай µ = µ(y). Тодi рiвняння (2.38) буде таким:

dµ

dy
M = µ

(
∂N

∂x
− ∂M

∂y

)
=⇒ dµ

µ
=

∂N
∂x −

∂M
∂y

M
.

Нехай
∂N
∂x −

∂M
∂y

M є функцiєю тiльки вiд y. Тодi

ln |µ| =
∫ ∂N

∂x −
∂M
∂y

M
dy + C.

Оскiльки нам потрiбно один iнтегрувальний множник, тому покладемо
C = 0.

Отже, µ(y) = e
∫ ∂N

∂x
−∂M
∂y

M dy.

III. Нехай µ = µ(ω), ω = ω(x, y). Це означає, що для вiдшукання iнтегру-
вального множника одержимо диференцiальне рiвняння:

dµ

dω

∂ω

∂y
M − dµ

dω

∂ω

∂x
N = µ

(
∂N

∂x
− ∂M

∂y

)
=⇒

dµ

dω
= µ

∂N
∂x −

∂M
∂y

∂ω
∂yM −

∂ω
∂xN

=⇒ dµ

µ
=

∂N
∂x −

∂M
∂y

∂ω
∂yM −

∂ω
∂xN

dω = Ψ(ω) =⇒

ln |µ| =
∫ ∂N

∂x −
∂M
∂y

∂ω
∂yM −

∂ω
∂xN

dω =⇒ µ(ω) = e

∫ ∂N
∂x
−∂M
∂y

∂ω
∂y

M−∂ω
∂x

N
dω
.

Надалi для функцiї ω(x, y) будемо розглядати наступнi випадки:

ω(x, y) =


x± y;

x2 ± y2;
xy;
x
y .
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Приклад 2.7. Проiнтегрувати диференцiальне рiвняння, звiвши його до рiв-
няння у повних диференцiалах:

(x2 + 2x+ y)dx+ (−x+ 3x2y)dy = 0.

Легко бачити, що задане рiвняння не задовольняє умову Ейлера. Для
зведення його до рiвняння у повних диференцiалах, домножимо вихiдне рiв-
няння на функцiю µ = µ(x):

µ(x)(x2 + 2x+ y)dx+ µ(x)(−x+ 3x2y)dy = 0. (2.39)

Оскiльки µ = µ(x) є iнтегрувальним множником, то (2.39) повинно задо-
вольняти умову Ейлера:

∂

∂y
(µ(x)(x2 + 2x+ y)) =

∂

∂x
(µ(x)(−x+ 3x2y)) =⇒

µ′(−x+ 2x2y) = µ(2− 6xy),−x+ 2x2y 6= 0 =⇒ dµ

dx
= −2µ

x
, µ 6= 0 =⇒

dµ

µ
= −2

x
dx =⇒ ln |µ| = −2 ln |x| =⇒ µ(x) =

1

x2
.

Пiдставимо знайдене значення функцiї µ(x) у (2.39):(
1 +

2

x
+

y

x2

)
dx+

(
−1

x
+ 3y

)
dy = 0. (2.40)

Як бачимо, рiвняння (2.40) задовольняє умову Ейлера, тобто є рiвнянням
у повних диференцiалах.

Iз (2.40) матимемо:

∂U

∂x
= 1 +

2

x
+

y

x2
, y = const,=⇒ U(x, y) = x+ 2 ln |x| − y

x
+ φ(y).

З iншого боку,

∂U

∂y
= −1

x
+ φ′ = −1

x
+ 3y =⇒ φ′ = 3y =⇒ φ(y) =

3

2
y2 + C̃.

А тодi розв’язком диференцiального рiвняння (2.40) буде функцiя:

x+ 2 ln |x| − y

x
+

3

2
y2 = C1,
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де C1 = C − C̃.

Аналогiчними є мiркування i у випадках m = m(y) та m = m(ω(x, y)).

Завдання для аудиторної роботи

1. Розв’язати диференцiальнi рiвняння:

• xy′ − 2y = 2x4;

• (2x+ 1)y′ = 4x+ 2y;

• y′ + ytgx = secx;

• y = x(y′ − x cosx);

• 2x(x2 + y)dx = dy;

• (x+ y2)dy = ydx;

• y′ + 2y = y2ex;

• (x+ 1)(y′ + y2) = −y;

• y′ = y4 cosx+ ytgx;

• xy′ − 2x2
√
y = 4y;

• xy′ + 2y + x5y3ex = 0;

2. Перевiрити, чи рiвняння є рiвняннями у повних диференцiалах та розв’я-
зати їх:

• 2xydx+ (x2 − y2)dy = 0;

• (2− 9xy2)xdx+ (4y2 − 6x3)ydy = 0;

• 3x2+y2

y2 dx− 2x3+5y
y3 dy = 0;

• 2x
(

1 +
√
x2 − y

)
dx−

√
x2 − ydy = 0;

• 3x2(1 + ln y)dx =
(

2y − x3

y

)
dy;

•
(

x
sin y + 2

)
dx+ (x2+1) cos y

cos 2y−1 dy = 0.
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3. Знайти iнтегрувальний множник та проiнтегрувати диференцiальнi рiв-
няння:

• (x2 + y2 + x)dx+ ydy = 0;

• (x2 + y2 + y)dx− xdy = 0;

• y2dx− (xy + x3)dy = 0;

•
(
y − 1

x

)
dx+ dy

y = 0;

• y(x+ y)dx+ (xy + 1)dy = 0;

• (x2 + 3 ln y)ydx = xdy;

• (x2 + 2x+ y)dx = (x− 3x2y)dy;

• y(x+ y2)dx+ x2(y − 1)dy = 0.

Завдання для iндивiдуальної роботи №2

Варiант 1.

1. Розв’язати задачу Кошi для лiнiйного рiвняння першого порядку.

xy′ − (x− 1)y = 3x, y(−2) = 1.

2. Проiнтегрувати рiвняння Бернуллi.

y′ + 2y = y2ex.

3. Знайти розв’язок рiвняння, звiвши його до лiнiйного диференцiального
рiвняння.

x2y′ + xy + x2y2 = 4.

4. Перевiрити, чи рiвняння є рiвнянням у повних диференцiалах та знайти
його розв’язок.

(2x+ cosx+ 1)dx+ (2x+ sin y − 1)dy = 0.
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5. Знайшовши iнтегрувальний множник, звести рiвняння до рiвняння у пов-
них диференцiалах та проiнтегрувати його.

(3x2y − x+ 1)dx+ dy = 0.

Варiант 2.

1. Розв’язати лiнiйне рiвняння першого порядку.

xy′ − 2y = x4.

2. Проiнтегрувати рiвняння Бернуллi.

(x+ 1)(y′ + y2) = −y.

3. Знайти розв’язок задачi Кошi для рiвняння, звiвши його до лiнiйного
диференцiального рiвняння.

2y′ + y2 +
2

x2
= 0, y(1) = −2.

4. Перевiрити, чи рiвняння є рiвнянням у повних диференцiалах та знайти
його розв’язок.

2xydx+ (x2 − y2)dy = 0.

5. Знайшовши iнтегрувальний множник, звести рiвняння до рiвняння у пов-
них диференцiалах та проiнтегрувати його.

(1− x2y)dx+ x2(y − x)dy = 0.

Варiант 3.

1. Розв’язати задачу Кошi для лiнiйного рiвняння першого порядку.

y′ + ytgx =
1

cosx
, y
(π

4

)
= 0.

2. Проiнтегрувати рiвняння Бернуллi.

xy2y′ = x2 + y3.
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3. Знайти розв’язок рiвняння, звiвши його до лiнiйного диференцiального
рiвняння.

xy′ − (2x+ 1)y + y2 = −x2.

4. Перевiрити, чи рiвняння є рiвнянням у повних диференцiалах та знайти
його розв’язок.

x(2− 9xy2)dx+ (4y2 − 6x3)ydy = 0.

5. Знайшовши iнтегрувальний множник, звести рiвняння до рiвняння у пов-
них диференцiалах та проiнтегрувати його.

(2x2y + 2y + 5)dx+ (2x3 + 2x)dy = 0.

Варiант 4.

1. Розв’язати лiнiйне рiвняння першого порядку.

(xy + ex)dx− xdy = 0.

2. Проiнтегрувати рiвняння Бернуллi.

xydy = (y2 + x)dx.

3. Знайти розв’язокзадачi Кошi для рiвняння, звiвши його до лiнiйного ди-
ференцiального рiвняння.

y′ + 2yex − y2 = e2x + ex, y(e) = 0.

4. Перевiрити, чи рiвняння є рiвнянням у повних диференцiалах та знайти
його розв’язок.

e−ydx− (2y + xe−y)dy = 0.

5. Знайшовши iнтегрувальний множник, звести рiвняння до рiвняння у пов-
них диференцiалах та проiнтегрувати його.

(2x2y − 3y3)dx+ (7− 3xy2)dy = 0.
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Варiант 5.

1. Розв’язати лiнiйне рiвняння першого порядку.

x2y′ + xy + 1 = 0.

2. Знайти розв’язок задачi Кошi для рiвняння Бернуллi.

xy′ − 2x2
√
y = 4y, y(1) = 1.

3. Знайти розв’язок рiвняння, звiвши його до лiнiйного диференцiального
рiвняння.

5y3y′ + 2y4 =
4x

y
+ 2y−1.

4. Перевiрити, чи рiвняння є рiвнянням у повних диференцiалах та знайти
його розв’язок.

y

x
dx+ (y3 + lnx)dy = 0.

5. Знайшовши iнтегрувальний множник, звести рiвняння до рiвняння у пов-
них диференцiалах та проiнтегрувати його.

(x+ sinx+ sin y)dx+ cos ydy = 0.

Варiант 6.

1. Розв’язати лiнiйне рiвняння першого порядку.

y = x(y′ − x cosx).

2. Проiнтегрувати рiвняння Бернуллi.

xy′ + 2y + x5y3ex = 0.

3. Знайти розв’язок рiвняння, звiвши його до лiнiйного диференцiального
рiвняння.

y′ − 10(x+ 1)3 10
√
y9 =

20y

x+ 1
.
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4. Перевiрити, чи рiвняння є рiвнянням у повних диференцiалах та знайти
розв’язок, що проходить через точку M(0,1).

3x2 + y2

y2
dx− 2x2 + 5y

y3
dy = 0.

5. Знайшовши iнтегрувальний множник, звести рiвняння до рiвняння у пов-
них диференцiалах та проiнтегрувати його.

(2y + xy3)dx+ (1− 3xy2)dy = 0.

Варiант 7.

1. Розв’язати задачу Кошi для лiнiйне рiвняння першого порядку.

2x(x2 + y)dx = dy, y(2) =
√

3.

2. Проiнтегрувати рiвняння Бернуллi.

2y′ − x

y
=

xy

x2 − 1
.

3. Знайти розв’язок рiвняння, звiвши його до лiнiйного диференцiального
рiвняння.

ytgx =
y3

cos3 x
+ 2y′.

4. Перевiрити, чи рiвняння є рiвнянням у повних диференцiалах та знайти
його розв’язок.

2x
(

1 +
√
x2 − y

)
dx−

√
x2 − ydy = 0.

5. Знайшовши iнтегрувальний множник, звести рiвняння до рiвняння у пов-
них диференцiалах та проiнтегрувати його.

(1 + x2y)dx+ (x+ x2y2)dy = 0.
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Варiант 8.

1. Розв’язати лiнiйне рiвняння першого порядку.

(xy′ − 1) lnx = 2y.

2. Проiнтегрувати рiвняння Бернуллi.

y′x3 sin y = xy′ − 2y.

3. Знайти розв’язок рiвняння, звiвши його до лiнiйного диференцiального
рiвняння.

xy2dx+ dy +
3y

x
dx = 0.

4. Перевiрити, чи рiвняння є рiвнянням у повних диференцiалах та знайти
його розв’язок, що проходить через точку M (−π, π).

(1 + y2 sin 2x)dx− 2y cos2 xdy = 0.

5. Знайшовши iнтегрувальний множник, звести рiвняння до рiвняння у пов-
них диференцiалах та проiнтегрувати його.

y2(x− 3y)dx+ x2(x+ y)dy = 0.

Варiант 9.

1. Розв’язати лiнiйне рiвняння першого порядку.

xy′ + (x+ 1)y = 3x2e−x.

2. Знайти розв’язок задачi Кошi для рiвняння Бернуллi.

(2x2y ln y − x)y′ = y, y(2) = 1.

3. Знайти розв’язок рiвняння, звiвши його до лiнiйного диференцiального
рiвняння.

ytgx− 2y′ = y3 cos2 x.
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4. Перевiрити, чи рiвняння є рiвнянням у повних диференцiалах та знайти
його розв’язок.

3x2(1 + ln y)dx =

(
2y − x3

y

)
dy = 0.

5. Знайшовши iнтегрувальний множник, звести рiвняння до рiвняння у пов-
них диференцiалах та проiнтегрувати його.(

1 +
y

x2

)
dx+

(
1

x
+

2y

x2

)
dy = 0.

Варiант 10.

1. Розв’язати лiнiйне рiвняння першого порядку.

(x+ y2)dy = ydx.

2. Проiнтегрувати рiвняння Бернуллi.

xdx = (x2 − 2y + 1)dy.

3. Знайти розв’язок задачi Кошi для рiвняння, звiвши його до лiнiйного
диференцiального рiвняння.

1 = 4x
√
y(1−√yy′), y

(
1

2

)
= 0.

4. Перевiрити, чи рiвняння є рiвнянням у повних диференцiалах та знайти
його розв’язок. (

x

sin y
+ 2

)
dx+

(x2 + 1) cos y

cos 2y − 1
dy = 0.

5. Знайшовши iнтегрувальний множник, звести рiвняння до рiвняння у пов-
них диференцiалах та проiнтегрувати його.(

y3

x3
− 1

x2

)
dy =

y

x3
dx.
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Варiант 11.

1. Розв’язати лiнiйне рiвняння першого порядку.

(2ey − x)y′ = 1.

2. Проiнтегрувати рiвняння Бернуллi.

(x+ 1)(yy′ − 1) = y2.

3. Знайти розв’язок рiвняння, звiвши його до лiнiйного диференцiального
рiвняння.

5x4 + (y + 4− x5)y′ = 0.

4. Перевiрити, чи рiвняння є рiвнянням у повних диференцiалах та знайти
iнтегральну криву, яка проходить через точку M(0, 1).(

x√
x2 + y2

+
1

x
+

1

y

)
dx+

(
y√

x2 + y2
+

1

y
− x

y2

)
dy = 0.

5. Знайшовши iнтегрувальний множник, звести рiвняння до рiвняння у пов-
них диференцiалах та проiнтегрувати його.

(2xy + y2)dx+ (2x2 + 3xy + 4y2)dy = 0.

Варiант 12.

1. Розв’язати задачу Кошi для лiнiйного рiвняння першого порядку.

(sin2 y + xctgy)y′ = 1, y
(π

3

)
= −1.

2. Проiнтегрувати рiвняння Бернуллi.

y′ − ytgx+ y2(1 + x2)tgx+ 2xy2 = 0.

3. Знайти розв’язок рiвняння, звiвши його до лiнiйного диференцiального
рiвняння. (

3y cosx− 3

2
y

2
3 sin 2x

)
dx+ dy = 0.
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4. Перевiрити, чи рiвняння є рiвнянням у повних диференцiалах та знайти
його розв’язок.(

2x2tgy − 2y3

x3

)
dx+

(
x3

cos2 y
+ 4y3 +

3y2

x2

)
dy = 0.

5. Знайшовши iнтегрувальний множник, звести рiвняння до рiвняння у пов-
них диференцiалах та проiнтегрувати його.

(2xy2 − y)dx+ (y2 + x+ y)dy = 0.

Варiант 13.

1. Розв’язати лiнiйне рiвняння першого порядку.

(2x+ 1)y′ = 4x+ 2y.

2. Проiнтегрувати задачу Кошi для рiвняння Бернуллi.

3y′y2 − y3 = 2e2x − 1, y(−1) = 3.

3. Знайти розв’язок рiвняння, звiвши його до лiнiйного диференцiального
рiвняння.

yx2(y3 − 1) + 3y′ = 0.

4. Перевiрити, чи рiвняння є рiвнянням у повних диференцiалах та знайти
його розв’язок. (

2x+
x2 + y2

x2y

)
dx =

x2 + y2

xy2
dy.

5. Знайшовши iнтегрувальний множник, звести рiвняння до рiвняння у пов-
них диференцiалах та проiнтегрувати його.

y(1− y sinx) cos2 ydx− (y2 + x cos2 y)dy = 0.
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Варiант 14.

1. Розв’язати лiнiйне рiвняння першого порядку.

(2x+ y)dy = ydx+ 4 ln ydy.

2. Проiнтегрувати рiвняння Бернуллi.

y′(1− x2) = xy(1− by).

3. Знайти розв’язок рiвняння, звiвши його до лiнiйного диференцiального
рiвняння.

2y′ + 3exy + 3exy
1
3 = 0.

4. Перевiрити, чи рiвняння є рiвнянням у повних диференцiалах та знайти
його розв’язок, що проходить через точку M

(
π
4 ,

π
6

)
.(

sin 2x

y
+ x

)
dx =

(
sin2 x

y2
− y
)
dy = 0.

5. Знайшовши iнтегрувальний множник, звести рiвняння до рiвняння у пов-
них диференцiалах та проiнтегрувати його.

dx+ (x+ e−yy2)dy = 0.

Варiант 15.

1. Розв’язати лiнiйне рiвняння першого порядку.

(x+ 2 + (x− 1)y)dx− xdy = 0.

2. Знайти розв’язок рiвняння Бернуллi, що проходить через точку (2, 1).

y′x = 2
√
y(lnx−√y).

3. Знайти розв’язок рiвняння, звiвши його до лiнiйного диференцiального
рiвняння.

dx =
(

8xy + 4(y + 1)ey
2

x
3
4

)
dy.
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4. Перевiрити, чи рiвняння є рiвнянням у повних диференцiалах та знайти
його розв’язок.

(
√

1 + x2 + x2 − lnx)dy +

(
xy√

1 + x2
+ 2xy − y

x

)
dx = 0.

5. Знайшовши iнтегрувальний множник, звести рiвняння до рiвняння у пов-
них диференцiалах та проiнтегрувати його.(

5x2 +
2 sin y

x
+

2

x

)
dx+ cos ydy = 0.

Варiант 16.

1. Розв’язати задачу Кошi для лiнiйного рiвняння першого порядку.

(1− 2xy)y′ = y(y − 1), y(−1) = 4.

2. Проiнтегрувати рiвняння Бернуллi.

2dy = (y − y−1(cosx+ sinx))dx.

3. Знайти розв’язок рiвняння, звiвши його до лiнiйного диференцiального
рiвняння.

y′ =
1

x− y2
.

4. Перевiрити, чи рiвняння є рiвнянням у повних диференцiалах та знайти
його розв’язок.(

sin y + y sinx+
1

x

)
dx+

(
x cos y − cosx+

1

y

)
dy = 0.

5. Знайшовши iнтегрувальний множник, звести рiвняння до рiвняння у пов-
них диференцiалах та проiнтегрувати його.

2

x3
dx+

(
1

y3
+

12

y
+

4

yx2

)
dy = 0.
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Варiант 17.

1. Розв’язати лiнiйне рiвняння першого порядку:

((x− 2)y − x− 1)dx+ (1− x)dy = 0.

2. Знайти iнтегральну рiвняння Бернуллi, що проходить через точкуM(−1, 2).

xy′ = x(2x− 2x3)
√
y − 2y.

3. Знайти розв’язок рiвняння, звiвши його до лiнiйного диференцiального
рiвняння.

dx

x
=

(
1

y
− 2x

)
dy.

4. Перевiрити, чи рiвняння є рiвнянням у повних диференцiалах та знайти
його розв’язок.

y + sinx cos2 xy

cos2 xy
dx+

(
x

cos2 xy
+ sin y

)
dy = 0.

5. Знайшовши iнтегрувальний множник, звести рiвняння до рiвняння у пов-
них диференцiалах та проiнтегрувати його.

2 cos 2ydx+

(
y3 − 2 sin 2x

y

)
dy = 0.

Варiант 18.

1. Розв’язати лiнiйне рiвняння першого порядку:

(2y − cosx)dx+ (x− 1)dy = 0.

2. Проiнтегрувати рiвняння Бернуллi.

y cosx− 6y
5
6 + 6y sinx = 0.

3. Знайти розв’язок рiвняння, звiвши його до лiнiйного диференцiального
рiвняння.

(1− x2)y′ − 2xy2 = xy.
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4. Перевiрити, чи рiвняння є рiвнянням у повних диференцiалах та знайти
його розв’язок.

2x

y3
dx+

y2 − 3x2

y4
dy = 0, y(1) = 1.

5. Знайшовши iнтегрувальний множник, звести рiвняння до рiвняння у пов-
них диференцiалах та проiнтегрувати його.

(2− eytgx− tgxtgy)dx+

(
ey +

1

cos2 y

)
dy = 0.

Варiант 19.

1. Розв’язати лiнiйне рiвняння першого порядку.

(y − 1)dx+ (2x− ln y)dy = 0.

2. Проiнтегрувати рiвняння Бернуллi.

2x(
√
x(1− y)− 1)dy = dx.

3. Знайти розв’язок задачi Кошi для рiвняння, звiвши його до лiнiйного
диференцiального рiвняння.

dy + (xy − xy3)dx = 0, y

(
1

4

)
= 0.

4. Перевiрити, чи рiвняння є рiвнянням у повних диференцiалах та знайти
його розв’язок.

y(x2 + y2 + a2)dy + x(x2 + y2 − a2)dx = 0.

5. Знайшовши iнтегрувальний множник, звести рiвняння до рiвняння у пов-
них диференцiалах та проiнтегрувати його.

lnxdx+ (e−3y + 2x lnx− 2x)dy = 0.
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Варiант 20.

1. Розв’язати задачу Кошi для лiнiйного рiвняння першого порядку.

(y − 1)dx+ (2x− sin3y)dy = 0, y(π) =
1

2
.

2. Проiнтегрувати рiвняння Бернуллi.

2xy lnxdy = (y2 + 3 lnx− 1)dx.

3. Знайти розв’язок рiвняння, звiвши його до лiнiйного диференцiального
рiвняння.

(x+ 2y3)y′ = y.

4. Перевiрити, чи рiвняння є рiвнянням у повних диференцiалах та знайти
його розв’язок.

(x lnxy − x2 + cos y)dy + (x3 + y ln y − y − 2xy)dx = 0.

5. Знайшовши iнтегрувальний множник, звести рiвняння до рiвняння у пов-
них диференцiалах та проiнтегрувати його.(

1

x2 + 1
+ x+

2x

x2 + 1
cos y

)
dx− sin ydy = 0.

Варiант 21.

1. Розв’язати лiнiйне рiвняння першого порядку.

((2x− 1)y − cos 2x)dx+ (x− 1)dy = 0.

2. Проiнтегрувати рiвняння Бернуллi.

5x4 + (y + 4− x5)y′ = 0.

3. Знайти розв’язок рiвняння, звiвши його до лiнiйного диференцiального
рiвняння.

y − y′ = y2 + xy′.
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4. Перевiрити, чи рiвняння є рiвнянням у повних диференцiалах та знайти
розв’язок задачi Кошi.(

x− 1√
y2 − x2

)
dx =

(
x

y
√
y2 − x2

− y

)
dy, y(−1) = 0.

5. Знайшовши iнтегрувальний множник, звести рiвняння до рiвняння у пов-
них диференцiалах та проiнтегрувати його.

(3x2 − 3 sin 3x)dx+ (1 + x3ctgy + cos 3xctgy)dy = 0.

Варiант 22.

1. Розв’язати задачу Кошi для лiнiйного рiвняння першого порядку.

y′ =
y

3x− y2
, y(3) = 0, 5.

2. Проiнтегрувати рiвняння Бернуллi.(
3y cosx− 3

2
y

2
3 sin 2x

)
dx+ dy = 0.

3. Знайти розв’язок рiвняння, звiвши його до лiнiйного диференцiального
рiвняння.

y′x3 sin y = xy′ − 2y.

4. Перевiрити, чи рiвняння є рiвнянням у повних диференцiалах та знайти
його розв’язок.

2x− y
x2 + y2

dx+
2x+ x

x2 + y2
dy = 0.

5. Знайшовши iнтегрувальний множник, звести рiвняння до рiвняння у пов-
них диференцiалах та проiнтегрувати його.

(x− 2ctgy − 2y)dx− ctg2ydy = 0.
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Варiант 23.

1. Розв’язати лiнiйне рiвняння першого порядку:

ydx+ (2x− ey)dy = 0.

2. Проiнтегрувати рiвняння Бернуллi.

yx2(y3 − 1) + 3y′ = 0.

3. Знайти розв’язок задачi Кошi для рiвняння, звiвши його до лiнiйного
диференцiального рiвняння.

(2x2y ln y − x)y′ = y, y(e) = 2.

4. Перевiрити, чи рiвняння є рiвнянням у повних диференцiалах та знайти
його розв’язок.

(6xy + x2 + 3)y′ + 3y2 + 2xy + 2x = 0.

5. Знайшовши iнтегрувальний множник, звести рiвняння до рiвняння у пов-
них диференцiалах та проiнтегрувати його.

(ex + 1)dx+

(
y2 +

ex + x

y ln y

)
dy = 0.

Варiант 24.

1. Розв’язати лiнiйне рiвняння першого порядку.

xy′ + (2x+ 1)y − sin 2x = 0.

2. Знайти розв’язок задачi Кошi для рiвняння Бернуллi.

2y′ + 3exy + 3exy
1
3 = 0, y(1) = 2e.

3. Знайти розв’язок рiвняння, звiвши його до лiнiйного диференцiального
рiвняння.

(2x+ y)dy = ydx+ 4 ln ydy.
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4. Перевiрити, чи рiвняння є рiвнянням у повних диференцiалах та знайти
його розв’язок.

(cos (x+ y2) + 3y)dx+ (2y cos (x+ y2) + 3x)dy = 0, y
(π

2

)
= 0.

5. Знайшовши iнтегрувальний множник, звести рiвняння до рiвняння у пов-
них диференцiалах та проiнтегрувати його.

(x2y + y2 + 2xy)dx+ (x2 + x)(x+ 2y)dy = 0.

Варiант 25.

1. Розв’язати лiнiйне рiвняння першого порядку.

(3x− 1 + xy)dx− (x+ 1)dy = 0.

2. Проiнтегрувати рiвняння Бернуллi.

dx =
(

8xy + 4(y + 1)ey
2

x
3
4

)
dy.

3. Знайти розв’язок рiвняння, звiвши його до лiнiйного диференцiального
рiвняння.

xdx = (x2 − 2y + 1)dy = 0.

4. Перевiрити, чи рiвняння є рiвнянням у повних диференцiалах та знайти
його розв’язок, що проходить через точку M(1, e).

(xey + ex)dy + (ey + yex)dx = 0.

5. Знайшовши iнтегрувальний множник, звести рiвняння до рiвняння у пов-
них диференцiалах та проiнтегрувати його.

(2x2y + x)y′ − x2y3 + 2xy2 + y = 0.



Роздiл 3

Диференцiальнi рiвняння першого порядку, не розв’язанi
вiдносно похiдної

3.1 Основнi поняття та означення

Означення 3.1. Неявним диференцiальним рiвнянням першого порядку (рiв-
нянням, не розв’язаним вiдносно похiдної) називається рiвняння вигляду:

F (x, y, y′) = 0 (3.1)

де F ∈ C(D), D ⊂ R3.

Означення 3.2. Функцiя y = φ(x), яка визначена на промiжку I, називаєть-
ся розв’язком рiвняння (3.1), якщо виконуються такi умови:

1. φ диференцiйовна на I;

2. (x, φ(x), φ′(x)) ∈ D при x ∈ I;

3. F (x, φ(x), φ′(x)) = 0 для всiх x ∈ I.

Означення 3.3. Задачею Кошi для диференцiального рiвняння (3.1) назива-
ється задача вiдшукання розв’язку рiвняння (3.1), що задовольняє початкову
умову:

y(x0) = y0, (3.2)

де числа x0, y0, y′0 задовольняють умову F (x0, y0, y
′
0) = 0, y′(x0) = y′0.

Теорема 3.1. [5] Нехай функцiї F, ∂F∂y ,
∂F
∂y′ є неперервними в областi D, а

точка (x0, y0, y
′
0) з цiєї областi є такою, що

F (x0, y0, y
′
0) = 0,

∂F (x0, y0, y
′
0)

∂y′
6= 0.

Тодi задача Кошi (3.1), (3.2) має єдиний розв’язок y = φ(x), визначений
у деякому околi точки x0.

Означення 3.4. Точки, в яких порушується єдинiсть розв’язку задачi Кошi
(3.1), (3.2), називаються особливими точками диференцiального рiвняння.
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Означення 3.5. Множина всiх особливих точок рiвняння (3.1) називається
його особливою множиною. Якщо певна пiдмножина особливої множини цьо-
го рiвняння утворює криву i дана крива є iнтегральною кривою у просторi
змiнних x, y, то її називають особливою iнтегральною кривою, а функцiю,
яка описує цю криву, — особливим розв’язком рiвняння.

Особливими точками рiвняння (3.1) можуть бути тi точки, в яких має
мiсце спiввiдношення:

∂F (x, y, y′)

∂y′
= 0.

Крiм того, особлива точка повинна задовольняти рiвняння (3.1). Отож,
для вiдшукання особливих точок рiвняння (3.1) одержимо систему [6]:{

F (x, y, y′) = 0,
∂F (x,y,y′)

∂y′ = 0.
(3.3)

Якщо система (3.3) сумiсна i вдається з неї виключити y′, то матимемо
рiвняння:

ψ(x, y) = 0. (3.4)

За умови, що особливi точки iснують, вони задовольнятимуть рiвняння
(3.4).

Якщо рiвняння (3.4) визначає деяку криву на площинi x0y, то її назива-
ють iнтегральною кривою рiвняння (3.4).

Вiдмiтимо, що якщо (3.4) визначає розв’язок рiвняння (3.1), то вiн не обо-
в’язково буде особливим. Для вияснення даного питання потрiбно провести
додатковi дослiдження.

3.2 Неповнi рiвняння, не розв’язанi вiдносно похiдної,
та способи їх iнтегрування

Розглянемо методи iнтегрування неповних рiвнянь, не розв’язаних вiднос-
но похiдної [7].

Нехай диференцiальне рiвняння (3.1) має вигляд:
I. F (y′) = 0.

Нехай αi — коренi рiвняння F (αi) = 0. Це означає, що

y′ = αi =⇒ y = αix+ C =⇒ αi =
y − C
x

,
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а тодi загальним розв’язком вихiдного рiвняння буде функцiя:

F

(
y − C
x

)
= 0.

I. F (x, y′) = 0.

1. Якщо x = f(y′).

Введемо параметр: y′ = p.

Тодi з диференцiального рiвняння одержимо:

x = f(p) =⇒ dx = f ′(p)dp.

З iншого боку, з параметризацiї маємо, що dy
dx = p =⇒ dx = dy

p . Отже,
отримуємо наступне рiвняння:

dy

p
= f ′(p)dp =⇒ dy = pf ′(p)dp =⇒ y =

∫
pf ′(p)dp+ C.

У цьому випадку, загальним розв’язком вихiдного рiвняння буде система
функцiй: {

x = f(p),

y =
∫
pf ′(p)dp+ C.

2. Нехай

{
x = φ(t),

y′ = ψ(t).

З другого спiввiдношення маємо, що dy
dx = ψ(t) =⇒ dy = ψ(t)dx. У свою

чергу dx = φ′(t)dt. А тодi

dy = ψ(t)φ′(t)dt =⇒ y =

∫
ψ(t)φ′(t)dt+ C.

Отже, загальним розв’язком заданого диференцiального рiвняння буде
система функцiй: {

x = φ(t),

y =
∫
ψ(t)φ′(t)dt+ C.
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III. F (y, y′) = 0.

1. Якщо y = f(y′).

Введемо параметр: y′ = p.

Тодi з диференцiального рiвняння одержимо:

y = f(p) =⇒ dy = f ′(p)dp.

З iншого боку, з параметризацiї маємо, що dy
dx = p =⇒ dy = pdx. Отже,

отримуємо наступне рiвняння:

pdx = f ′(p)dp, p 6= 0 =⇒ dx =
f ′(p)

p
dp =⇒ x =

f ′(p)

p
dp+ C.

У цьому випадку, загальним розв’язком вихiдного рiвняння буде система
функцiй: {

x = f ′(p)
p dp,

y = f(p).

Якщо ж p = 0, то кривi y = f(0) будуть задавати особливi розв’язки
заданого рiвняння.

2. Нехай

{
y = φ(t),

y′ = ψ(t).

З другого спiввiдношення маємо, що dy
dx = ψ(t), ψ(t) 6= 0 =⇒ dx = dy

ψ(t) . У
свою чергу dy = φ′(t)dt. А тодi

dx =
φ′(t)dt

ψ(t)
=⇒ x =

∫
φ′(t)dt

ψ(t)
+ C.

Отже, загальним розв’язком заданого диференцiального рiвняння буде
система функцiй: {

x = x =
∫ φ′(t)dt

ψ(t) + C,

y = φ(t).

Якщо iснують такi значення t = t0, при яких ψ(t0) = 0, то кривi y = ψ(t0)

задаватимуть особливi розв’язки заданого диференцiального рiвняння.



70

Приклад 3.1. Знайти розв’язки диференцiального рiвняння:

y = (y′ − 1)ey
′
. (3.5)

Введемо замiну змiнних: y′ = p. Тодi рiвняння (3.5) запишеться так:

y = (p− 1)ep =⇒ dy = pepdp.

З iншого боку, dydx = p =⇒ dy = pdx, а тому

pdx = pepdp, p 6= 0 =⇒ dx = epdp =⇒ x = ep + C.

Отже, загальним розв’язком диференцiального рiвняння (3.5) буде

x = ep + C, y = (p− 1)ep.

При p = 0 одержимо, що значення y = −1 є особливим розв’язком (3.5),
оскiльки воно задовольняє це рiвняння та не одержується iз його загального
розв’язку при фiксованому значеннi сталої C.

3.3 Iнтегрування повних неявних диференцiальних рiвнянь

Розглянемо тепер повнi диференцiальнi рiвняння, не розв’язанi вiдносно
похiдної [8].

Нехай рiвняння (3.1) записане у виглядi:
I. y = f(x, y′).
Для iнтегрування такого рiвняння введемо замiну: y′ = p(x). Тодi одер-

жимо, що

y = f(x, p(x)) =⇒ y′ =
∂f

∂x
+
∂f

∂p

dp

dx
= p =⇒ dp

dx
=
p− ∂f

∂x
∂f
∂p

.

Нехай розв’язком останнього рiвняння є функцiя p(x) = φ(x,C). А тодi
загальним розв’язком вихдiного рiвняння буде y = f(x, φ(x,C)).

II. x = f(y, y′).
Введемо замiну: y′ = p(y). Тодi одержимо:

x = f(y, p(y)) =⇒ x′ =
∂f

∂y
+
∂f

∂p

dp

dy
=

1

p
=⇒ dp

dy
=

1
p −

∂f
∂y

∂f
∂p

.
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Нехай розв’язком останнього рiвняння є функцiя p(y) = φ(y, C). А тодi
загальним розв’язком вихiдного рiвняння буде x = f(y, φ(y, C)).

Приклад 3.2. Проiнтегрувати диференцiальне рiвняння:

2xy′ − y = y′ ln yy′. (3.6)

Розв’яжемо рiвняння (3.6) вiдносно змiнної x:

x =
y + y′ ln yy′

2y′
. (3.7)

Введемо замiну змiнних: y′ = p(y). Тодi (3.7) перепишуться таким чином:

x =
y + p ln yp

2p
=⇒ x′ =

1

2y
+

1

2p
+

(
1

2p
− y

2p2

)
dp

dy
=

1

p
=⇒

dp

dy
= −p

y
=⇒ dp

p
= −dy

y
=⇒ ln p = − ln y + lnC =⇒ p(y) =

C

y
.

На основi знайденого значення функцiї p(y) можемо записати, що загаль-
ним розв’язком диференцiального рiвняння (3.6) буде функцiя:

x =
1

2
lnC +

y2

2C
.

IV. Диференцiальне рiвняння вигляду:

y = xφ(y′) + ψ(y′),

де φ(y′), ψ(y′) — заданi неперервнi функцiї, називається рiвнянням Лагран-
жа.

Для його iнтегрування введемо замiну: y′ = p(x).
Тодi рiвняння Лагранжа перепишеться так:

y = xφ(p) + ψ(p) =⇒ y′ = φ(p) + (xφ′(p) + ψ′(p))
dp

dx
= p =⇒

dx

dp
=
xφ′(p) + ψ′(p)

p− φ(p)
=⇒ dx

dp
− φ′(p)

p− φ(p)
x =

ψ′(p)

p− φ(p)
.

Одержали лiнiйне неоднорiдне диференцiальне рiвняння з шуканою функ-
цiєю x = x(p), розв’язок якого шукаємо методом варiацiї сталої. Припустимо,
що ми знайшли функцiю x = γ(p, C), яка є розв’язком останнього рiвняння.
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Тодi загальний розв’язок рiвняння Лагранжа запишеться так:{
x = γ(p, C),

y = γ(p, C)φ(p) + ψ(p).

V. Диференцiальне рiвняння вигляду:

y = xy′ + ψ(y′),

де ψ(y′) — задана неперервна функцiя, називається рiвнянням Клеро.
Для його iнтегрування введемо замiну: y′ = p(x).
Тодi рiвняння Клеро перепишеться так:

y = xp+ ψ(p) =⇒ y′ = p+ (x+ ψ′(p))
dp

dx
= p =⇒

(x+ ψ′(p))
dp

dx
= 0 =⇒ dp

dx
= 0 ∨ x+ ψ′(p) = 0 =⇒

dp

dx
= 0 =⇒ p = C =⇒ y = Cx+ ψ(C)

— загальний iнтеграл рiвняння Клеро, а система функцiй

x = −ψ′(p), y = −pψ′(p) + ψ(p)

задає його особливий розв’язок.

Приклад 3.3. Знайти розв’язок рiвняння Клеро:

xy′ − y = ln y′.

Введемо параметр: y′ = p(x). Тодi з диференцiального рiвняння одержи-
мо:

y = xy′ − ln y′ =⇒ y = xp− ln p =⇒ y′ = p+

(
x− 1

p

)
dp

dx
= p =⇒

(
x− 1

p

)
dp

dx
= 0 =⇒ dp

dx
= 0 ∨ x− 1

p
= 0;

З першого спiввiдношення маємо, що

dp

dx
= 0 =⇒ p = C =⇒ y = Cx− lnC
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— загальний розв’язок рiвняння Клеро, а з другого —

x =
1

p
=⇒ p =

1

x
=⇒ y = 1 + lnx

— його особливий розв’язок.

Завдання для аудиторної роботи

1. Методом введення параметру проiнтегрувати неявнi диференцiальнi рiв-
няння:

• x = y′
√
y′2 + 1;

• x3 + y′3 − 3xy′ = 0;

• y = y′2 + 2y′3;

• y2 + y′2 = R2;

• shy′ + y′3 − 2y′ = 0;

• 5y + y′2 = x(x+ y′);

• y = −xy′2 + y′3.

2. Знайти розв’язки рiвняння Лагранжа та Клеро:

• y = xy′2 + y′3;

• y = 2xy′ − 4y′3;

• 2y′2(y − xy′) = 1;

• y′3 = 3(xy′ − y).

Завдання для iндивiдуальної роботи №3

Варiант 1.

Проiнтегрувати диференцiальнi рiвняння:

1. y′2 + xy = y2 + xy′;

2. x = y′
√
y′2 + 1;

3. y′2 − y2 = 0;

4. xy′2 = y;
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5. y = xy′ − y′2.

Варiант 2.

Проiнтегрувати диференцiальнi рiвняння:

1. xy′2 − 2yy′ + x = 0;

2. xy′ =
√

1 + y′2;

3. y′2 − 4y3 = 0;

4. yy′3 + x = 1;

5. y = 2xy′ − 4y′3.

Варiант 3.

Проiнтегрувати диференцiальнi рiвняння:

1. y′2 + x = 2y;

2. x = y′3 + y′;

3. 8y′3 = 27y;

4. y = x+ y′ − ln y′

5. y′3 = 3(xy′ − y).

Варiант 4.

Проiнтегрувати диференцiальнi рiвняння:

1. y′2 − 2xy′ = 8x2;

2. x(y′2 − 1) = 2y′;

3. y′3 + y2 = yy′(y′ + 1);

4. y = 2xy′ + ln y′;

5. y + xy′ = 4
√
y′.
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Варiант 5.

Проiнтегрувати диференцiальнi рiвняння:

1. y′2 − 2yy′ = y2(ex − 1);

2. y′2 + x2 = a2;

3. y2(y′2 + 1) = 1;

4. y′3 + y2 = xyy′;

5. y = xy′ − (2 + y′).

Варiант 6.

Проiнтегрувати диференцiальнi рiвняння:

1. y′4 + y2 = y4;

2. ln y′(xy′) = 1;

3. y′2 = 4y3(1− y);

4. y = 2xy′ + y2y′3;

5. y = xy′2 − 2y′3.

Варiант 7.

Проiнтегрувати диференцiальнi рiвняння:

1. y(xy′ − y)2 = y − 2xy′;

2. cos y′
√

1 + x = 2;

3. 4(1− y) = (3y − 2)2y′2;

4. y′3 − xy′2 − 4yy′ + 4xy = 0;

5. xy′ − y = ln y′.
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Варiант 8.

Проiнтегрувати диференцiальнi рiвняння:

1. y(y − 2xy′)2 = 2y′;

2. 2y′ = x+ ln y′;

3. y′4 = 2yy′ + y2;

4. y′3 − 4xy′ + 8y2 = 0;

5. 2y′2(y − xy′) = 1.

Варiант 9.

Проiнтегрувати диференцiальнi рiвняння:

1. xy′(xy′ + y) = 2y2;

2. x2

y′2 = e2y
′
;

3. y′2 − 4y = 0;

4. y2y′2 − 2xyy′ + 2y2 − x2 = 0;

5. 2yy′ = x(y′2 + 4).

Варiант 10.

Проiнтегрувати диференцiальнi рiвняння:

1. xy′2 = y(2y′ − 1);

2. xy′3 + y′ = 0;

3. y = (y′ − 1)ey
′
;

4. y′2 − 2xy′ = x2 − 4y;

5. y + xy′ − y′2 = 0.
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Варiант 11.

Проiнтегрувати диференцiальнi рiвняння:

1. y′3 + (x+ 2)ey = 0;

2. ln y′ + sin y′ − x = 0;

3. y′2 = 4|y|;

4. 2xy′ − y = y′ ln yy′;

5. xy′ +
√

1− y′2 − y = 0.

Варiант 12.

Проiнтегрувати диференцiальнi рiвняння:

1. (xy′ + 3y)2 = 7x;

2. (x cos y′ + sin 2y′) = 1;

3. y′y′2 + 2y′3;

4. y(y − 2xy′)3 = y′2;

5. x = y
y′ + 1

y′2 .

Варiант 13.

Проiнтегрувати диференцiальнi рiвняння:

1. x(y − xy′)2 = xy′2 − 2yy′;

2. x(x+ 1)(y′ − 1) = y′;

3. y′4 − y′2 = y2;

4. y = y′2 − xy′ + x2

2 ;

5. 3x(1− y′) + (2y′ − 1)
3
2 = 3y.
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Варiант 14.

Проiнтегрувати диференцiальнi рiвняння:

1. y′(2y − y′) = y2 sin2 x;

2. x(y′2 − 1) = 2y′;

3. y = ln y′ + y′2;

4. yy′2 − (xy + 1)y′ + x = 0;

5. x(1− y′) + y′2 = y′ + y.

Варiант 15.

Проiнтегрувати диференцiальнi рiвняння:

1. yy′(yy′ − 2x) = x2 − 2y2;

2. y′2 = 1
4|x| ;

3. y′2 − y′3 = y2;

4. x2y′2 + 3xyy′ + 2y2 = 0;

5. xy′(y′ + 2) = y.

Варiант 16.

Проiнтегрувати диференцiальнi рiвняння:

1. y′2 + 4xy′ − y2 − 2x2y = x2(x2 − 4);

2. y′2 = (4x+ y′ − 3)2;

3. y2(1 + y′2) = a2;

4. y′ = e
xy′
y ;

5. 2xy′ − y = ln y′.
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Варiант 17.

Проiнтегрувати диференцiальнi рiвняння:

1. y(y − 2xy′)2 = 2y′;

2. y′ = 3
√

2x− y′ + 2;

3. y = y′
√

1 + y′2;

4. x = y
y′ ln y −

y′2

y2 ;

5. y = x(1 + y′) + y′2.

Варiант 18.

Проiнтегрувати диференцiальнi рiвняння:

1. y′2 + 4xy′ − y2 − 2x2y = x4 − 4x2;

2. xy′ = e
− 1
y′2 + 2y′;

3. 3y′4 = y′ + y;

4. x2y′2 = xyy′ + 1;

5. y + a
√

1 + y′2 = xy′.

Варiант 19.

Проiнтегрувати диференцiальнi рiвняння:

1. yy′(yy′ − 2x) = x2 − 2y2;

2. xy′2 = y′3 − y′.

3. y′ =
√

2y − y′ + 2;

4. y = xy′ − x2y′3;

5. y + y′ = x+ y′2.
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Варiант 20.

Проiнтегрувати диференцiальнi рiвняння:

1. x(y − xy′)2 = xy′2 − 2yy′;

2. 2xy′ − y′ = sin y′;

3. (1− 2y′)2 = 4yy′;

4. y = xy′

2 + y′

x2 ;

5. x(y′ − y′2) + e−
1
y′ = y.

Варiант 21.

Проiнтегрувати диференцiальнi рiвняння:

1. y′2 − 2xy′ = 8x2;

2. x = 1
2

√
y′ + 3
√
y′;

3. yy′ + ctgy′ = cos y′;

4. yy′ + y′2 = x2 + xy;

5. 3(y + xy′) = y
3
2 .

Варiант 22.

Проiнтегрувати диференцiальнi рiвняння:

1. y′3 + (x+ 2)ey = 0;

2. 2y′ = x+ ln y′;

3. y = y
y′ + ey

′

4. x(x+ 1)(y′ − 1) = y;

5. y + xy′ − y′ − y′3 = 0.
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Варiант 23.

Проiнтегрувати диференцiальнi рiвняння:

1. (xy′ + 3y)2 = 7x;

2. x = sin 2y′cosy′;

3. y = y′2 + 1
y′ ln y

′ − 1;

4. 2xy′ − y = sin y′;

5. x(y′ − 1) + ey
′
= y′ + y.

Варiант 24.

Проiнтегрувати диференцiальнi рiвняння:

1. y′2 + xy = y2 + xy′;

2. y′3 − 1
4xy
′ = 0;

3. y′2 − 4y = 0;

4. (xy′ − y)3 = y′3 − 1;

5. (2y′ − 1)
3
2 + 3x(3y′ − 1) = 3y.

Варiант 25.

Проiнтегрувати диференцiальнi рiвняння:

1. xy′2 = y(2y′ − 1);

2. y′(x− ln y′) = 1;

3. ln y′ + sin y′ − y = 0;

4. y′4 = 4y(xy′ − 2y)2.

5. y′2 − x(1− y′)− y′ = 0.
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Частина I

ДИФЕРЕНЦIАЛЬНI РIВНЯННЯ ПЕРШОГО ПОРЯДКУ
ТА МЕТОДИ ЇХ IНТЕГРУВАННЯ


