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ВЛАСТИВОСТI ВIНЕРОВОГО ПРОЦЕСУ ЗI ЗМIННИМ
ФАЗОВИМ ПРОСТОРОМ

Для вiнерового процесу зi змiнним фазовим простором дослiджено iснування по-
чаткового розподiлу iз заданими фiнальними ймовiрностями, зосередженого в однiй
точцi, для випадку чотирьох точок 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, 𝐴4 на межi областi. Для дифузiйного
процесу зi змiнним фазовим простором дослiджено iснування початкового розподiлу
iз заданими фiнальними ймовiрностями.

Ключовi слова: вiнерiв процес, вiнерiв процес з поглинанням, початковий розподiл.

1. Вступ. Вивчення стохастичних потокiв починалось вiд iдеї розглядати силь-
нi розв’язки стохастичних диференцiальних рiвнянь як функцiї вiд початкової
точки. З розвитком математичних моделей виникла трактовка потоку як суку-
пностi маркiвських процесiв, що певним чином взаємодiють мiж собою. В тому
числi, почали розглядати й потоки зi склеюванням, тобто потоки, траєкторiї
частинок в яких пiсля зустрiчi склеюються в одну.

Такi потоки з’являються як при описi турбулентних явищ, моделей протiка-
ння для рiчкових систем тощо.

Класичним прикладом стохастичного потоку зi склеюванням є потiк Арра-
тья [1], який може бути описаний на iнтуїтивному рiвнi як сукупнiсть частинок,
що стартують з кожної точки числової прямої, здiйснюють броунiвський рух та
рухаються незалежно до моменту зустрiчi, а при зустрiчi склеюються та про-
довжують броунiвський рух разом.

Також прикладами стохастичних потокiв зi склеюванням можуть бути по-
токи Харрiса у випадку наявностi склеювання [2].

Для стохастичного потоку зi склеюванням 𝑛-точковий рух є 𝑛-вимiрним ви-
падковим процесом, координати якого пiсля зустрiчi залишаються рiвними.

Випадковий процес, що описує рух броунiвських частинок, якi при зустрiчi
склеюються, проте не уповiльнюються, дослiджував А. А. Дороговцев [3, 4].

Метою цiєї роботи є дослiдження властивостей схожого процесу, який ми
будемо називати вiнеровим процесом зi змiнним фазовим простором, а також
його аналогу. Вiнерiв процес зi змiнним фазовим простором починає свiй рух в
однозв’язнiй областi, на межi якої вибрано скiнченну кiлькiсть точок
𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛, що розбивають межу цiєї областi на 𝑛 дуг. Вiн поводиться як
двовимiрний вiнерiв процес до моменту виходу на межу, а потiм як одновимiр-
ний вiнерiв процес на вiдповiднiй дузi з поглинанням на кiнцях.

Роздiл 1: Математика i статистика
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В роботi [5] дослiджувались початковi розподiли, за яких вiнерiв процес зi
змiнним фазовим простором зупинявся у точках 𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛 з наперед зада-
ними ймовiрностями.

У цiй статi доповнюються та узагальнюються результати роботи [5].
2. Вiнерiв процес зi змiнним фазовим простором. Нехай задана обме-

жена однозв’язна область 𝑄 в R2 з кусково-гладкою межею. На межi цiєї областi
виберемо скiнченну кiлькiсть точок рiзних 𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛 (для зручностi позна-
чень будемо вважати, що 𝐴0 = 𝐴𝑛), що розбивають межу областi 𝑄 на 𝑛 дуг.

Рис. 1

Будемо розглядати процес 𝑌(𝑥0,𝑦0) (·), що стартує з точки (𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝑄 та
поводиться як двовимiрний вiнерiв процес до моменту виходу на межу областi

𝑄. У цей момент процес 𝑌 потрапляє на одну з дуг ⌢
𝐴𝑘−1𝐴𝑘 , а потiм поводиться,

як одновимiрний вiнерiв процес на дузi ⌢𝐴𝑘−1𝐴𝑘 з поглинанням на кiнцях.
Цей процес, який ми будемо називати вiнеровим процесом зi змiнним фазо-

вим простором, можна задати таким чином:

𝑌(𝑥0,𝑦0) (𝑡) = I{𝑡<𝜏} · 𝑤(𝑥0,𝑦0) (𝑡) + I{𝑡≥𝜏} ·
𝑛∑︁

𝑘=1

I⎧⎨⎩𝑤(𝜏)∈
⌢
𝐴𝑘−1𝐴𝑘

⎫⎬⎭
· 𝑤(𝑘)

𝑤(𝜏) (𝑡− 𝜏) ,

де 𝑤(𝑥0,𝑦0) (·) — двовимiрний вiнерiв процес, що стартує з точки (𝑥0, 𝑦0) в областi
𝑄, 𝜏 — момент першого виходу процесу 𝑤(𝑥0,𝑦0) на межу цiєї областi, тобто

𝜏 = inf
{︀
𝑡 ≥ 0 : 𝑤(𝑥0,𝑦0) (𝑡) ∈ 𝜕𝑄

}︀
,

𝑤
(𝑘)
(𝑥𝑘,𝑦𝑘)

, 𝑘 = 1, 𝑛, — незалежнi в сукупностi та незалежнi вiд 𝑤(𝑥0,𝑦0) вiнеровi

процеси на дугах ⌢
𝐴𝑘−1𝐴𝑘 з поглинанням на кiнцях, що стартують з точок

(𝑥𝑘, 𝑦𝑘) ∈
⌢
𝐴𝑘−1𝐴𝑘 .

В роботi [5] було доведено, що процес 𝑌 є маркiвським, а також iснува-
ння початкового розподiлу процесу 𝑌 , при якому вiн зупиняється в точках
𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛 з довiльними наперед заданими додатними ймовiрностями 𝑝1,
𝑝2, . . . , 𝑝𝑛 такими, що

∑︀𝑛
𝑘=1 𝑝𝑘 = 1, за умови, що 𝑄 — обмежена однозв’язна

область в R2 з регулярною кусково-гладкою межею.
Нагадаємо, що точка 𝑎 ∈ 𝜕𝑄 називається регулярною, якщо

∀ℎ > 0 𝑃𝑥 {𝜏 > ℎ} −−→
𝑥→𝑎
𝑥∈𝑄

0.
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При цьому вiдомо, що для того, щоб точка 𝑎 ∈ 𝜕𝑄 була регулярною, доста-
тньо, щоб зовнi областi 𝑄 iснував трикутник з вершиною в точцi 𝑎.

Також у статтi [5] розглядалось питання, чи можливо вказати таку точку
в областi 𝑄, щоб процес 𝑌, що стартує з неї, зупинявся в точках 𝐴1, 𝐴2, . . . ,
𝐴𝑛 ∈ 𝜕𝑄 з довiльними наперед заданими додатними ймовiрностями.

Вiдповiдь на це питання для випадку трьох точок на межi 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3 була
позитивною. Також був наведений приклад для випадку п’яти точок на межi,
коли вказана стартова точка не iснує. Питання про iснування вiдповiдної точки
для чотирьох точок на межi областi лишалось вiдкритим.

Ми наведемо приклад для випадку чотирьох точок на межi областi, коли
вказана стартова точка не iснує.

Приклад 1. Нехай область 𝑄 є внутрiшнiстю правильного трикутни-
ка, точки 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3 є вершинами цього трикутника, а точка 𝐴4 є серединою
сторони 𝐴1𝐴3.

Рис. 2

Позначимо через 𝜓𝑘 (𝑥) ймовiрнiсть того, що процес 𝑌 при початковому по-
ложеннi в точцi 𝑥 зупиниться в точцi 𝐴𝑘. Ми покажемо, що точки 𝑥0, 𝑦0 ∈ 𝑄,
для яких

𝜓1 (𝑥0) = 𝜓3 (𝑥0) =
1

4
, 𝜓2 (𝑥0) =

1

3
, 𝜓4 (𝑥0) =

1

6
,

𝜓1 (𝑦0) = 𝜓3 (𝑦0) =
5

24
, 𝜓2 (𝑦0) =

1

3
, 𝜓4 (𝑦0) =

1

4
,

одночасно iснувати не можуть, а тому вказати таку точку в областi 𝑄, щоб
процес 𝑌, що стартує з неї, зупинявся в точках 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, 𝐴4, можливо не для
всiх наперед заданих додатних iмовiрностей.

Припустимо, що вiдстань вiд точки 𝑥0 до сторони 𝐴3𝐴2 менше вiдстанi вiд
точки 𝑥0 до сторони 𝐴1𝐴2.

Позначимо
𝐵1 (𝑦) = {𝑥 ∈ 𝐴1𝐴2 : 0 ≤ 𝜌 (𝑥,𝐴1) < 𝑦} ,

𝐵2 (𝑦) = {𝑥 ∈ 𝐴3𝐴2 : 0 ≤ 𝜌 (𝑥,𝐴3) < 𝑦} .

Для довiльної точки 𝑥 ∈ 𝐴2𝐴4 з симетрiї вiнерового процесу випливає рiв-
нiсть

𝑃𝑥 {𝑌 потрапляє у 𝐵1 (𝑦)} = 𝑃𝑥 {𝑌 потрапляє у 𝐵2 (𝑦)} .

Роздiл 1: Математика i статистика
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Тому

𝑃𝑥0 {𝑌 потрапляє у 𝐵1 (𝑦)} =

=

∫︁
𝐴2𝐴4

𝑃𝑥 {𝑌 потрапляє у 𝐵1 (𝑦)} 𝑑𝑃𝑥0 {𝑌 потрапляє у 𝐴2𝑥} =

=

∫︁
𝐴2𝐴4

𝑃𝑥 {𝑌 потрапляє у 𝐵2 (𝑦)} 𝑑𝑃𝑥0 {𝑌 потрапляє у 𝐴2𝑥} =

= 𝑃𝑥0 {𝑌 потрапляє у 𝐵2 (𝑦) через 𝐴2𝐴4} < 𝑃𝑥0 {𝑌 потрапляє у 𝐵2 (𝑦)} ,

а отже,

𝑃𝑥0 {𝑌 потрапляє у 𝐴1 через 𝐴1𝐴2} =

=

∫︁
|𝐴1𝐴2|

(︂
1− 𝑦

|𝐴1𝐴2|

)︂
𝑑𝑃𝑥0 {𝑌 потрапляє у 𝐵1 (𝑦)} =

=

∫︁
|𝐴3𝐴2|

(︂
1− 𝑦

|𝐴3𝐴2|

)︂
𝑑𝑃𝑥0 {𝑌 потрапляє у 𝐵1 (𝑦)} <

<

∫︁
|𝐴3𝐴2|

(︂
1− 𝑦

|𝐴3𝐴2|

)︂
𝑑𝑃𝑥0 {𝑌 потрапляє у 𝐵2 (𝑦)} =

= 𝑃𝑥0 {𝑌 потрапляє у 𝐴3 через 𝐴3𝐴2} .

Позначимо

𝐶1 (𝑦) = {𝑥 ∈ 𝐴1𝐴3 : 0 ≤ 𝜌 (𝑥,𝐴1) < 𝑦} ,

𝐶2 (𝑦) = {𝑥 ∈ 𝐴1𝐴3 : 0 ≤ 𝜌 (𝑥,𝐴3) < 𝑦} .

Для довiльної точки 𝑥 ∈ 𝐴2𝐴4 з симетрiї вiнерового процесу випливає рiв-
нiсть

𝑃𝑥 {𝑌 потрапляє у 𝐶1 (𝑦)} = 𝑃𝑥 {𝑌 потрапляє у 𝐶2 (𝑦)} .

Тому

𝑃𝑥0 {𝑌 потрапляє у 𝐶1 (𝑦)} =

=

∫︁
𝐴2𝐴4

𝑃𝑥 {𝑌 потрапляє у 𝐶1 (𝑦)} 𝑑𝑃𝑥0 {𝑌 потрапляє у 𝐴2𝑥} =

=

∫︁
𝐴2𝐴4

𝑃𝑥 {𝑌 потрапляє у 𝐶2 (𝑦)} 𝑑𝑃𝑥0 {𝑌 потрапляє у 𝐴2𝑥} =

= 𝑃𝑥0 {𝑌 потрапляє у 𝐶2 (𝑦) через 𝐴2𝐴4} < 𝑃𝑥0 {𝑌 потрапляє у 𝐶2 (𝑦)} ,
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а отже,

𝑃𝑥0 {𝑌 потрапляє у 𝐴1 через 𝐴1𝐴4} =

=

∫︁
|𝐴1𝐴4|

(︂
1− 𝑦

|𝐴1𝐴4|

)︂
𝑑𝑃𝑥0 {𝑌 потрапляє у 𝐶1 (𝑦)} =

=

∫︁
|𝐴3𝐴4|

(︂
1− 𝑦

|𝐴3𝐴4|

)︂
𝑑𝑃𝑥0 {𝑌 потрапляє у 𝐶1 (𝑦)} <

<

∫︁
|𝐴3𝐴4|

(︂
1− 𝑦

|𝐴3𝐴4|

)︂
𝑑𝑃𝑥0 {𝑌 потрапляє у 𝐶2 (𝑦)} =

= 𝑃𝑥0 {𝑌 потрапляє у 𝐴3 через 𝐴3𝐴4} .

Таким чином,
𝜓1 (𝑥0) < 𝜓3 (𝑥0) .

Аналогiчно доводиться, що якщо вiдстань вiд точки 𝑥0 до сторони 𝐴3𝐴2

бiльше вiдстанi вiд точки 𝑥0 до сторони 𝐴1𝐴2, то

𝜓1 (𝑥0) > 𝜓3 (𝑥0) .

Таким чином, з того, що

𝜓1 (𝑥0) = 𝜓3 (𝑥0) , 𝜓1 (𝑦0) = 𝜓3 (𝑦0) ,

випливає, що 𝑥0, 𝑦0 ∈ 𝐴2𝐴4.

Рис. 3

Разом iз процесом

𝑌 (𝑡) = I{𝑡<𝜏} · 𝑤 (𝑡) + I{𝑡≥𝜏} ·
4∑︁

𝑘=1

I{𝑤(𝜏)∈𝐴𝑘−1𝐴𝑘} · 𝑤
(𝑘)
𝑤(𝜏) (𝑡− 𝜏)

розглянемо процес

𝑌 (𝑡) = I{𝑡<𝜏} · 𝑤 (𝑡) + I{𝑡≥𝜏} ·
3∑︁

𝑘=1

I{𝑤(𝜏)∈𝐴𝑘−1𝐴𝑘} · 𝑤̃
(𝑘)
𝑤(𝜏) (𝑡− 𝜏) ,

де точки 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3 є точками 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3 вiдповiдно, 𝐴0 є точкою 𝐴3,

𝑤̃
(2)
𝑤(𝜏) = 𝑤

(2)
𝑤(𝜏), 𝑤̃

(3)
𝑤(𝜏) = 𝑤

(3)
𝑤(𝜏),

Роздiл 1: Математика i статистика
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Рис. 4

𝑤̃
(1)
𝑥 — незалежний вiд 𝑤̃

(2)
𝑤(𝜏) та 𝑤̃(3)

𝑤(𝜏) вiнерiв процес на вiдрiзку 𝐴3𝐴1 з погли-
нанням на кiнцях, що стартує з точки 𝑥 ∈ 𝐴3𝐴1.

Позначимо через 𝜓𝑘 (𝑥) ймовiрнiсть того, що процес 𝑌 при початковому по-
ложеннi в точцi 𝑥 зупиниться в точцi 𝐴𝑘,

𝜙2 (𝑦) =

⎧⎪⎨⎪⎩
|𝐴1𝑦|
|𝐴1𝐴2| , 𝑦 ∈ 𝐴1𝐴2,
|𝑦𝐴3|
|𝐴2𝐴3| , 𝑦 ∈ 𝐴3𝐴2,

0, 𝑦 ∈ 𝐴3𝐴1.

Тодi
𝜓2 (𝑥) = 𝐸𝑥𝜙2 (𝑤 (𝜏)) = 𝜓2 (𝑥) .

А тому

𝜓2 (𝑥0) = 𝜓2 (𝑥0) =
1

3
, 𝜓2 (𝑦0) = 𝜓2 (𝑦0) =

1

3
.

Оскiльки 𝑥0, 𝑦0 ∈ 𝐴2𝐴4, то з симетрiї вiнерових процесiв випливає, що

𝜓1 (𝑥0) = 𝜓3 (𝑥0) =
1

2

(︁
1− 𝜓2 (𝑥0)

)︁
=

1

2

(︂
1− 1

3

)︂
=

1

3
,

𝜓1 (𝑦0) = 𝜓3 (𝑦0) =
1

2

(︁
1− 𝜓2 (𝑦0)

)︁
=

1

2

(︂
1− 1

3

)︂
=

1

3
.

Таким чином,

𝜓1 (𝑥0) = 𝜓2 (𝑥0) = 𝜓3 (𝑥0) =
1

3
,

𝜓1 (𝑦0) = 𝜓2 (𝑦0) = 𝜓3 (𝑦0) =
1

3
.

Припустимо, що вiдстань вiд точки 𝑥0 до сторони 𝐴1𝐴2 менше вiдстанi вiд
точки 𝑥0 до сторони 𝐴1𝐴3.

Тодi аналогiчно до того, як було показано, що

𝑃𝑥0 {𝑌 потрапляє у 𝐴1 через 𝐴1𝐴2} < 𝑃𝑥0 {𝑌 потрапляє у 𝐴3 через 𝐴3𝐴2} ,

за припущення, що вiдстань вiд точки 𝑥0 до сторони 𝐴3𝐴2 менше вiдстанi вiд
точки 𝑥0 до сторони 𝐴1𝐴2, доводиться, що

𝑃𝑥0

{︁
𝑌 потрапляє у 𝐴3 через 𝐴1𝐴3

}︁
< 𝑃𝑥0

{︁
𝑌 потрапляє у 𝐴2 через 𝐴1𝐴2

}︁
.
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Рис. 5

Позначимо для 𝑦 ∈
(︀
0, 1

2
|𝐴2𝐴3|

)︀
𝐷1 (𝑦) = {𝑥 ∈ 𝐴2𝐴3 : 0 ≤ 𝜌 (𝑥,𝐴2) < 𝑦} ,

𝐷2 (𝑦) = {𝑥 ∈ 𝐴2𝐴3 : 0 ≤ 𝜌 (𝑥,𝐴3) < 𝑦} ,

Для довiльної точки 𝑥 медiани 𝐴1𝑀 з симетрiї вiнерового процесу випливає
рiвнiсть

𝑃𝑥 {𝑤 (𝜏) ∈ 𝐷1 (𝑦)} = 𝑃𝑥 {𝑤 (𝜏) ∈ 𝐷2 (𝑦)} .

Тому

𝑃𝑥0 {𝑤 (𝜏) ∈ 𝐷2 (𝑦)} =
∫︁

𝐴1𝑀

𝑃𝑥 {𝑤 (𝜏) ∈ 𝐷2 (𝑦)} 𝑑𝑃𝑥0 {𝑤 потрапляє у 𝐴1𝑥} =

=

∫︁
𝐴1𝑀

𝑃𝑥 {𝑤 (𝜏) ∈ 𝐷1 (𝑦)} 𝑑𝑃𝑥0 {𝑤 потрапляє у 𝐴1𝑥} =

= 𝑃𝑥0 {𝑤 (𝜏) ∈ 𝐷1 (𝑦) , причому 𝑤 перетнув 𝐴1𝑀} < 𝑃𝑥0 {𝑤 (𝜏) ∈ 𝐷1 (𝑦)} ,

а отже,

𝑃𝑥0 {𝑌 потрапляє у 𝐴3 через 𝐴2𝐴3} − 𝑃𝑥0 {𝑌 потрапляє у 𝐴2 через 𝐴2𝐴3} =

=

1
2
|𝐴2𝐴3|∫︁
0

(︂
1− 𝑦

|𝐴2𝐴3|

)︂
𝑑𝑃𝑥0 {𝑤 (𝜏) ∈ 𝐷2 (𝑦)}+

1
2
|𝐴2𝐴3|∫︁
0

𝑦

|𝐴2𝐴3|
𝑑𝑃𝑥0 {𝑤 (𝜏) ∈ 𝐷1 (𝑦)}−

−

1
2
|𝐴2𝐴3|∫︁
0

𝑦

|𝐴2𝐴3|
𝑑𝑃𝑥0 {𝑤 (𝜏) ∈ 𝐷2 (𝑦)} −

1
2
|𝐴2𝐴3|∫︁
0

(︂
1− 𝑦

|𝐴2𝐴3|

)︂
𝑑𝑃𝑥0 {𝑤 (𝜏) ∈ 𝐷1 (𝑦)} =

=

1
2
|𝐴2𝐴3|∫︁
0

(︂
1− 2𝑦

|𝐴2𝐴3|

)︂
𝑑𝑃𝑥0 {𝑤 (𝜏) ∈ 𝐷2 (𝑦)}−

−

1
2
|𝐴2𝐴3|∫︁
0

(︂
1− 2𝑦

|𝐴2𝐴3|

)︂
𝑑𝑃𝑥0 {𝑤 (𝜏) ∈ 𝐷1 (𝑦)} =

=

1
2
|𝐴2𝐴3|∫︁
0

(︂
1− 2𝑦

|𝐴2𝐴3|

)︂
𝑑 (𝑃𝑥0 {𝑤 (𝜏) ∈ 𝐷2 (𝑦)} − 𝑃𝑥0 {𝑤 (𝜏) ∈ 𝐷1 (𝑦)}) > 0.
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Таким чином,
𝜓2 (𝑥0) > 𝜓3 (𝑥0) .

Аналогiчно доводиться, що якщо вiдстань вiд точки 𝑥0 до сторони 𝐴1𝐴2

бiльше вiдстанi вiд точки 𝑥0 до сторони 𝐴1𝐴3, то

𝜓2 (𝑥0) < 𝜓3 (𝑥0) .

Таким чином, з того, що

𝜓2 (𝑥0) = 𝜓3 (𝑥0) , 𝜓2 (𝑦0) = 𝜓3 (𝑦0) ,

випливає, що 𝑥0, 𝑦0 ∈ 𝐴1𝐴4.
З цього випливає, що точки 𝑥0 та 𝑦0 лежать в точцi перетину медiан трику-

тника 𝐴1𝐴2𝐴3, а отже, спiвпадають. Це протирiчить тому, що

1

6
= 𝜓4 (𝑥0) ̸= 𝜓4 (𝑦0) =

1

4
. □

3. Дифузiйний процес зi змiнним фазовим простором. Розглянемо
систему стохастичних диференцiальних рiвнянь{︃

𝑑𝜉1 (𝑡) = 𝑎 (𝜉1 (𝑡)) 𝑑𝑡+ 𝑏 (𝜉1 (𝑡)) 𝑑𝑤1 (𝑡) ,

𝑑𝜉2 (𝑡) = 𝑎 (𝜉2 (𝑡)) 𝑑𝑡+ 𝑏 (𝜉2 (𝑡)) 𝑑𝑤2 (𝑡) ,

де 𝑤1 (𝑡) , 𝑤2 (𝑡) — незалежнi одновимiрнi вiнеровi процеси.
Нехай функцiї 𝑎 (𝑥) та 𝑏 (𝑥) задовольняють умову Лiпшиця за 𝑥, тобто

∃𝐿 > 0 ∀𝑥1, 𝑥2 ∈ R
|𝑎 (𝑥1)− 𝑎 (𝑥2)| ≤ 𝐿 |𝑥1 − 𝑥2| , |𝑏 (𝑥1)− 𝑏 (𝑥2)| ≤ 𝐿 |𝑥1 − 𝑥2| .

Тодi для довiльної точки (𝑥0, 𝑦0) ∈ R2 вказана система має єдиний силь-
ний розв’язок 𝜉(𝑥0, 𝑦0) (𝑡) = (𝜉1 (𝑡) , 𝜉2 (𝑡)) з початковою умовою 𝜉 (0) = (𝑥0, 𝑦0),
причому

∀𝑇 ≥ 0 𝐸 max
𝑡∈[0, 𝑇 ]

(︀
𝜉21 (𝑡) + 𝜉22 (𝑡)

)︀
< +∞.

Нехай задана обмежена однозв’язна область 𝑄 в R2 з кусково-гладкою ме-
жею. На межi цiєї областi виберемо скiнченну кiлькiсть рiзних точок 𝐴1, 𝐴2, . . . ,
𝐴𝑛 (для зручностi позначень будемо вважати, що 𝐴0 = 𝐴𝑛), що розбивають ме-
жу областi 𝑄 на 𝑛 дуг.

Розглянемо також сильнi розв’язки стохастичних диференцiальних рiвнянь

𝑑𝜉(𝑘)𝑥𝑘
(𝑡) = 𝑎

(︀
𝜉(𝑘)𝑥𝑘

(𝑡)
)︀
𝑑𝑡+ 𝑏

(︀
𝜉(𝑘)𝑥𝑘

(𝑡)
)︀
𝑑𝑤(𝑘) (𝑡) , 𝑘 = 1, 𝑛,

з початковими умовами 𝜉(𝑘)𝑥𝑘 (0) = 𝑥𝑘, де 𝑤(𝑘) (𝑡) — незалежнi одновимiрнi вiнеро-
вi процеси, причому процеси 𝑤1 (𝑡), 𝑤2 (𝑡), 𝑤(1) (𝑡), 𝑤(2) (𝑡) , . . ., 𝑤(𝑛) (𝑡) незалежнi
в сукупностi.

Позначимо

𝜉(𝑘)𝑥𝑘
(𝑡) =

⎧⎨⎩ℎ
−1
𝑘

(︁
𝜉
(𝑘)
ℎ(𝑥𝑘)

(𝑡)
)︁
, 𝑡 < 𝜏𝑘,

ℎ−1
𝑘

(︁
𝜉
(𝑘)
ℎ(𝑥𝑘)

(𝜏𝑘)
)︁
, 𝑡 ≥ 𝜏𝑘,
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де вiдображення ℎ−1
𝑘 є оберненим до вiдображення ℎ𝑘, що ставить у вiдповiд-

нiсть кожнiй точцi 𝑀 дуги ⌢
𝐴𝑘−1𝐴𝑘 довжину дуги ⌢

𝐴𝑘−1𝑀 , 𝜏𝑘 — момент пер-
шого виходу процесу 𝜉(𝑘)ℎ(𝑥𝑘)

з iнтервалу (0, |𝐴𝑘−1𝐴𝑘|) , тобто

𝜏𝑘 = inf
{︁
𝑡 ≥ 0 : 𝜉

(𝑘)
ℎ(𝑥𝑘)

(𝑡) ∈ {𝐴𝑘−1, 𝐴𝑘}
}︁
.

Будемо розглядати процес

𝑋(𝑥0,𝑦0) (𝑡) = I{𝑡<𝜏} · 𝜉(𝑥0,𝑦0) (𝑡) + I{𝑡≥𝜏} ·
𝑛∑︁

𝑘=1

I⎧⎨⎩𝜉(𝜏)∈
⌢
𝐴𝑘−1𝐴𝑘

⎫⎬⎭
· 𝜉(𝑘)𝜉(𝜏) (𝑡− 𝜏) ,

де 𝜏 — момент першого виходу процесу 𝜉(𝑥0,𝑦0) на межу областi 𝑄, тобто

𝜏 = inf
{︀
𝑡 ≥ 0 : 𝜉(𝑥0, 𝑦0) (𝑡) ∈ 𝜕𝑄

}︀
.

Процес 𝑋 ми будемо називати дифузiйним процесом зi змiнним фазовим
простором.

Нашою метою є узагальнити результати, одержанi у роботi [5] для вiнерового
процесом зi змiнним фазовим простором, для процесу 𝑋.

Теорема 1. Процес 𝑋(𝑥0,𝑦0) (𝑡) є маркiвським.

Доведення. Позначимо через 𝜉𝑋(𝑡) розв’язок системи стохастичних дифе-
ренцiальних рiвнянь⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑑𝜉1 (𝑠) = 𝑎
(︁
𝜉1 (𝑠)

)︁
𝑑𝑠+ 𝑏

(︁
𝜉1 (𝑠)

)︁
𝑑𝑤̂1 (𝑠) ,

𝑑𝜉2 (𝑠) = 𝑎
(︁
𝜉2 (𝑠)

)︁
𝑑𝑠+ 𝑏

(︁
𝜉2 (𝑠)

)︁
𝑑𝑤̂2 (𝑠) ,

𝜉1 (0) = 𝜉2 (0) = 𝑋 (𝑡) ,

де 𝑤̂1 (𝑡) , 𝑤̂2 (𝑡) — незалежнi одновимiрнi вiнеровi процеси, а

𝜏𝑋(𝑡) = inf
{︁
𝑠 ≥ 0 : 𝜉𝑋(𝑡) (𝑠) ∈ 𝜕𝑄

}︁
.

Тодi

∀𝑡 ≥ 0 ∀𝑠 ≥ 𝑡 ∀𝐵 ∈ B
(︀
𝑄̄
)︀

𝑃 {𝑋 (𝑠) ∈ 𝐵| 𝑋 (𝑟) , 𝑟 ≤ 𝑡} =

= 𝑃
{︁
𝑋 (𝑠) ∈ 𝐵

⋂︁
𝑄
⃒⃒⃒
𝑋 (𝑟) , 𝑟 ≤ 𝑡

}︁
+

+
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑃

{︂
𝑋 (𝑠) ∈ 𝐵

⋂︁ ⌢
𝐴𝑘−1𝐴𝑘

⃒⃒⃒⃒
𝑋 (𝑟) , 𝑟 ≤ 𝑡

}︂
=

= 𝑃
{︁
𝑠 < 𝜏, 𝜉 (𝑠) ∈ 𝐵

⋂︁
𝑄
⃒⃒⃒
𝑋 (𝑟) , 𝑟 ≤ 𝑡

}︁
+

+
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑃

{︂
𝑡 < 𝜏 ≤ 𝑠 ,𝑋 (𝑠) ∈ 𝐵

⋂︁ ⌢
𝐴𝑘−1𝐴𝑘

⃒⃒⃒⃒
𝑋 (𝑟) , 𝑟 ≤ 𝑡

}︂
+
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+
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑃

{︂
𝜏 ≤ 𝑡,𝑋 (𝑠) ∈ 𝐵

⋂︁ ⌢
𝐴𝑘−1𝐴𝑘

⃒⃒⃒⃒
𝑋 (𝑟) , 𝑟 ≤ 𝑡

}︂
=

= 𝑃
{︁
𝑠 < 𝜏, 𝜉 (𝑠) ∈ 𝐵

⋂︁
𝑄
⃒⃒⃒
𝑋 (𝑟) , 𝑟 ≤ 𝑡

}︁
+

+
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑃

{︂
𝑡 < 𝜏 ≤ 𝑠 ,𝑋 (𝑠) ∈ 𝐵

⋂︁ ⌢
𝐴𝑘−1𝐴𝑘

⃒⃒⃒⃒
𝑋 (𝑟) , 𝑟 ≤ 𝑡

}︂
+

+
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑃

{︂
𝜏 ≤ 𝑡,𝑋 (𝑡) ∈ ⌢

𝐴𝑘−1𝐴𝑘 , 𝜉
(𝑘)
𝑋(𝑡) (𝑠− 𝑡) ∈ 𝐵

⃒⃒⃒⃒
𝑋 (𝑟) , 𝑟 ≤ 𝑡

}︂
=

= I{𝜏>𝑡}𝑃
{︁
𝜏𝑋(𝑡) > 𝑠− 𝑡, 𝜉𝑋(𝑡) (𝑡− 𝑠) ∈ 𝐵

⋂︁
𝑄
⃒⃒⃒
𝑋 (𝑟) , 𝑟 ≤ 𝑡

}︁
+

𝑛∑︁
𝑘=1

I{𝜏>𝑡}·

· 𝑃
{︂
𝜏𝑋(𝑡) ≤ 𝑠− 𝑡 , 𝜉𝑋(𝑡)

(︀
𝜏𝑋(𝑡)

)︀
∈ ⌢

𝐴𝑘−1𝐴𝑘 ,

𝜉
(𝑘)

𝜉𝑋(𝑡)(𝜏𝑋(𝑡))

(︀
𝑠− 𝑡− 𝜏𝑋(𝑡)

)︀
∈ 𝐵

⃒⃒⃒⃒
𝑋 (𝑟) , 𝑟 ≤ 𝑡

}︂
+

+
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑃

{︂
𝑋 (𝑡) ∈ ⌢

𝐴𝑘−1𝐴𝑘 , 𝜉
(𝑘)
𝑋(𝑡) (𝑠− 𝑡) ∈ 𝐵

⃒⃒⃒⃒
𝑋 (𝑟) , 𝑟 ≤ 𝑡

}︂
=

= I{𝜏>𝑡}𝑃
{︁
𝜏𝑋(𝑡) > 𝑠− 𝑡, 𝜉𝑋(𝑡) (𝑡− 𝑠) ∈ 𝐵

⋂︁
𝑄
⃒⃒⃒
𝑋 (𝑡)

}︁
+

+
𝑛∑︁

𝑘=1

I{𝜏>𝑡}𝑃
{︀
𝜏𝑋(𝑡) ≤ 𝑠− 𝑡,

𝜉𝑋(𝑡)

(︀
𝜏𝑋(𝑡)

)︀
∈ ⌢

𝐴𝑘−1𝐴𝑘 , 𝜉
(𝑘)

𝜉𝑋(𝑡)(𝜏𝑋(𝑡))

(︀
𝑠− 𝑡− 𝜏𝑋(𝑡)

)︀
∈ 𝐵

⃒⃒⃒⃒
𝑋 (𝑡)

}︂
+

+
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑃

{︂
𝑋 (𝑡) ∈ ⌢

𝐴𝑘−1𝐴𝑘 , 𝜉
(𝑘)
𝑋(𝑡) (𝑠− 𝑡) ∈ 𝐵

⃒⃒⃒⃒
𝑋 (𝑡)

}︂
=

= 𝑃
{︁
𝑠 < 𝜏, 𝜉 (𝑠) ∈ 𝐵

⋂︁
𝑄
⃒⃒⃒
𝑋 (𝑡)

}︁
+

+
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑃

{︂
𝑡 < 𝜏 ≤ 𝑠 ,𝑋 (𝑠) ∈ 𝐵

⋂︁ ⌢
𝐴𝑘−1𝐴𝑘

⃒⃒⃒⃒
𝑋 (𝑡)

}︂
+

+
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑃

{︂
𝜏 ≤ 𝑡,𝑋 (𝑡) ∈ ⌢

𝐴𝑘−1𝐴𝑘 , 𝜉
(𝑘)
𝑋(𝑡) (𝑠− 𝑡) ∈ 𝐵

⃒⃒⃒⃒
𝑋 (𝑡)

}︂
=

= 𝑃 {𝑋 (𝑠) ∈ 𝐵| 𝑋 (𝑡)} . □

Оскiльки подiї {𝜏𝑥 > 𝑡} , {𝜉𝑥 (𝑡) ∈ 𝐵} ,
{︁
𝜉
(𝑘)
𝑥 (𝑡) ∈ 𝐵

}︁
∈ F, то функцiя

𝑃 (𝑥, 𝑡, 𝑠, 𝐵) = 𝑃 {𝑋 (𝑠) ∈ 𝐵 | 𝑋 (𝑡) = 𝑥} =

= I{𝜏𝑥>𝑡}𝑃
{︁
𝜏𝑥 > 𝑠− 𝑡, 𝜉𝑥 (𝑡− 𝑠) ∈ 𝐵

⋂︁
𝑄
}︁
+

+
𝑛∑︁

𝑘=1

I{𝜏>𝑡}𝑃

{︂
𝜏𝑥 ≤ 𝑠− 𝑡, 𝜉𝑥 (𝜏𝑥) ∈

⌢
𝐴𝑘−1𝐴𝑘 , 𝜉

(𝑘)
𝜉𝑥(𝜏𝑥)

(𝑠− 𝑡− 𝜏𝑥) ∈ 𝐵
}︂
+
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+
𝑛∑︁

𝑘=1

I⎧⎨⎩𝑥∈
⌢
𝐴𝑘−1𝐴𝑘

⎫⎬⎭
𝑃
{︀
𝜉(𝑘)𝑥 (𝑠− 𝑡) ∈ 𝐵

}︀
, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑠, 𝐵 ∈ B

(︀
𝑄̄
)︀
,

є вимiрною, тобто процес 𝑋 має регулярну ймовiрнiсть переходу. Звiдси випли-
ває, що

𝑃 {𝑋𝑥 (𝑡1) ∈ 𝐵1, . . . , 𝑋𝑥 (𝑡𝑚) ∈ 𝐵𝑚} =
∫︁
𝐵1

𝑃 (𝑥, 0, 𝑡1, 𝑑𝑦1) · · ·
∫︁
𝐵𝑚

𝑃 (𝑦𝑚−1, 𝑡𝑚−1, 𝑡𝑚, 𝑑𝑦𝑚)

є вимiрною функцiєю вiд 𝑥.
Нехай 𝜇 — ймовiрнiсна мiра на 𝑄. Покладемо тодi

𝑃 {𝑋𝜇 (𝑡1) ∈ 𝐵1, . . . , 𝑋𝜇 (𝑡𝑚) ∈ 𝐵𝑚} =
∫︁
𝑄

𝑃 {𝑋𝑥 (𝑡1) ∈ 𝐵1, . . . , 𝑋𝑥 (𝑡𝑚) ∈ 𝐵𝑚} 𝑑𝜇 (𝑥) .

Оскiльки цi скiнченновимiрнi розподiли узгодженi, то вони задають випад-
ковий процес, який будемо позначати 𝑋𝜇 та будемо називати процесом 𝑋 з
початковим розподiлом 𝜇.

Дослiдимо, чи iснує початковий розподiл процесу 𝑋, при якому вiн зупиня-
ється в точках 𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛 з довiльними наперед заданими додатними ймо-
вiрностями.

Лема 1. Нехай 𝑄 — обмежена однозв’язна область в R2 з неперервною
межею такою, що

∀𝑎 ∈ 𝜕𝑄 ∀ℎ > 0 𝑃𝑥 {𝜏 > ℎ} −−→
𝑥→𝑎
𝑥∈𝑄

0,

функцiя 𝜐 неперервна на 𝜕𝑄, а функцiї 𝑎 (𝑥) та 𝑏 (𝑥) задовольняють умову
Лiпшиця за 𝑥, тобто

∃𝐿 > 0 ∀𝑥1, 𝑥2 ∈ R
|𝑎 (𝑥1)− 𝑎 (𝑥2)| ≤ 𝐿 |𝑥1 − 𝑥2| , |𝑏 (𝑥1)− 𝑏 (𝑥2)| ≤ 𝐿 |𝑥1 − 𝑥2| ,

причому
∀𝑥 ∈ R 𝑏 (𝑥) ̸= 0,

а функцiя 𝜃 задається формулою

∀𝑥 ∈ 𝑄 𝜃 (𝑥) = 𝐸𝑥𝜐 (𝜉 (𝜏)) .

Тодi
∀𝑐 ∈ 𝜕𝑄 lim

𝑥→𝑐
𝑥∈𝑄

𝜃 (𝑥) = 𝜐 (𝑐) .

Доведення. Для довiльної точки 𝑐 ∈ 𝜕𝑄 та довiльного 𝑟 > 0 позначимо

Γ𝑟 = {𝑦 ∈ 𝜕𝑄 : 𝜌 (𝑦, 𝑐) < 2𝑟}

та доведемо, що
lim
𝑥→𝑐
𝑥∈𝑄

𝑃𝑥 {𝜉 (𝜏) ∈ Γ𝑟} = 1.
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Позначимо для ℎ > 0
𝑧 (ℎ) = max

0≤𝑡≤ℎ
‖𝜉 (𝑡)− 𝜉 (0)‖ .

𝐸𝑧2 (ℎ) = 𝐸

(︂
max
0≤𝑡≤ℎ

‖𝜉 (𝑡)− 𝜉 (0)‖
)︂2

= 𝐸max
0≤𝑡≤ℎ

‖𝜉 (𝑡)− 𝜉 (0)‖2 =

= 𝐸max
0≤𝑡≤ℎ

2∑︁
𝑘=1

⎛⎝ 𝑡∫︁
0

𝑎 (𝜉𝑘 (𝑠)) 𝑑𝑠+

𝑡∫︁
0

𝑏 (𝜉𝑘 (𝑠)) 𝑑𝑤𝑘 (𝑠)

⎞⎠2

≤

≤ 2𝐸max
0≤𝑡≤ℎ

2∑︁
𝑘=1

⎛⎝⎛⎝ 𝑡∫︁
0

𝑎 (𝜉𝑘 (𝑠)) 𝑑𝑠

⎞⎠2

+

⎛⎝ 𝑡∫︁
0

𝑏 (𝜉𝑘 (𝑠)) 𝑑𝑤𝑘 (𝑠)

⎞⎠2⎞⎠ ≤
≤ 2

2∑︁
𝑘=1

⎛⎝𝐸max
0≤𝑡≤ℎ

⎛⎝ 𝑡∫︁
0

𝑎 (𝜉𝑘 (𝑠)) 𝑑𝑠

⎞⎠2

+ 𝐸max
0≤𝑡≤ℎ

⎛⎝ 𝑡∫︁
0

𝑏 (𝜉𝑘 (𝑠)) 𝑑𝑤𝑘 (𝑠)

⎞⎠2⎞⎠ .

За нерiвнiстю Кошi-Буняковського

𝐸max
0≤𝑡≤ℎ

⎛⎝ 𝑡∫︁
0

𝑎 (𝜉𝑘 (𝑠)) 𝑑𝑠

⎞⎠2

≤ 𝐸max
0≤𝑡≤ℎ

⎛⎝ 𝑡∫︁
0

𝑑𝑠 ·
𝑡∫︁

0

𝑎2 (𝜉𝑘 (𝑠)) 𝑑𝑠

⎞⎠ =

= 𝐸max
0≤𝑡≤ℎ

⎛⎝𝑡 𝑡∫︁
0

𝑎2 (𝜉𝑘 (𝑠)) 𝑑𝑠

⎞⎠ = 𝐸

⎛⎝ℎ ℎ∫︁
0

𝑎2 (𝜉𝑘 (𝑠)) 𝑑𝑠

⎞⎠ .

З умови Лiпшиця для функцiї 𝑎 (𝑥) випливає, що

𝑎2 (𝜉𝑘 (𝑠)) ≤ (|𝑎 (𝜉𝑘 (𝑠))− 𝑎 (0)|+ |𝑎 (0)|)2 ≤ 2 (𝑎 (𝜉𝑘 (𝑠))− 𝑎 (0))2 + 2𝑎2 (0) ≤
≤2𝐿2 |𝜉𝑘 (𝑠)− 0|2 + 2𝑎2 (0) = 2𝐿2𝜉2 (𝑠) + 2𝑎2 (0) .

Тому

𝐸max
0≤𝑡≤ℎ

⎛⎝ 𝑡∫︁
0

𝑎 (𝜉𝑘 (𝑠)) 𝑑𝑠

⎞⎠2

≤ ℎ𝐸

ℎ∫︁
0

(︀
2𝐿2𝜉2 (𝑠) + 2𝑎2 (0)

)︀
𝑑𝑠 ≤

≤ ℎ2𝐸

(︂
2𝐿2 max

0≤𝑠≤ℎ
𝜉2 (𝑠) + 2𝑎2 (0)

)︂
= ℎ2

(︂
2𝐿2𝐸max

0≤𝑠≤ℎ
𝜉2 (𝑠) + 2𝑎2 (0)

)︂
−−→
ℎ→0

0,

оскiльки за умов леми
𝐸max

0≤𝑠≤ℎ
𝜉2 (𝑠) < +∞.

За нерiвнiстю Дуба при 𝑝 = 2

𝐸max
0≤𝑡≤ℎ

⎛⎝ 𝑡∫︁
0

𝑏 (𝜉𝑘 (𝑠)) 𝑑𝑤𝑘 (𝑠)

⎞⎠2

≤ 4𝐸

⎛⎝ ℎ∫︁
0

𝑏 (𝜉𝑘 (𝑠)) 𝑑𝑤𝑘 (𝑠)

⎞⎠2

= 4𝐸

ℎ∫︁
0

𝑏2 (𝜉𝑘 (𝑠)) 𝑑 (𝑠) .

З умови Лiпшиця для функцiї 𝑏 (𝑥) випливає, що

𝑏2 (𝜉𝑘 (𝑠)) ≤ 2𝐿2𝜉2 (𝑠) + 2𝑏2 (0) .
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Тому

𝐸max
0≤𝑡≤ℎ

⎛⎝ 𝑡∫︁
0

𝑏 (𝜉𝑘 (𝑠)) 𝑑𝑤𝑘 (𝑠)

⎞⎠2

≤ 4𝐸

ℎ∫︁
0

(︀
2𝐿2𝜉2 (𝑠) + 2𝑏2 (0)

)︀
𝑑 (𝑠) ≤

≤ 4ℎ𝐸

(︂
2𝐿2 max

0≤𝑠≤ℎ
𝜉2 (𝑠) + 2𝑏2 (0)

)︂
= 4ℎ

(︂
2𝐿2𝐸max

0≤𝑠≤ℎ
𝜉2 (𝑠) + 2𝑏2 (0)

)︂
−−→
ℎ→0

0.

Таким чином,
𝐸𝑧2 (ℎ) −−→

ℎ→0
0,

тобто 𝑧 (ℎ) збiгається до 0 у середньому квадратичному, звiдки випливає i збi-
жнiсть за ймовiрнiстю, тобто

∀𝑟 > 0 𝑃 {|𝑧 (ℎ)| ≥ 𝑟} −−→
ℎ→0

0,

тобто
∀𝑟 > 0 𝑃 {𝑧 (ℎ) < 𝑟} −−→

ℎ→0
1.

Для довiльного 𝜀 > 0 iснує таке ℎ > 0, що

𝑃 {𝑧 (ℎ) < 𝑟} > 1− 𝜀.

Оскiльки за умовою леми

𝑃𝑥 {𝜏 > ℎ} −−→
𝑥→𝑎
𝑥∈𝑄

0,

то iснує таке 𝛿 ∈ (0, 𝑟) , що

∀𝑥 ∈ {𝑦 ∈ 𝑄 : 𝜌 (𝑦, 𝑎) < 𝛿} 𝑃𝑥 {𝜏 < ℎ} > 1− 𝜀.

Якщо 𝑧 (ℎ) < 𝑟 та 𝜏 < ℎ, то процес 𝜉 за час ℎ встигає вийти на межу областi
𝑄, вiдхилившись вiд стартової точки на вiдстань меншу, нiж 𝑟. Тому

𝜉 (𝜏) ∈ Γ𝑟.

Звiдси випливає, що

𝑃 {𝜉 (𝜏) ∈ Γ𝑟} ≥ 𝑃𝑥 {𝑧 (ℎ) < 𝑟, 𝜏 < ℎ} = 1− 𝑃𝑥

(︁
{𝑧 (ℎ) ≥ 𝑟}

⋃︁
{𝜏 ≥ ℎ}

)︁
≥

≥1− 𝑃𝑥 {𝑧 (ℎ) ≥ 𝑟} − 𝑃𝑥 {𝜏 ≥ ℎ} = 𝑃𝑥 {𝑧 (ℎ) < 𝑟}+ 𝑃𝑥 {𝜏 < ℎ} − 1 > 1− 2𝜀.

Таким чином,
lim
𝑥→𝑐
𝑥∈𝑄

𝑃𝑥 {𝜉 (𝜏) ∈ Γ𝑟} = 1.

Для 𝑥 ∈ 𝑄 позначимо через 𝜇𝑥 розподiл 𝜉 (𝜏) за умови, що 𝜉 (0) = 𝑥, тобто

∀𝐴 ∈ B (𝜕𝑄) 𝜇𝑥 (𝐴) = 𝑃𝑥 {𝜉 (𝜏) ∈ 𝐴} .
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Тодi

𝜃 (𝑥) = 𝐸𝑥𝜐 (𝜉 (𝜏)) =

∫︁
𝜕𝑄

𝜐 (𝑦) 𝑑𝜇𝑥 (𝑦) .

Оскiльки функцiя 𝜐 неперервна на 𝜕𝑄, то для довiльного 𝜀 > 0 та для
довiльної точки 𝑐 ∈ 𝜕𝑄 iснує таке число 𝑟 > 0, що

∀𝑦 ∈ Γ𝑟 |𝜐 (𝑦)− 𝜐 (𝑐)| < 𝜀.

Тодi

𝜃 (𝑥)− 𝜐 (𝑐) =
∫︁
𝜕𝑄

𝜐 (𝑦) 𝑑𝜇𝑥 (𝑦)− 𝜐 (𝑐)
∫︁
𝜕𝑄

𝑑𝜇𝑥 (𝑦) =

=

∫︁
Γ𝑟

(𝜐 (𝑦)− 𝜐 (𝑐)) 𝑑𝜇𝑥 (𝑦) +

∫︁
𝜕𝑄∖Γ𝑟

(𝜐 (𝑦)− 𝜐 (𝑐)) 𝑑𝜇𝑥 (𝑦) ≤

≤ 𝜀 𝜇𝑥 (Γ𝑟) + 2max
𝑦∈𝜕𝑄
|𝜐 (𝑦)|𝜇𝑥 (𝜕𝑄∖Γ𝑟) = 𝜀 𝜇𝑥 (Γ𝑟) + 2max

𝑦∈𝜕𝑄
|𝜐 (𝑦)| (1− 𝜇𝑥 (Γ𝑟)) .

Як зазначалось вище, iснує таке 𝛿 ∈ (0, 𝑟) , що

∀𝑥 ∈ {𝑦 ∈ 𝑄 : 𝜌 (𝑦, 𝑎) < 𝛿} 𝜇𝑥 (Γ𝑟) > 1− 2𝜀.

Для таких точок 𝑥

𝜃 (𝑥)− 𝜐 (𝑐) < 𝜀 + 2max
𝑦∈𝜕𝑄
|𝜐 (𝑦)| · 2𝜀 =

(︂
1 + 4max

𝑦∈𝜕𝑄
|𝜐 (𝑦)|

)︂
𝜀,

тобто
∀𝑐 ∈ 𝜕𝑄 lim

𝑥→𝑐
𝑥∈𝑄

𝜃 (𝑥) = 𝜐 (𝑐) . □

Зауваження 1. Якщо функцiї 𝑎 (𝑥) та 𝑏 (𝑥) задовольняють умову Лiпши-
ця, 𝑄 — обмежена замкнена множина з межею 𝜕𝐺 та iснує така функцiя
𝑢 ∈ 𝐶2 (𝐺) , що {︃

𝐿𝑢 (𝑥) = −1, 𝑥 ∈ 𝑄,
𝑢 (𝑥) = 0, 𝑥 ∈ 𝜕𝑄,

де

𝐿𝑢 =
2∑︁

𝑘=1

𝑎 (𝑥𝑘)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑘
+

1

2

2∑︁
𝑘=1

𝑏2 (𝑥𝑘)
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
,

то
∀𝑥 ∈ 𝑄 𝐸𝑥𝜏 = 𝑢 (𝑥) ,

а з нерiвностi Чебишова випливає, що

∀𝑎 ∈ 𝜕𝑄 ∀ℎ > 0 𝑃𝑥 {𝜏 > ℎ} ≤ 𝐸𝑥𝜏

ℎ
=
𝑢 (𝑥)

ℎ
−−→
𝑥→𝑎
𝑥∈𝑄

0.
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Теорема 2. Нехай 𝑄 — обмежена однозв’язна область в R2 з неперервною
межею такою, що

∀𝑎 ∈ 𝜕𝑄 ∀ℎ > 0 𝑃𝑥 {𝜏 > ℎ} −−→
𝑥→𝑎
𝑥∈𝑄

0,

𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛 ∈ 𝜕𝑄, а функцiї 𝑎 (𝑥) та 𝑏 (𝑥) задовольняють умову Лiпшиця за
𝑥, причому

∀𝑥 ∈ R 𝑏 (𝑥) ̸= 0.

Тодi iснує початковий розподiл процесу 𝑋, при якому 𝑋 зупиняється в то-
чках 𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛 з довiльними наперед заданими додатними ймовiрностями
𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛 такими, що

∑︀𝑛
𝑘=1 𝑝𝑘 = 1.

Доведення. Для 𝑘 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛} позначимо через 𝜃𝑘 (𝑥) iмовiрнiсть того,
що процес 𝑋𝑥 (𝑡) зупиниться в точцi 𝐴𝑘. Будемо шукати шуканий розподiл у
виглядi

𝜇 =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑐𝑘𝛿𝑥𝑘
,

де 𝑥𝑘 ∈ 𝑄, 𝑘 = 1, 𝑛.
Для того, щоб така мiра 𝜇 задовольняла умови теореми, необхiдно та доста-

тньо, щоб

𝑃 {𝑋𝜇 зупиняється в точцi 𝐴𝑗} = 𝑝𝑗, 𝑗 = 1, 𝑛, ⇔

⇔
∫︁
𝑄

𝑃 {𝑋𝑥 зупиняється в точцi 𝐴𝑗} 𝑑𝜇 (𝑥) = 𝑝𝑗, 𝑗 = 1, 𝑛, ⇔

⇔
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑃 {𝑋𝑥𝑖
зупиняється в точцi 𝐴𝑗} 𝑐𝑖 = 𝑝𝑗, 𝑗 = 1, 𝑛, ⇔

⇔
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜃𝑗 (𝑥𝑖) 𝑐𝑖 = 𝑝𝑗, 𝑗 = 1, 𝑛.

Для довiльної точки 𝑥 ∈ 𝐺

𝜃𝑘 (𝑥) = 𝐸𝑥𝜐𝑘 (𝜉 (𝜏)) ,

де 𝜐𝑘 (𝑦) — це ймовiрнiсть, що процес𝑋𝑦, що стартує з точки 𝑦 ∈ 𝜕𝐺, зупиниться
в точцi 𝐴𝑘. Вiдомо, що

𝜐𝑘 (𝑦) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, 𝑦 ∈
⌢
𝐴𝑘−1𝐴𝑘

⋃︀ ⌢
𝐴𝑘𝐴𝑘+1 ,

𝑔 (ℎ𝑘−1 (𝑦))− 𝑔 (0)

𝑔

(︃⃒⃒⃒⃒
⃒ ⌢𝐴𝑘−1𝐴𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒
)︃
− 𝑔 (0)

, 𝑦 ∈
⌢
𝐴𝑘−1𝐴𝑘 ,

𝑔

(︃⃒⃒⃒⃒
⃒ ⌢𝐴𝑘𝐴𝑘+1

⃒⃒⃒⃒
⃒
)︃
− 𝑔 (𝑦)

𝑔

(︃⃒⃒⃒⃒
⃒ ⌢𝐴𝑘𝐴𝑘+1

⃒⃒⃒⃒
⃒
)︃
− 𝑔 (0)

, 𝑦 ∈
⌢
𝐴𝑘𝐴𝑘+1 ,
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де функцiя 𝑔(𝑥) не є сталою, причому

∀𝑥 ∈ R 𝑎 (𝑥) 𝑔′ (𝑥) +
1

2
𝑏2 (𝑥) 𝑔′′ (𝑥) = 0,

тобто функцiю 𝑔 (𝑥) можна вибрати у виглядi

𝑔 (𝑥) =

𝑥∫︁
0

exp

⎧⎨⎩−
𝑦∫︁

0

2𝑎 (𝑧)

𝑏2 (𝑧)
𝑑𝑧

⎫⎬⎭ 𝑑𝑦.

З умови
∀𝑐 ∈ 𝜕𝑄 ∀ℎ > 0 𝑃𝑥 {𝜏 > ℎ} −−→

𝑥→𝑐
𝑥∈𝑄

0

та з неперервностi 𝜐𝑘 на межi областi 𝑄 за лемою випливає, що

lim
𝑥→𝑐
𝑥∈𝑄

𝜃𝑘 (𝑥) = 𝜐𝑘 (𝑐) , 𝑘 = 1, 𝑛,

для всiх точок 𝑐 ∈ 𝜕𝑄.
Розглянемо 𝑛 послiдовностей

{︁
𝑥
(𝑘)
𝑖

}︁𝑛

𝑘=1
, 𝑖 = 1, 𝑛, таких, що

𝑥
(𝑘)
𝑖 ∈ 𝑄, 𝑖 = 1, 𝑛, 𝑘 ∈ N,

lim
𝑘→∞

𝑥
(𝑘)
𝑖 = 𝐴𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛.

Тодi
lim
𝑘→∞

𝜃𝑗

(︁
𝑥
(𝑘)
𝑖

)︁
= 𝜐𝑘 (𝐴𝑖) = 𝛿𝑖𝑗, 𝑖 = 1, 𝑛.

Визначник системи
𝑛∑︁

𝑖=1

𝛿𝑖𝑗𝑐𝑖 = 𝑝𝑗, 𝑗 = 1, 𝑛,

дорiвнює

∆ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ = 1.

Позначимо ∆(𝑘) визначник системи
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜃𝑗

(︁
𝑥
(𝑘)
𝑖

)︁
𝑐
(𝑘)
𝑖 = 𝑝𝑗, 𝑗 = 1, 𝑛.

Тодi

lim
𝑘→∞

∆(𝑘) = lim
𝑘→∞

det
(︁
𝜃𝑗

(︁
𝑥
(𝑘)
𝑖

)︁)︁𝑛
𝑖, 𝑗=1

=

= det lim
𝑘→∞

(︁
𝜃𝑗

(︁
𝑥
(𝑘)
𝑖

)︁)︁𝑛
𝑖,𝑗=1

= det (𝛿𝑖𝑗)
𝑛
𝑖,𝑗=1 = ∆ = 1.
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А отже, починаючи з деякого номера 𝐾, система

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜃𝑗

(︁
𝑥
(𝑘)
𝑖

)︁
𝑐
(𝑘)
𝑖 = 𝑝𝑗, 𝑗 = 1, 𝑛,

має єдиний розв’язок
(︁
𝑐
(𝑘)
1 , 𝑐

(𝑘)
2 , . . . , 𝑐

(𝑘)
𝑛

)︁
∈ R𝑛.

За формулами Крамера

lim
𝑘→∞

𝑐
(𝑘)
𝑖 = lim

𝑘→∞

∆
(𝑘)
𝑖

∆(𝑘)
=

∆𝑖

∆
= 𝑝𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛.

Оскiльки всi ймовiрностi 𝑝𝑖 додатнi, то для достатньо великих номерiв 𝑘 всi
числа 𝑐(𝑘)𝑖 також додатнi. Їх сума дорiвнює одиницi, оскiльки

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑐
(𝑘)
𝑖 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑐
(𝑘)
𝑖

(︃
𝑛∑︁

𝑗=1

𝜃𝑗

(︁
𝑥
(𝑘)
𝑖

)︁)︃
=

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜃𝑗

(︁
𝑥
(𝑘)
𝑖

)︁
𝑐
(𝑘)
𝑖 =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑝𝑗 = 1.

Таким чином, для достатньо великих номерiв 𝑘 мiра

𝜇 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑐
(𝑘)
𝑖 𝛿

𝑥
(𝑘)
𝑖

задовольняє всi умови теореми. □
4. Висновки. Для вiнерового процесу зi змiнним фазовим простором, було

дослiджено iснування початкової точки, стартуючи з якої, процес зупинявся б
в точках в чотирьох точках 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, 𝐴4 на межi областi з довiльними наперед
заданими додатними ймовiрностями. Було наведено приклад, коли такої точки
не iснує.

Також був побудований дифузiйний процес зi змiнним фазовим простором.
Для нього було доведено маркiвську властивiсть та теорему про iснування по-
чаткового розподiлу, при якому цей процес зупиняється в точках 𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛

на межi областi з довiльними наперед заданими додатними ймовiрностями.
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initial distribution with given final probabilities has also been investigated for the diffusion
process with a variable phase space.
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