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ПОБУДОВА IНТЕГРОВНИХ КОМБIНАЦIЙ ДЛЯ
НОРМАЛЬНИХ ЛIНIЙНИХ СИСТЕМ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ

РIВНЯНЬ ЗI СТАЛИМИ КОЕФIЦIЄНТАМИ

Метод iнтегровних комбiнацiй є одним iз ефективних методiв iнтегрування систем
диференцiальних рiвнянь. Зокрема, у випадку лiнiйних систем зi сталими коефiцiєн-
тами вiн за певних умов дозволяє звести систему диференцiальних рiвнянь до систе-
ми алгебраїчних рiвнянь вiдносно шуканих функцiй, що значно спрощує розв’язання.
Однак побудова iнтегровних комбiнацiй часто викликає складнощi, оскiльки визначи-
ти їх пiдбором доволi непросто. Метою даної роботи є дослiдження питань iснування
й побудови iнтегровних комбiнацiй для нормальних лiнiйних систем диференцiаль-
них рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами, а також iлюстрацiя практичного застосування
отриманих результатiв.

Ключовi слова: система диференцiальних рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами, лiнiйна
однорiдна система диференцiальних рiвнянь, лiнiйна неоднорiдна система диференцi-
альних рiвнянь, iнтегровнi комбiнацiї, задача Кошi.

1. Вступ. Розглянемо нормальну лiнiйну однорiдну систему диференцiальних
рiвнянь 𝑛-го порядку зi сталими коефiцiєнтами

�̇� = 𝐴𝑋, (1)

де 𝑋 = 𝑐𝑜𝑙
(︀
𝑥1(𝑡) . . . 𝑥𝑛(𝑡)

)︀
— вектор-стовпець iз невiдомих функцiй, 𝐴 =

= ‖𝑎𝑖𝑗‖ — матриця розмiрностi 𝑛 × 𝑛 зi сталими елементами. Задля кращої
наочностi подальшого викладу запишемо (1) у виглядi

�̇�𝑖 =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗, 𝑖 = 1, 𝑛. (2)

2. Дiйснi iнтегровнi комбiнацiї. Нехай 𝑘𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛 — деякi дiйснi числа,
не всi рiвнi нулю. Складемо лiнiйну комбiнацiю рiвнянь системи (2):

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑘𝑖�̇�𝑖 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑘𝑖

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗. (3)

Нагадаємо, що iнтегровною комбiнацiєю (IК) для системи диференцiальних
рiвнянь (СДР) називається [1] будь-яке звичайне диференцiальне рiвняння, яке
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є наслiдком системи й легко iнтегрується. Iз рiвностi (3) очевидно випливає, що
дiйсна IК отримується за виконання умови

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑘𝑖

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗 = 𝛼

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑘𝑖𝑥𝑖,

тобто
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑗𝑖𝑘𝑗𝑥𝑖 = 𝛼

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑘𝑖𝑥𝑖, (4)

де 𝛼 — деяке дiйсне число. Рiвнiсть (4) справджується за будь-якого значення
𝑡, якщо будуть рiвними коефiцiєнти, при однакових шуканих функцiях у лiвiй
i правiй частинах. Ця вимога дає алгебраїчну систему вiдносно коефiцiєнтiв 𝑘𝑖:

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗𝑖𝑘𝑗 = 𝛼𝑘𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛,

яку можна записати в матричному виглядi

(𝐴𝑇 − 𝛼𝐸)𝑘 = 0, (5)

де 𝐸 — одинична матриця розмiрностi 𝑛 × 𝑛, 𝑘 = 𝑐𝑜𝑙
(︀
𝑘1 . . . 𝑘𝑛

)︀
. За припу-

щенням вектор-стовпець 𝑘 є ненульовим, а отже, враховуючи рiвнiсть (5), його
можна iнтерпретувати як власний вектор транспонованої матрицi 𝐴𝑇 , що вiд-
повiдає дiйсному власному значенню 𝛼 (як вiдомо з курсу алгебри [2], матрицi
i 𝐴𝑇 є подiбними, тож їх власнi значення спiвпадають).

Таким чином, нами доведена

Теорема 1 (про iснування дiйсних iнтегровних комбiнацiй для СДР (1)).
якщо матриця СДР (1) має дiйсне власне значення 𝜆 = 𝛼, то для цiєї системи
iснує дiйсна iнтегровна комбiнацiя

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑘𝑖�̇�𝑖 = 𝛼
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑘𝑖𝑥𝑖, (6)

де 𝑘𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛 — елементи власного вектора матрицi 𝐴𝑇 , що вiдповiдає вла-
сному значенню 𝜆 = 𝛼.

Шляхом вiдокремлення змiнних iз диференцiального рiвняння (6) отримує-
мо загальний iнтеграл

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑘𝑖𝑥𝑖 = 𝐶𝑒𝛼𝑡, (7)

де 𝐶 — довiльна дiйсна стала. Звiдси випливає

Наслiдок 1 (застосування методу iнтегровних комбiнацiй у випадку дiй-
сних власних значень матрицi системи). Якщо матриця СДР 𝑛-го порядку (1)
має 𝑛 дiйсних попарно рiзних власних значень 𝜆𝑖 = 𝛼𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛, тодi СДР
(1) зводиться до системи 𝑛 лiнiйних алгебраїчних рiвнянь вiдносно шуканих
функцiй.

Роздiл 1: Математика i статистика
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Справдi, згiдно з доведеною теоремою для кожного власного значення мо-
жна побудувати IК вигляду (6). Цi IК будуть лiнiйно незалежними, оскiльки
власнi значення є попарно рiзними. А сукупнiсть їх загальних iнтегралiв ви-
гляду (7) утворить систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь вiдносно шуканих
функцiй, iз якої можна знайти загальний розв’язок СДР (1). Утворена лiнiйна
неоднорiдна система завжди розв’язна, адже її визначник, рядками якого є вла-
снi вектори матрицi 𝐴𝑇 , що вiдповiдають рiзним власним значенням (а отже є
лiнiйно незалежними), вiдмiнний вiд нуля.

Зауваження 1. Описаний вище алгоритм методу iнтегровних комбiнацiй
застосовний також для вiдповiдної до (1) неоднорiдної СДР вигляду

�̇� = 𝐴𝑋 + 𝐹 (𝑡), (8)

де 𝐹 = 𝑐𝑜𝑙
(︀
𝑓1(𝑡) . . . 𝑓𝑛(𝑡)

)︀
— вектор-стовпець вiльних членiв. Однак у цьому

випадку замiсть (6) отримуємо IК

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑘𝑖�̇�𝑖 = 𝛼
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑘𝑖𝑥𝑖 +
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑘𝑖𝑓𝑖(𝑡),

що являє собою лiнiйне диференцiальне рiвняння першого порядку, загальний
iнтеграл якого знаходиться за формулою

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑘𝑖𝑥𝑖 = 𝑒𝛼𝑡

(︃
𝐶 +

∫︁
𝑒−𝛼𝑡 ·

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑘𝑖𝑓𝑖(𝑡)𝑑𝑡

)︃
. (9)

Приклад 1. Зiнтегрувати лiнiйну однорiдну СДР методом iнтегровних
комбiнацiй: ⎧⎪⎨⎪⎩

�̇� = 2𝑥− 𝑦 + 𝑧,

�̇� = 𝑥+ 2𝑦 − 𝑧,
�̇� = 𝑥− 𝑦 + 2𝑧.

(10)

Розв’язання. Система третього порядку (10) задана матрицею

𝐴 =

⎛⎝ 2 −1 1
1 2 −1
1 −1 2

⎞⎠ ,

яка має три дiйснi попарно рiзнi власнi значення 𝜆1 = 1, 𝜆2 = 2, 𝜆3 = 3 — отже,
згiдно з Наслiдком 1 СДР (10) зводиться до системи лiнiйних алгебраїчних рiв-
нянь вiдносно шуканих функцiй методом iнтегровних комбiнацiй. Для побудови
IК знайдемо вiдповiднi власнi вектори транспонованої матрицi

𝐴𝑇 =

⎛⎝ 2 1 1
−1 2 −1
1 −1 2

⎞⎠ .

1)(𝐴𝑇 − 𝜆1𝐸)𝑘1 = 0⇒

⎛⎝ 1 1 1
−1 1 −1
1 −1 1

⎞⎠ ·
⎛⎝ 𝑘11

𝑘12
𝑘13

⎞⎠ =

⎛⎝ 0
0
0

⎞⎠⇒ 𝑘1 =

⎛⎝ 1
0
−1

⎞⎠ .
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Отже, першою IК буде

�̇�− �̇� = (2𝑥− 𝑦 + 𝑧)− (𝑥− 𝑦 + 2𝑧) = 𝑥− 𝑧 ⇒ 𝑥− 𝑧 = 𝐶1𝑒
𝑡.

2)(𝐴𝑇 − 𝜆2𝐸)𝑘2 = 0⇒

⎛⎝ 0 1 1
−1 0 −1
1 −1 0

⎞⎠ ·
⎛⎝ 𝑘21

𝑘22
𝑘23

⎞⎠ =

⎛⎝ 0
0
0

⎞⎠⇒ 𝑘2 =

⎛⎝ 1
1
−1

⎞⎠ .

Отже, другою IК буде

�̇�+ �̇� − �̇� = (2𝑥− 𝑦 + 𝑧) + (𝑥+ 2𝑦 − 𝑧)− (𝑥− 𝑦 + 2𝑧) = 2(𝑥+ 𝑦 − 𝑧)⇒

⇒ 𝑥+ 𝑦 − 𝑧 = 𝐶2𝑒
2𝑡.

3)(𝐴𝑇 − 𝜆3𝐸)𝑘3 = 0⇒

⎛⎝ −1 1 1
−1 −1 −1
1 −1 −1

⎞⎠ ·
⎛⎝ 𝑘31

𝑘32
𝑘33

⎞⎠ =

⎛⎝ 0
0
0

⎞⎠⇒ 𝑘3 =

⎛⎝ 0
1
−1

⎞⎠ .

Отже, третьою IК буде

�̇� − �̇� = (𝑥+ 2𝑦 − 𝑧)− (𝑥− 𝑦 + 2𝑧) = 3(𝑦 − 𝑧)⇒ 𝑦 − 𝑧 = 𝐶3𝑒
3𝑡.

Загальний розв’язок СДР (10) визначаємо з системи алгебраїчних рiвнянь,
утвореної трьома знайденими iнтегралами:⎧⎨⎩

𝑥− 𝑧 = 𝐶1𝑒
𝑡,

𝑥+ 𝑦 − 𝑧 = 𝐶2𝑒
2𝑡,

𝑦 − 𝑧 = 𝐶3𝑒
3𝑡

⇒

⎡⎣ 𝑥 = 𝐶2𝑒
2𝑡 − 𝐶3𝑒

3𝑡,
𝑦 = 𝐶2𝑒

2𝑡 − 𝐶1𝑒
𝑡,

𝑧 = 𝐶2𝑒
2𝑡 − 𝐶3𝑒

3𝑡 − 𝐶1𝑒
𝑡.

Приклад 2. За допомогою методу iнтегровних комбiнацiй знайти розв’язок
задачi Кошi для лiнiйної однорiдної СДР:⎧⎪⎨⎪⎩

�̇� = 𝑥− 2𝑦 − 𝑧,
�̇� = −𝑥+ 𝑦 + 𝑧,

�̇� = 𝑥− 𝑧,
(11)

𝑥(0) = 3, 𝑦(0) = 1, 𝑧(0) = 0. (12)

Розв’язання. Система третього порядку (11) задана матрицею

𝐴 =

⎛⎝ 1 −2 −1
−1 1 1
1 0 −1

⎞⎠ ,

яка має три дiйснi попарно рiзнi власнi значення 𝜆1 = 2, 𝜆2 = 0, 𝜆3 = −1 —
отже, згiдно з Наслiдком 1 СДР (11) зводиться до системи лiнiйних алгебраї-
чних рiвнянь вiдносно шуканих функцiй методом iнтегровних комбiнацiй. Для
побудови IК знайдемо вiдповiднi власнi вектори транспонованої матрицi

𝐴𝑇 =

⎛⎝ 1 −1 1
−2 1 0
−1 1 −1

⎞⎠ .

Роздiл 1: Математика i статистика
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1)(𝐴𝑇 − 𝜆1𝐸)𝑘1 = 0⇒

⎛⎝ −1 −1 1
−2 −1 0
−1 1 −3

⎞⎠ ·
⎛⎝ 𝑘11

𝑘12
𝑘13

⎞⎠ =

⎛⎝ 0
0
0

⎞⎠⇒ 𝑘1 =

⎛⎝ 1
−2
−1

⎞⎠ .

Отже, першою IК буде

�̇�− 2�̇� − �̇� = (𝑥− 2𝑦 − 𝑧)− 2(−𝑥+ 𝑦 + 𝑧)− (𝑥− 𝑧) = 2(𝑥− 2𝑦 − 𝑧)⇒

⇒ 𝑥− 2𝑦 − 𝑧 = 𝐶1𝑒
2𝑡,

а згiдно з початковими умовами (12) при 𝑡 = 0 маємо

𝐶1 = 𝑥(0)− 2𝑦(0)− 𝑧(0) = 3− 2 = 1.

2)(𝐴𝑇 − 𝜆2𝐸)𝑘2 = 0⇒

⎛⎝ 1 −1 1
−2 1 0
−1 1 −1

⎞⎠ ·
⎛⎝ 𝑘21

𝑘22
𝑘23

⎞⎠ =

⎛⎝ 0
0
0

⎞⎠⇒ 𝑘2 =

⎛⎝ 1
2
1

⎞⎠ .

Отже, другою IК буде

�̇�+ 2�̇� + �̇� = (𝑥− 2𝑦 − 𝑧) + 2(−𝑥+ 𝑦 + 𝑧) + (𝑥− 𝑧) = 0⇒

⇒ 𝑥+ 2𝑦 + 𝑧 = 𝐶2,

а згiдно з початковими умовами (12) при 𝑡 = 0 маємо

𝐶2 = 𝑥(0) + 2𝑦(0) + 𝑧(0) = 3 + 2 = 5.

3)(𝐴𝑇 − 𝜆3𝐸)𝑘3 = 0⇒

⎛⎝ 2 −1 1
−2 2 0
−1 1 0

⎞⎠ ·
⎛⎝ 𝑘31

𝑘32
𝑘33

⎞⎠ =

⎛⎝ 0
0
0

⎞⎠⇒ 𝑘3 =

⎛⎝ 1
1
−1

⎞⎠ .

Отже, третьою IК буде

�̇�+ �̇� − �̇� = (𝑥− 2𝑦 − 𝑧) + (−𝑥+ 𝑦 + 𝑧)− (𝑥− 𝑧) = −(𝑥+ 𝑦 − 𝑧)⇒

⇒ 𝑥+ 𝑦 − 𝑧 = 𝐶3𝑒
−𝑡,

а згiдно з початковими умовами (12) при 𝑡 = 0 маємо

𝐶3 = 𝑥(0) + 𝑦(0)− 𝑧(0) = 3 + 1 = 4.

Розв’язок задачi Кошi (11), (12) визначаємо з системи алгебраїчних рiвнянь,
утвореної трьома знайденими iнтегралами при розрахованих значеннях сталих:

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥− 2𝑦 − 𝑧 = 𝑒2𝑡,

𝑥+ 2𝑦 + 𝑧 = 5,

𝑥+ 𝑦 − 𝑧 = 4𝑒−𝑡

⇒

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑥 =

𝑒2𝑡 + 5

2
,

𝑦 =
4𝑒−𝑡 − 𝑒2𝑡

3
,

𝑧 =
𝑒2𝑡 − 16𝑒−𝑡 + 15

6
.

Приклад 3. Застосувати метод iнтегровних комбiнацiй до лiнiйної нео-
днорiдної СДР: ⎧⎪⎨⎪⎩

�̇� = 2𝑥− 𝑦 − 𝑧 − 𝑡,
�̇� = 𝑥− 𝑧 + 2𝑡,

�̇� = 3𝑥− 𝑦 − 2𝑧 + 𝑡.

(13)
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Розв’язання. Система третього порядку (13) задана матрицею

𝐴 =

⎛⎝ 2 −1 −1
1 0 −1
3 −1 −2

⎞⎠ ,

яка має три дiйснi попарно рiзнi власнi значення 𝜆1 = 1, 𝜆2 = 0, 𝜆3 = −1 —
отже, згiдно з зауваженням 1 СДР (13) зводиться до системи лiнiйних алгебра-
їчних рiвнянь вiдносно шуканих функцiй методом iнтегровних комбiнацiй. Для
побудови IК знайдемо вiдповiднi власнi вектори транспонованої матрицi

𝐴𝑇 =

⎛⎝ 2 1 3
−1 0 −1
−1 −1 −2

⎞⎠ .

1)(𝐴𝑇 − 𝜆1𝐸)𝑘1 = 0⇒

⎛⎝ 1 1 3
−1 −1 −1
−1 −1 −3

⎞⎠ ·
⎛⎝ 𝑘11

𝑘12
𝑘13

⎞⎠ =

⎛⎝ 0
0
0

⎞⎠⇒ 𝑘1 =

⎛⎝ 1
−1
0

⎞⎠ .

Отже, першою IК буде

�̇�− �̇� = (2𝑥− 𝑦 − 𝑧 − 𝑡)− (𝑥− 𝑧 + 2𝑡) = 𝑥− 𝑦 − 3𝑡⇒

⇒ 𝑥− 𝑦 = 𝑒𝑡
(︂
𝐶1 −

∫︁
3𝑡𝑒−𝑡𝑑𝑡

)︂
= 𝐶1𝑒

𝑡 + 3(𝑡+ 1).

2)(𝐴𝑇 − 𝜆2𝐸)𝑘2 = 0⇒

⎛⎝ 2 1 3
−1 0 −1
−1 −1 −2

⎞⎠ ·
⎛⎝ 𝑘21

𝑘22
𝑘23

⎞⎠ =

⎛⎝ 0
0
0

⎞⎠⇒ 𝑘2 =

⎛⎝ 1
1
−1

⎞⎠ .

Отже, другою IК буде

�̇�+ �̇� − �̇� = (2𝑥− 𝑦 − 𝑧 − 𝑡) + (𝑥− 𝑧 + 2𝑡)− (3𝑥− 𝑦 − 2𝑧 + 𝑡) = 0⇒

⇒ 𝑥+ 𝑦 − 𝑧 = 𝐶2.

3)(𝐴𝑇 − 𝜆3𝐸)𝑘3 = 0⇒

⎛⎝ 3 1 3
−1 1 −1
−1 −1 −1

⎞⎠ ·
⎛⎝ 𝑘31

𝑘32
𝑘33

⎞⎠ =

⎛⎝ 0
0
0

⎞⎠⇒ 𝑘3 =

⎛⎝ 1
0
−1

⎞⎠ .

Отже, третьою IК буде

�̇�− �̇� = (2𝑥− 𝑦 − 𝑧 − 𝑡)− (3𝑥− 𝑦 − 2𝑧 + 𝑡) = −(𝑥− 𝑧)− 2𝑡⇒

⇒ 𝑥− 𝑧 = 𝑒−𝑡

(︂
𝐶3 −

∫︁
2𝑡𝑒𝑡𝑑𝑡

)︂
= 𝐶3𝑒

−𝑡 − 2(𝑡− 1).

Загальний розв’язок СДР (13) визначаємо з системи алгебраїчних рiвнянь,
утвореної трьома знайденими iнтегралами:⎧⎨⎩

𝑥− 𝑦 = 𝐶1𝑒
𝑡 + 3(𝑡+ 1),

𝑥+ 𝑦 − 𝑧 = 𝐶2,
𝑥− 𝑧 = 𝐶3𝑒

−𝑡 − 2(𝑡− 1)
⇒

⎡⎣ 𝑥 = 𝐶1𝑒
𝑡 + 𝐶2 − 𝐶3𝑒

−𝑡 + 5𝑡+ 1,
𝑦 = 𝐶2 − 𝐶3𝑒

−𝑡 + 2(𝑡− 1),
𝑧 = 𝐶1𝑒

𝑡 + 𝐶2 − 2𝐶3𝑒
−𝑡 + 7𝑡− 1.
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3. Комплекснi iнтегровнi комбiнацiї. Нехай 𝑘𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛 — деякi компле-
кснi числа, не всi рiвнi нулю. Повторюючи мiркування з доведення Теореми 1,
складемо лiнiйну комбiнацiю (3), звiдки очевидно випливає, що IК отримується
за виконання умови (4) у виглядi

𝑛∑︁
𝑝,𝑞=1

𝑎𝑞𝑝𝑘𝑞𝑥𝑝 = (𝛼 + 𝛽𝑖)
𝑛∑︁

𝑝=1

𝑘𝑝𝑥𝑝, (14)

де 𝛼, 𝛽 — деякi дiйснi числа, причому 𝛽 ̸= 0. Рiвнiсть (14) аналогiчно до (4)
справджується за будь-якого значення 𝑡 при виконаннi умови

[𝐴𝑇 − (𝛼 + 𝛽𝑖)𝐸]𝑘 = 0, (15)

де 𝐸 — одинична матриця розмiрностi 𝑛×𝑛, 𝑘 = 𝑐𝑜𝑙
(︀
𝑘1 . . . 𝑘𝑛

)︀
. За припущен-

ням вектор-стовпець 𝑘 є ненульовим, а отже, враховуючи рiвнiсть (15), його
можна iнтерпретувати як власний вектор транспонованої матрицi 𝐴𝑇 , що вiд-
повiдає комплексному власному значенню 𝛼 + 𝛽𝑖.

Таким чином, справедлива наступна

Теорема 2 (про iснування комплексних iнтегровних комбiнацiй для СДР
(1)). Якщо матриця СДР (1) має комплексне власне значення 𝜆 = 𝛼+ 𝛽𝑖 (𝛼,
𝛽 — деякi дiйснi числа, причому 𝛽 ̸= 0), то для цiєї системи iснує комплексна
iнтегровна комбiнацiя

𝑛∑︁
𝑝=1

𝑘𝑝�̇�𝑝 = (𝛼 + 𝛽𝑖)
𝑛∑︁

𝑝=1

𝑘𝑝𝑥𝑝, (16)

де 𝑘𝑝, 𝑝 = 1, 𝑛 — загалом комплекснозначнi елементи власного вектора матри-
цi 𝐴𝑇 , що вiдповiдає власному значенню 𝜆 = 𝛼 + 𝛽𝑖.

Шляхом вiдокремлення змiнних iз диференцiального рiвняння (16) отриму-
ємо загальний iнтеграл

𝑛∑︁
𝑝=1

𝑘𝑝𝑥𝑝 = 𝐶𝑒(𝛼+𝛽𝑖)𝑡,

де 𝐶 — довiльна комплексна стала. Запишемо останню рiвнiсть в еквiвалентно-
му виглядi

𝑛∑︁
𝑝=1

𝑘𝑝𝑥𝑝 = (𝐶1 + 𝐶2𝑖)𝑒
𝛼𝑡(cos 𝛽𝑡+ 𝑖 sin 𝛽𝑡), (17)

де 𝐶1, 𝐶2 дiйснi сталi. Тодi зi спiввiдношення (17) шляхом прирiвнювання дiй-
сних i уявних частин отримуємо двi незалежнi дiйснi рiвностi, що пов’язують
дiйснозначнi шуканi функцiї СДР (1):

𝑛∑︁
𝑝=1

𝑥𝑝 Re(𝑘𝑝) = 𝑒𝛼𝑡(𝐶1 cos 𝛽𝑡− 𝐶2 sin 𝛽𝑡),

𝑛∑︁
𝑝=1

𝑥𝑝 Im(𝑘𝑝) = 𝑒𝛼𝑡(𝐶1 sin 𝛽𝑡+ 𝐶2 cos 𝛽𝑡).

(18)

Звiдси випливає
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Наслiдок 2 (застосування методу iнтегровних комбiнацiй у випадку ком-
плексних власних значень матрицi системи). Якщо матриця 𝐴 СДР (1) має
комплексне власне значення 𝜆 = 𝛼 + 𝛽𝑖 (𝛼, 𝛽 — деякi дiйснi числа, причому
𝛽 ̸= 0), тодi для шуканих функцiй СДР (1) справджуються спiввiдношення
(18), де 𝑘𝑝, 𝑝 = 1, 𝑛 визначаються згiдно з Теоремою 2.

Зауваження 2. Описаний вище алгоритм побудови комплексних iнтегров-
них комбiнацiй застосовний також для вiдповiдної до (1) неоднорiдної СДР
вигляду (8). Однак у цьому випадку замiсть (16) отримуємо IК

𝑛∑︁
𝑝=1

𝑘𝑝�̇�𝑝 = (𝛼 + 𝛽𝑖)
𝑛∑︁

𝑝=1

𝑘𝑝𝑥𝑝 +
𝑛∑︁

𝑝=1

𝑘𝑝𝑓𝑝(𝑡),

загальний iнтеграл якої знаходиться за аналогiчною до (9) формулою

𝑛∑︁
𝑝=1

𝑘𝑝𝑥𝑝 = 𝑒(𝛼+𝛽𝑖)𝑡

(︃
𝐶1 + 𝐶2𝑖+

∫︁
𝑒−(𝛼+𝛽𝑖)𝑡 ·

𝑛∑︁
𝑝=1

𝑘𝑝𝑓𝑝(𝑡)𝑑𝑡

)︃
.

Прирiвнявши в останньому спiввiдношеннi дiйснi та уявнi частини, отри-
маємо двi незалежнi дiйснi рiвностi, що пов’язують дiйснозначнi шуканi фун-
кцiї СДР (8).

Приклад 4. Застосувати метод iнтегровних комбiнацiй до лiнiйної одно-
рiдної СДР другого порядку: {︃

�̇� = 2𝑥− 𝑦,
�̇� = 𝑥+ 2𝑦.

(19)

Розв’язання. Система другого порядку (19) задана матрицею

𝐴 =

(︂
2 −1
1 2

)︂
,

яка має два комплексно спряженi власнi значення 𝜆1 = 2+ 𝑖, 𝜆2 = 2− 𝑖. Побуду-
ємо iнтегровну комбiнацiю для одного з них, наприклад, 𝜆1. Для цього потрiбно
знайти вiдповiдний власний вектор транспонованої матрицi

𝐴𝑇 =

(︂
2 1
−1 2

)︂
:

(𝐴𝑇 − 𝜆1𝐸)𝑘1 = 0⇒
(︂
−𝑖 1
−1 −𝑖

)︂
·
(︂
𝑘11
𝑘12

)︂
=

(︂
0
0

)︂
⇒

⇒ 𝑘1 =

(︂
1
𝑖

)︂
=

(︂
1
0

)︂
+

(︂
0
1

)︂
𝑖.

Отже, комплексною IК буде

�̇�+ 𝑖�̇� = (2𝑥− 𝑦) + 𝑖(𝑥+ 2𝑦) = (2 + 𝑖)(𝑥+ 𝑖𝑦),
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а вiдповiдна їй система (18) запишеться у виглядi{︃
𝑥 = 𝑒2𝑡(𝐶1 cos 𝑡− 𝐶2 sin 𝑡),

𝑦 = 𝑒2𝑡(𝐶1 sin 𝑡+ 𝐶2 cos 𝑡),

що безпосередньо визначає загальний розв’язок вихiдної СДР (19).
4. Узагальнення результатiв дослiдження. Виходячи з наведених вище

мiркувань, можемо стверджувати, що справедлива

Теорема 3 (зведення системи диференцiальних рiвнянь до системи алгебра-
їчних рiвнянь). Якщо матриця 𝐴 СДР 𝑛-го порядку (1) має 𝑛 попарно рiзних
власних значень, тодi СДР (1) зводиться до системи 𝑛 лiнiйних алгебраїчних
рiвнянь вiдносно шуканих функцiй, у якiй кожному дiйсному власному значен-
ню вiдповiдає спiввiдношення вигляду (7), яке будується згiдно з Теоремою 1
та Наслiдком 1, а кожнiй парi комплексно спряжених власних значень — пара
рiвностей вигляду (18), якi будуються згiдно з Теоремою 2 та Наслiдком 2.

Додатково зазначимо, що аналогiчну теорему можна сформулювати також
для неоднорiдної СДР (8), з урахуванням Зауважень 1 i 2.

Приклад 5. Шляхом зведення до системи алгебраїчних рiвнянь розв’язати
СДР: ⎧⎪⎨⎪⎩

�̇� = −4𝑥− 𝑦 − 𝑧,
�̇� = 3𝑥− 4𝑦 − 3𝑧,

�̇� = 2𝑥− 4𝑦.

(20)

Розв’язання. Система третього порядку (20) задана матрицею

𝐴 =

⎛⎝ −4 −1 −13 −4 −3
2 −4 0

⎞⎠ ,

яка має три попарно рiзнi власнi значення: одне дiйсне 𝜆1 = 2, i два комплексно
спряженi 𝜆2 = −5 + 2𝑖, 𝜆3 = −5 − 2𝑖 — отже, згiдно з Теоремою 3 СДР (20)
зводиться до системи трьох лiнiйних алгебраїчних рiвнянь вiдносно шуканих
функцiй методом iнтегровних комбiнацiй. Для побудови рiвнянь алгебраїчної
системи потрiбно знайти власнi вектори транспонованої матрицi

𝐴𝑇 =

⎛⎝ −4 3 2
−1 −4 −4
−1 −3 0

⎞⎠ ,

що вiдповiдають дiйсному та одному з комплексних власних значень.

1)(𝐴𝑇 − 𝜆1𝐸)𝑘1 = 0⇒

⎛⎝ −6 3 2
−1 −6 −4
−1 −3 −2

⎞⎠ ·
⎛⎝ 𝑘11

𝑘12
𝑘13

⎞⎠ =

⎛⎝ 0
0
0

⎞⎠⇒ 𝑘1 =

⎛⎝ 0
−2
3

⎞⎠ .

Отже, першою (дiйсною) IК буде

−2�̇� + 3�̇� = −2(3𝑥− 4𝑦 − 3𝑧) + 3(2𝑥− 4𝑦) = 2(−2𝑦 + 3𝑧)⇒ −2𝑦 + 3𝑧 = 𝐶1𝑒
2𝑡.
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2) Для 𝜆2 = −5 + 2𝑖 маємо:

(𝐴𝑇 − 𝜆2𝐸)𝑘2 = 0⇒

⎛⎝ 1− 2𝑖 3 2
−1 1− 2𝑖 −4
−1 −3 5− 2𝑖

⎞⎠ ·
⎛⎝ 𝑘21

𝑘22
𝑘23

⎞⎠ =

⎛⎝ 0
0
0

⎞⎠⇒
⇒ 𝑘2 =

⎛⎝ −2− 7𝑖
4 + 𝑖
2

⎞⎠ =

⎛⎝ −24
2

⎞⎠+

⎛⎝ −71
0

⎞⎠ 𝑖.

Отже, комплексною IК буде

(−2− 7𝑖)�̇�+ (4 + 𝑖)�̇� + 2�̇� = (−2− 7𝑖)(−4𝑥− 𝑦 − 𝑧)+
+(4 + 𝑖)(3𝑥− 4𝑦 − 3𝑧) + 2(2𝑥− 4𝑦) = (−5 + 2𝑖) · [(−2− 7𝑖)𝑥+ (4 + 𝑖)𝑦 + 2𝑧],

а вiдповiдна їй система дiйсних спiввiдношень (18) запишеться як{︃
−2𝑥+ 4𝑦 + 2𝑧 = 𝑒−5𝑡(𝐶2 cos 2𝑡− 𝐶3 sin 2𝑡),

−7𝑥+ 𝑦 = 𝑒−5𝑡(𝐶2 sin 2𝑡+ 𝐶3 cos 2𝑡).

Далi розв’язуємо отриману систему трьох лiнiйних алгебраїчних рiвнянь вiд-
носно шуканих функцiй:⎧⎪⎨⎪⎩

−2𝑦 + 3𝑧 = 𝐶1𝑒
2𝑡,

−2𝑥+ 4𝑦 + 2𝑧 = 𝑒−5𝑡(𝐶2 cos 2𝑡− 𝐶3 sin 2𝑡),

−7𝑥+ 𝑦 = 𝑒−5𝑡(𝐶2 sin 2𝑡+ 𝐶3 cos 2𝑡),

звiдки визначаємо загальний розв’язок СДР (20) у виглядi⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑥 =

𝑒−5𝑡[(3𝐶2 − 16𝐶3) cos 2𝑡− (3𝐶3 + 16𝐶2) sin 2𝑡]− 2𝐶1𝑒
−𝑡

106
,

𝑦 =
3𝑒−5𝑡[(7𝐶2 − 2𝐶3) cos 2𝑡− (7𝐶3 + 2𝐶2) sin 2𝑡]− 14𝐶1𝑒

−𝑡

106
,

𝑧 =
𝑒−5𝑡[(7𝐶2 − 2𝐶3) cos 2𝑡− (7𝐶3 + 2𝐶2) sin 2𝑡] + 13𝐶1𝑒

−𝑡

53
.

Ввiвши задля спрощення новi довiльнi сталi за формулами 𝐶1 = −𝐶1

53
,

𝐶2 =
7𝐶2−2𝐶3

106
, 𝐶3 = −7𝐶3+2𝐶2

106
, маємо остаточно⎡⎣ 𝑥 = 𝑒−5𝑡

[︀
(𝐶2 + 2𝐶3) cos 2𝑡+ (𝐶3 − 2𝐶2) sin 2𝑡

]︀
+ 𝐶1𝑒

−𝑡,
𝑦 = 3𝑒−5𝑡(𝐶2 cos 2𝑡+ 𝐶3 sin 2𝑡) + 7𝐶1𝑒

−𝑡,
𝑧 = 2𝑒−5𝑡(𝐶2 cos 2𝑡+ 𝐶3 sin 2𝑡)− 13𝐶1𝑒

−𝑡.
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Reho V. L., Varga I. V. Construction of integrable combinations for normal linear
systems of differential equations with constant coefficients.

The method of integrable combinations is one of effective methods for integrating sys-
tems of differential equations. In particular, in the case of linear systems with constant
coefficients, it enables, under certain conditions, to reduce the system of differential equa-
tions to a system of algebraic equations with respect to the desired functions, which greatly
simplifies the solution. However, the construction of integrable combinations often causes
difficulties, since it is quite complicated to determine them by selection. The purpose of
this work is to study the issues of the existence and construction of integrable combinations
for normal linear systems of differential equations with constant coefficients, as well as to
illustrate the practical application of the results obtained.

Keywords: system of differential equations with constant coefficients, linear homogeneous
system of differential equations, linear inhomogeneous system of differential equations,
integrable combinations, Cauchy problem.
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