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ОБСЛУГОВУВАННЯ ЗАПИТIВ ОДНИМ ПРИЛАДОМ

Розглядається один клас детермiнованих задач теорiї розкладiв, а саме, задача
впорядкування процесу обслуговування запитiв, якi не одночасно надходять в систе-
му. Структура системи обслуговування дозволяє сформулювати допомiжну симетри-
чну задачу. Доведено теореми, на основi яких побудовано iтеративний алгоритм, що
почергово аналiзує пару симетричних задач та дозволяє зафiксувати послiдовнiсть
обслуговування частини вимог i зменшити розмiрнiсть початкової задачi.

Ключовi слова: теорiя розкладiв, оптимiзацiя обслуговування, симетричнi задачi,
запит(вимога), активний розклад, перестановочний розклад, список прiоритетiв.

1. Вступ. Розглянемо багато стадiйну задачу обслуговування, яка мiстить
«вузьке мiсце», органiзацiя обслуговування на якому i визначає ефективнiсть
всiєї системи. В такому випадку процес виконання запитiв (вимог) в системi
обслуговування умовно можна роздiлити на три етапи: пiдготовчий, основний i
заключний, причому на пiдготовчому i заключному етапах виконуються певнi
фiксованi операцiї, якi мають фiксовану тривалiсть, не пов’язанi з залученням
до їх виконання основних виконавцiв i тому не можуть бути використанi для
оптимiзацiї обслуговування. Прикладом таких систем можуть бути системи, де
запити на обслуговування надходять не одночасно, а пiсля обслуговування необ-
хiдна певна затримка до моменту, коли замовлення вважатиметься виконаним
остаточно (тестування якостi роботи, висихання пiсля фарбування, доставка
замовнику тощо).

В лiтературi по теорiї розкладiв задачi оптимiзацiї обслуговування в одно-
стадiйних системах дослiджуються, як правило, при одночасному надходженнi
запитiв [1–7], а при неодночасному надходженнi запитiв вивченi недостатньо.
Критерiї оптимiзацiї пов’язанi з директивними строками чи їх порушенням [3,7],
або мiнiмiзують час завершення роботи основних приладiв i, в основному, не
враховують затримку пiсля завершення основного етапу [3–6].

2. Модель задачi. Будемо вважати, що в розглядуванiй тут задачi запити
незалежнi мiж собою i вiдомi всi часовi параметри пов’язанi з обслуговуванням
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запитiв, на основному етапi («вузьке мiсце» системи) обслуговування здiйснює-
ться одним приладом 𝑆. Отже розглядається детермiнована задача оптимiзацiї
обслуговування скiнченної кiлькостi незалежних запитiв одним приладом 𝑆.

Запити повнiстю характеризуються наступними параметрами:
𝑝𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 — час надходження 𝑖-го запиту до пристрою 𝑆 (далi вважа-

ємо, що запити пронумерованi за порядком, а 𝑛 — загальна кiлькiсть запитiв);
𝑡𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 — час обробки 𝑖-го запиту приладом 𝑆;
𝑞𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 — час додаткового обслуговування 𝑖-го запиту в системi

пiсля обслуговування приладом 𝑆.
В системi одночасно може обслуговуватися довiльна кiлькiсть запитiв, але

тiльки один запит може обслуговуватися пристроєм 𝑆 в кожен момент часу.
При цьому перерви в обслуговуваннi будь-якого запиту пристроєм 𝑆 не допу-
скаються. Вважається, що пристрої системи обслуговування не виходять з ладу,
а перехiд вiд обслуговування одного запиту до iншого вiдбувається миттєво.

При складаннi розкладу обслуговування запитiв необхiдно мiнiмiзувати час
завершення обслуговування всiх запитiв у системi, тобто мiнiмiзувати функцiю:

𝐹 (𝑋) = max
{︁
𝑥𝑖 + 𝑡𝑖 + 𝑞𝑖

⃒⃒⃒
𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛

}︁
, (1)

де 𝑋 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛), а 𝑥𝑖 — час початку обробки 𝑖-го запиту приладом 𝑆.
Вектор 𝑋 надалi називатимемо розкладом обслуговування запитiв.

Означення 1. Активним називається розклад, в якому неможливо при-
скорити виконання жодного запиту i не збiльшити, при цьому, час заверше-
ння обслуговування iнших запитiв.

Зауваження 1. Очевидно, що оптимальнi по критерiю (1) розклади мо-
жна шукати на множинi активних розкладiв.

Означення 2. Перестановочним називається розклад, в якому послiдов-
нiсть обслуговування запитiв визначається перестановкою iндексiв робiт.

Зауваження 2. ([1–3]) Iснує оптимальний по критерiю (1) розклад, який
належить до класу активних перестановочних розкладiв.

Таким чином, для кожної перестановки 𝜏 = (𝜏1, 𝜏2, . . . , 𝜏𝑛) час початку об-
слуговування запитiв пристроєм 𝑆 визначається вiдповiдним активним переста-
новочним розкладом 𝑋𝜏 = (𝑥𝜏1, 𝑥

𝜏
2, . . . , 𝑥

𝜏
𝑛) [3], де

𝑥𝜏𝜏𝑖 =

{︃
𝑝𝜏1 , 𝑖 = 1

max
(︀
𝑝𝜏𝑖 , 𝑝𝜏𝑖−1

+ 𝑡𝜏𝑖−1

)︀
, 𝑖 = 2, 3, . . . , 𝑛.

(2)

Визначимо моменти завершення обслуговування запитiв пристроєм 𝑆:

𝑥𝜏𝑖 = 𝑥𝜏𝑖 + 𝑡𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, (3)

i в системi:
𝑥
𝜏
𝑖 = 𝑥𝜏𝑖 + 𝑞𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛. (4)

Врахувавши рекурсивнiсть формул (2), час завершення обслуговування за-
питiв у системi можна записати у виглядi:

𝑥
𝜏
𝜏𝑖
= max

{︃
𝑝𝜏𝑗 +

𝑖∑︁
𝑘=𝑗

𝑡𝜏𝑘 + 𝑞𝜏𝑖

⃒⃒⃒
𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑖

}︃
, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛. (5)

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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3. Симетричнi задачi. Сформульовану вище задачу позначимо як 𝑍𝑛(𝑝, 𝑡,
𝑞). Поряд з задачею 𝑍𝑛(𝑝, 𝑡, 𝑞) розглянемо задачу 𝑍𝑛(𝑞, 𝑡, 𝑝) тобто задачу, в якiй
запити надходять у моменти часу 𝑞𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, а час додаткового обслуго-
вування 𝑖-го запиту в системi пiсля обслуговування приладом 𝑆 визначається
величинами 𝑝𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛. Задачi 𝑍𝑛(𝑝, 𝑡, 𝑞) i 𝑍𝑛(𝑞, 𝑡, 𝑝) будемо називати си-
метричними.

Теорема 1. Нехай 𝜏 = (𝜏1, 𝜏2, . . . , 𝜏𝑛), а 𝜃 = (𝜏𝑛, 𝜏𝑛−1, . . . , 𝜏1). Якщо 𝑋𝜏 та 𝑌 𝜃

— розклади обслуговування запитiв симетричних задач 𝑍𝑛(𝑝, 𝑡, 𝑞) та 𝑍𝑛(𝑞, 𝑡, 𝑝)
вiдповiдно, то моменти часу завершення обслуговування запитiв (1) у розкла-
дах 𝑋𝜏 та 𝑌 𝜃 спiвпадають.

Доведення. Розглянемо розклад 𝑋𝜏 обслуговування запитiв для задачi
𝑍𝑛 (𝑝, 𝑡, 𝑞), де 𝜏 = (𝜏1, 𝜏2, . . . , 𝜏𝑛) .

Визначимо значення критерiю (1) для розкладу 𝑋𝜏 з врахуванням (2)–(5):

𝐹 (𝑋𝜏 ) = max
{︁
𝑥𝜏𝑖 + 𝑡𝜏𝑖 + 𝑞𝜏𝑖

⃒⃒⃒
𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛

}︁
= max

{︁
𝑥𝜏𝑖

⃒⃒⃒
𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛

}︁
=

= max

{︃
𝑝𝜏𝑗 +

𝑖∑︁
𝑘=𝑗

𝑡𝜏𝑘 + 𝑞𝜏𝑖

⃒⃒⃒
𝑗 ≤ 𝑖, 𝑗, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛

}︃
. (6)

Розглянемо розклад 𝑌 𝜃 обслуговування запитiв у задачi 𝑍𝑛(𝑞, 𝑡, 𝑝) та обчи-
слимо

𝐹 (𝑌 𝜃) = max

{︃
𝑞𝜏𝑗 +

𝑗∑︁
𝑘=𝑖

𝑡𝜏𝑘 + 𝑝𝜏𝑖

⃒⃒⃒
𝑗 ≥ 𝑖, 𝑗, 𝑖 = 𝑛, 𝑛− 1, . . . , 1

}︃
. (7)

Очевидно, що значення критерiїв (6) та (7) спiвпадають, тобто для будь
якого розкладу 𝑋𝜏 (в тому числi i оптимального) задачi 𝑍𝑛(𝑝, 𝑡, 𝑞) iснує розклад
обслуговування запитiв 𝑌 𝜃 для симетричної задачi 𝑍𝑛(𝑞, 𝑡, 𝑝) такий, що 𝐹 (𝑋𝜏 ) =
= 𝐹 (𝑌 𝜃). Теорему доведено.

Наслiдок 1. Якщо розклад 𝑋𝜏 , 𝜏 = (𝜏1, 𝜏2, . . . , 𝜏𝑛), є оптимальним для
задачi 𝑍𝑛(𝑝, 𝑡, 𝑞) то розклад 𝑌 𝜃, 𝜃 = (𝜏𝑛, 𝜏𝑛−1, . . . , 𝜏1) буде оптимальним для
задачi 𝑍𝑛 (𝑞, 𝑡, 𝑝) .

4. Розклад, побудований за допомогою списку прiоритетiв [3]. Не-
хай для вимог певним чином визначенi прiоритети. Побудуємо перестановку
iндексiв вимог 𝜎 = (𝜎1, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛) в порядку не зростання прiоритетiв, яку на-
далi будемо називати списком прiоритетiв 𝜎.

Розклад 𝑋𝜏 , 𝜏 = (𝜏1, 𝜏2, . . . , 𝜏𝑛) за допомогою списку 𝜎 будується наступним
чином:

1. Готуємо впорядкований список прiоритетiв 𝜎 = (𝜎1, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛) та множину
не обслужених вимог 𝑁1 = {1, 2, . . . , 𝑛}. Покладаємо 𝑘 = 1;

2. Визначаємо момент часу початку обслуговування 𝑘-ої по порядку вимоги
𝜏𝑘 приладом 𝑆: 𝜌𝑘 = min

{︁
𝑝𝑖

⃒⃒⃒
𝑖 ∈ 𝑁𝑘

}︁
;

3. Обираємо для обслуговування зi списку 𝜎 першу (найбiльш прiоритетну)
не обслужену вимогу 𝜈, для якої 𝑝𝜈 ≤ 𝜌𝑘, тобто, готову до обслуговування;
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4. Включаємо 𝜈 наступним елементом в перестановку 𝜏 , тобто 𝜏𝑘 = 𝜈, визна-
чаємо моменти часу:

– 𝑥𝜈 = 𝜌𝑘 — початку обслуговування вимоги 𝜈 приладом 𝑆;

– 𝑥𝜈 = 𝑥𝜈 + 𝑡𝜈 — завершення обслуговування вимоги 𝜈 приладом 𝑆;

та 𝑁𝑘+1 = 𝑁𝑘∖ {𝜈}— виключаємо вимогу 𝜈 з множини не обслужених вимог
приладом 𝑆;

5. Якщо 𝑁𝑘+1 = ∅ то побудова розкладу 𝑋𝜏 завершена, iнакше визначаємо
𝜌𝑘+1 = max(𝑥𝜈 , min

{︁
𝑝𝑖

⃒⃒⃒
𝑖 ∈ 𝑁𝑘+1

}︁
) — момент часу початку обслуговува-

ння наступної вимоги приладом 𝑆, збiльшуємо 𝑘 на 1 та переходимо до
виконання пункту 3 для продовження побудови розкладу 𝑋𝜏 .

Нехай прiоритет вимоги з iндексом 𝑖 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛} спiвпадає з вiдповiдним
значенням 𝑞𝑖. Тодi список прiоритетiв 𝜎 = (𝜎1, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛) задовiльняє умову

𝑞𝜎𝑖
≥ 𝑞𝜎𝑖+1

, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1. (8)

Теорема 2. Якщо для перестановки 𝜎 = (𝜎1, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛) виконуються умови
(8) i

𝑝𝜎𝑖
≤ 𝑝𝜎𝑖+1

, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1, (9)

то розклад, побудований за допомогою списку 𝜎 — оптимальний по критерiю
(1).

Доведення. Якщо виконується (9), то для розкладу 𝑋𝜏 , побудованого за
допомогою списку 𝜎 виконується 𝜏 = 𝜎, тобто 𝑋𝜏 = 𝑋𝜎. Нехай 𝑋𝜋 — опти-
мальний розклад i 𝜋 ̸= 𝜎. Визначимо найменше 𝑖 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛− 1} , для якого
𝜋𝑖 ̸= 𝜎𝑖, та 𝑗 ∈ {𝑖+ 1, 𝑖+ 2, . . . , 𝑛} , для якого 𝜋𝑗 = 𝜎𝑖. Розглянемо перестановку

𝜇 =
(︀
𝜋1, 𝜋2, . . . , 𝜋𝑖−1, 𝜋𝑗, 𝜋𝑖, 𝜋𝑖+1, . . . , 𝜋𝑗−1, 𝜋𝑗+1, . . . , 𝜋𝑛

)︀
,

в якiй, на вiдмiну вiд 𝜋 прискорено обслуговування вимоги 𝜋𝑗, а взаємна послi-
довнiсть iнших вимог не змiнюється. Тодi, якщо мають мiсце (8) i (9), то

𝑞𝜋𝑗
= max

{︁
𝑞𝜋𝑘

⃒⃒⃒
𝑘 = 𝑖+ 1, 𝑖+ 2, . . . , 𝑛

}︁
, (10)

𝑝𝜋𝑗
= min

{︁
𝑝𝜋𝑘

⃒⃒⃒
𝑘 = 𝑖+ 1, 𝑖+ 2, . . . , 𝑛

}︁
. (11)

З (1), (3), (4) для перестановочних розкладiв маємо

𝐹 (𝑋𝜏 ) = max
(︁
𝐹 𝜏
1 , 𝐹

𝜏
2 , 𝑥

𝜏
𝜋𝑗
+ 𝑞𝜋𝑗

, 𝐹 𝜏
3

)︁
, (12)

де
𝐹 𝜏
1 = max

{︁
𝑥
𝜏
𝜋𝑘

⃒⃒⃒
𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑖− 1

}︁
,

𝐹 𝜏
2 = max

{︁
𝑥𝜏𝜋𝑘

+ 𝑞𝜋𝑘

⃒⃒⃒
𝑘 = 𝑖, 𝑖+ 1, . . . , 𝑗 − 1

}︁
,

𝐹 𝜏
3 = max

{︁
𝑥𝜏𝜋𝑘

+ 𝑞𝜋𝑘

⃒⃒⃒
𝑘 = 𝑗 + 1, 𝑗 + 2, . . . , 𝑛

}︁
.
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Порiвняємо значення критерiю (1) для 𝑋𝜋 i 𝑋𝜇. З (12) отримаємо

𝐹 (𝑋𝜋) = max
(︁
𝐹 𝜋
1 , 𝐹

𝜋
2 , 𝑥

𝜋
𝜋𝑗
+ 𝑞𝜋𝑗

, 𝐹 𝜋
3

)︁
,

𝐹 (𝑋𝜇) = max
(︁
𝐹 𝜇
1 , 𝑥

𝜇
𝜋𝑗
+ 𝑞𝜋𝑗

, 𝐹 𝜇
2 , 𝐹

𝜇
3

)︁
,

(13)

при чому 𝐹 𝜋
1 = 𝐹 𝜇

1 , 𝑥
𝜋
𝜋𝑗
> 𝑥𝜇𝜋𝑗

. З (11) видно, що обслуговування вимог 𝜋𝑖, 𝜋𝑖+1, . . .,
𝜋𝑗−1 в розкладi 𝑋𝜇 сповiльниться вiдносно часу їх обслуговування в розкладi
𝑋𝜋 на величину 𝑡𝜋𝑗

, якщо прилад 𝑆 в розкладi 𝑋𝜋 на промiжку
[︁
𝑥𝜋𝜋𝑖−1

, 𝑥𝜋𝜋𝑗

]︁
працює без простоїв. Якщо ж на цьому промiжку мають мiсце простої при-
ладу 𝑆 в розкладi 𝑋𝜋, то сповiльнення часу обслуговування деяких вимог з{︀
𝜋𝑖, 𝜋𝑖+1, . . . , 𝜋𝑗−1

}︀
в розкладi 𝑋𝜇 буде меншим величини 𝑡𝜋𝑗

вiдносно розкладу
𝑋𝜋 (або взагалi вiдсутнiм), а обслуговування вимог 𝜋𝑗, 𝜋𝑗+1, . . . , 𝜋𝑛 в розкладi
𝑋𝜇, для яких 𝑥𝜋𝜋𝑘

> 𝑝𝜋𝑘
, 𝑘 = 𝑗 + 1, 𝑗 + 2, . . . , 𝑛, буде прискорено. Отже

𝑥𝜋𝜋𝑗
= 𝑥𝜋𝜋𝑗

+ 𝑡𝜋𝑗
≥ 𝑥𝜋𝜋𝑘

+ 𝑡𝜋𝑗
≥ 𝑥𝜇𝜋𝑘

, 𝑘 = 𝑖, 𝑖+ 1, . . . , 𝑗 − 1, (14)

i 𝐹 𝜋
3 ≥ 𝐹 𝜇

3 . З (10), (12)–(14) отримаємо

𝑥𝜋𝜋𝑗
+ 𝑞𝜋𝑗

≥ 𝐹 𝜋
2 + 𝑡𝜋𝑗

= max
{︁
𝑥𝜋𝜋𝑘

+ 𝑞𝜋𝑘

⃒⃒⃒
𝑘 = 𝑖, 𝑖+ 1, . . . , 𝑗 − 1

}︁
+ 𝑡𝜋𝑗

≥ 𝐹 𝜇
2 .

Тодi

𝐹 (𝑋𝜋) = max
(︁
𝐹 𝜋
1 , 𝐹

𝜋
2 , 𝑥

𝜋
𝜋𝑗
+ 𝑞𝜋𝑗

, 𝐹 𝜋
3

)︁
≥ max

(︁
𝐹 𝜇
1 , 𝑥

𝜇
𝜋𝑗
+ 𝑞𝜋𝑗

, 𝐹 𝜇
2 , 𝐹

𝜇
3

)︁
= 𝐹 (𝑋𝜇) ,

а так як 𝑋𝜋 оптимальний розклад, то 𝐹 (𝑋𝜋) = 𝐹 (𝑋𝜇) i розклад 𝑋𝜇 теж опти-
мальний. Якщо 𝜇 ̸= 𝜎, то змiну порядку обслуговування можна повторити не-
обхiдну кiлькiсть разiв, поки не буде отримано розклад 𝑋𝜎, який теж буде
оптимальним. Теорема доведена.

Зауваження 3. Якщо запити на обслуговування надходять одночасно (𝑝𝑖 =
= 0, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛), то оптимальною за критерiєм (1) буде послiдовнiсть 𝜎,
яка визначається умовою (8).

5. Зменшення розмiрностi задачi. Нехай 𝐹н — нижня межа значень
цiльової функцiї (1).

Теорема 3. Якщо iснує розклад 𝑋𝜏 , 𝜏 = (𝜏1, 𝜏2, . . . , 𝜏𝑛), в якому для деякого
𝑗 > 1 виконуються умови:

𝑥𝜏𝜏𝑗 = 𝑝𝜏𝑗 ≥ 𝑥𝜏𝑗−1, (15)

𝑝𝜏𝑙 ≥ 𝑝𝜏𝑗 , 𝑙 = 𝑗 + 1, 𝑗 + 2, . . . , 𝑛, (16)

max
{︁
𝑥𝜏𝑖 + 𝑡𝜏𝑖 + 𝑞𝜏𝑖

⃒⃒⃒
𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑗 − 1

}︁
≤ 𝐹н, (17)

то iснує оптимальний розклад 𝑋𝜋, 𝜋 = (𝜏1, 𝜏2, . . . , 𝜏𝑗−1,𝜋𝑗, 𝜋𝑗+1, . . . , 𝜋𝑛) , для яко-
го послiдовнiсть обслуговування перших 𝑗 − 1 запитiв приладом 𝑆 спiвпадає з
розкладом 𝑋𝜏 .
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Доведення. Нехай 𝑋𝜇, 𝜇 = (𝜇1, 𝜇2, . . . , 𝜇𝑛), оптимальний розклад. Якщо
виконується:

𝜇𝑖 = 𝜏𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑗 − 1, (18)

то теорема справедлива. Якщо (18) не виконується, то розглянемо розклад,
𝑋𝜋, 𝜋 = (𝜏1, 𝜏2, . . . , 𝜏𝑗−1,𝜋𝑗, 𝜋𝑗+1, . . . , 𝜋𝑛) , де перестановка (𝜋𝑗, 𝜋𝑗+1, . . . , 𝜋𝑛) така,
що для всiх 𝑙 = 𝑗 + 1, 𝑗 + 2, . . . , 𝑛, елемент 𝜋𝑙−1 в перестановцi 𝜇 розташований
лiвiше елемента 𝜋𝑙.

З (2), (15), (16) слiдує, що

𝑥𝜋𝜋𝑗
= 𝑝𝜋𝑗

≤ 𝑥𝜇𝜋𝑗
, (19)

а з (2), (17), (19) i з того, що вiдносна послiдовнiсть обслуговування запитiв
(𝜋𝑗, 𝜋𝑗+1, . . . , 𝜋𝑛) в розкладах 𝑋𝜇 та 𝑋𝜋 спiвпадають, слiдує, що

𝐹 (𝑋𝜇) = max
{︁
𝑥𝜇𝜇𝑖

+ 𝑡𝜇𝑖
+ 𝑞𝜇𝑖

⃒⃒⃒
𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛

}︁
=

= max
{︁
𝑥𝜇𝜇𝑖

+ 𝑡𝜇𝑖
+ 𝑞𝜇𝑖

⃒⃒⃒
𝑖 = 𝑗, 𝑗 + 1, . . . , 𝑛

}︁
≥

≥ max
{︁
𝑥𝜋𝜇𝑖

+ 𝑡𝜇𝑖
+ 𝑞𝜇𝑖

⃒⃒⃒
𝑖 = 𝑗, 𝑗 + 1, . . . , 𝑛

}︁
= 𝐹 (𝑋𝜋) . (20)

Але 𝑋𝜇 — оптимальний розклад, тому з (20) слiдує, що 𝐹 (𝑋𝜇) = 𝐹 (𝑋𝜋) ,
тобто 𝑋𝜋 — оптимальний розклад. Теорема доведена.

Наслiдок 2. Якщо в розкладi 𝑋𝜏 , побудованому за допомогою списку 𝜏 ,
пiсля обслуговування запитiв 𝜏1, 𝜏2, . . . , 𝜏𝑗−1, 𝑗 ≤ 𝑛, iснує простiй пристрою 𝑆
(виконується (15)) i час завершення обслуговування запитiв 𝑥

𝜏
𝜏𝑖
, 𝑖 = 1, 2, . . .,

𝑗 − 1 не перевищує 𝐹н, то виконується (16), а отже iснує оптимальний роз-
клад 𝑋*, такий що 𝑥*𝜏𝑖 = 𝑥𝜏𝜏𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑗 − 1.

Примiтка. Якщо виконуються умови 𝑥𝜏𝜏𝑗 = 𝑝𝜏𝑗 = 𝑥𝜏𝑗−1 та (16), то маємо
простiй пристрою 𝑆 нульової довжини.

Якщо для розкладу 𝑋𝜏 , 𝜏 = (𝜏1, 𝜏2, . . . , 𝜏𝑛), виконуються мови (15)–(17), то
час обслуговування вимог 𝜏1, 𝜏2, . . . , 𝜏𝑗−1 можна зафiксувати i розмiрнiсть задачi
зменшується на 𝑗 − 1. Отже для розв’язання задачi необхiдно впорядкувати
обслуговування 𝑛− 𝑗 + 1 вимог 𝜏𝑗, 𝜏𝑗+1, . . . , 𝜏𝑛.

6. Застосування властивостi симетричностi задач 𝑍𝑛(𝑝, 𝑡, 𝑞) i 𝑍𝑛(𝑞, 𝑡, 𝑝)
для зменшення розмiрностi задачi. Як було показано вище, застосування
теореми 3 дозволяє зафiксувати термiни обслуговування частини вимог. Наве-
дений нижче алгоритм, за рахунок симетричностi задач 𝑍𝑛(𝑝, 𝑡, 𝑞) i 𝑍𝑛(𝑞, 𝑡, 𝑝),
може збiльшити кiлькiсть зафiксованих вимог оптимальної перестановки.

Алгоритм. Початковий етап. Нехай

∙ 𝐹н — нижня межа значень цiльової функцiї (1);
∙ 𝑚𝑘 — кiлькiсть вимог, якi необхiдно обслужити на 𝑘-му кроцi (𝑚1 = 𝑛);
∙ 𝐼𝑘 — множина не обслужених вимог на 𝑘-му кроцi(𝐼1 = {1, 2, . . . , 𝑛}). По-
значимо елементи множини 𝐼1 через 𝑖11, 𝑖12, . . . , 𝑖1𝑚1 ;
∙ 𝑝𝑘, 𝑡𝑘, 𝑞𝑘 — часовi параметри вимог, впорядкування яких розглядається на
𝑘-му кроцi в задачi 𝑍𝑚𝑘

(︀
𝑝𝑘, 𝑡𝑘, 𝑞𝑘

)︀
.
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Покладемо:
𝑝1 =

(︀
𝑝11, 𝑝

1
2, . . . , 𝑝

1
𝑚1

)︀
=
(︁
𝑝𝑖11 , 𝑝𝑖12 , . . . , 𝑝𝑖1𝑛

)︁
,

𝑡1 =
(︀
𝑡11, 𝑡

1
2, . . . , 𝑡

1
𝑚1

)︀
=
(︁
𝑡𝑖11 , 𝑡𝑖12 , . . . , 𝑡𝑖1𝑛

)︁
,

𝑞1 =
(︀
𝑞11, 𝑞

1
2, . . . , 𝑞

1
𝑚1

)︀
=
(︁
𝑞𝑖11 , 𝑞𝑖12 , . . . , 𝑞𝑖1𝑛

)︁
.

Перейдемо до виконання 1-го кроку алгоритму.
𝑘-й крок (𝑘 = 1, 2, . . .). Розглянемо задачу: 𝑍𝑚𝑘

(︀
𝑝𝑘, 𝑡𝑘, 𝑞𝑘

)︀
.

1. Нехай 𝜎
(︀
𝐼𝑘
)︀

список елементiв множини 𝐼𝑘, розташованих в порядку не
зростання величин 𝑞𝑘𝑖 , 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚𝑘. За допомогою списку прiоритетiв
𝜎
(︀
𝐼𝑘
)︀

побудуємо розклад 𝑋𝜋𝑘 , 𝜋𝑘 =
(︀
𝜋𝑘
1 , 𝜋

𝑘
2 , . . . , 𝜋

𝑘
𝑚𝑘

)︀
.

2. Якщо 𝐹
(︁
𝑋𝜋𝑘

)︁
= 𝐹н, то розклад 𝑋𝜋𝑘 — оптимальний для задачi 𝑍𝑚𝑘(𝑝𝑘, 𝑡𝑘,

𝑞𝑘). Покладемо: 𝑗𝑘 = 𝑚𝑘. Визначимо перестановку

𝜃𝑘 =

⎧⎨⎩
(︁
𝜋𝑘
1 , 𝜋

𝑘
2 , . . . , 𝜋

𝑘
𝑗𝑘

)︁
, якщо 𝑘 — не парне,(︁

𝜋𝑘
𝑗𝑘
, 𝜋𝑘

𝑗𝑘−1
, . . . , 𝜋𝑘

1

)︁
, якщо 𝑘 — парне,

(21)

i перейдемо до виконання заключного кроку.
3. Визначимо 𝑗𝑘 як максимальне з таких 𝑗 ∈

{︀
𝜋𝑘
1 , 𝜋

𝑘
2 , . . . , 𝜋

𝑘
𝑚𝑘

}︀
, що для 𝑋𝜋𝑘

виконуються умови (15)–(17) або 0, якщо такого 𝑗 не iснує.
4. Якщо 𝑗𝑘 = 0 та 𝑘 = 1, то покладемо 𝐼𝑘+1 = 𝐼𝑘 i перейдемо до пункту 7
𝑘-го кроку алгоритму.

5. Якщо 𝑗𝑘 = 0 та 𝑘 > 1, то перейдемо до виконання заключного етапу
алгоритму.

6. Якщо 𝑗𝑘 > 0, то виконуються умови наслiдку 2 теореми 2, а значить iснує
оптимальний розклад 𝑋𝑘 задачi 𝑍𝑚𝑘

(︀
𝑝𝑘, 𝑡𝑘, 𝑞𝑘

)︀
, для якого послiдовнiсть об-

слуговування перших 𝑗𝑘 вимог спiвпадає з послiдовнiстю
(︁
𝜋𝑘
1 , 𝜋

𝑘
2 , . . . , 𝜋

𝑘
𝑗𝑘

)︁
.

Тому визначимо 𝜃𝑘 з (21), а з множини 𝐼𝑘 не обслужених вимог видалимо
iндекси вимог послiдовностi 𝜃𝑘 , тобто 𝐼𝑘+1 = 𝐼𝑘∖

{︁
𝜋𝑘
1 , 𝜋

𝑘
2 , . . . , 𝜋

𝑘
𝑗𝑘

}︁
.

7. Позначимо елементи множини 𝐼𝑘+1 через 𝑖𝑘+1
1 , 𝑖𝑘+1

2 , . . . , 𝑖𝑘+1
𝑚𝑘+1 , де 𝑚𝑘+1 =

= 𝑚𝑘 − 𝑗𝑘, та визначимо

𝑝𝑘+1 =
(︀
𝑝𝑘+1
1 , 𝑝𝑘+1

2 , . . . , 𝑝𝑘+1
𝑚𝑘+1

)︀
=

(︂
𝑞𝑘
𝑖𝑘+1
1
, 𝑞𝑘

𝑖𝑘+1
2
, . . . , 𝑞𝑘

𝑖𝑘+1

𝑚𝑘+1

)︂
,

𝑡𝑘+1 =
(︀
𝑡𝑘+1
1 , 𝑡𝑘+1

2 , . . . , 𝑡𝑘+1
𝑚𝑘+1

)︀
=

(︂
𝑡𝑘
𝑖𝑘+1
1
, 𝑡𝑘

𝑖𝑘+1
2
, . . . , 𝑡𝑘

𝑖𝑘+1

𝑚𝑘+1

)︂
,

𝑞𝑘+1 =
(︀
𝑞𝑘+1
1 , 𝑞𝑘+1

2 , . . . , 𝑞𝑘+1
𝑚𝑘+1

)︀
=

(︂
𝑝𝑘
𝑖𝑘+1
1
, 𝑝𝑘

𝑖𝑘+1
2
, . . . , 𝑝𝑘

𝑖𝑘+1

𝑚𝑘+1

)︂
.

Очевидно, що значення цiльової функцiї (1) для оптимальних розв’язкiв за-
дач 𝑍𝑚𝑘

(︀
𝑝𝑘, 𝑡𝑘, 𝑞𝑘

)︀
та 𝑍𝑚𝑘+1

(︀
𝑝𝑘+1, 𝑡𝑘+1, 𝑞𝑘+1

)︀
спiвпадають.

Дiйсно, якщо 𝑗𝑘 > 0, то запити 𝜋𝑘
1 , 𝜋

𝑘
2 , . . . , 𝜋

𝑘
𝑗𝑘

у задачi 𝑍𝑚𝑘

(︀
𝑝𝑘, 𝑡𝑘, 𝑞𝑘

)︀
можуть

обслуговуватися пристроєм 𝑆 до надходження iнших запитiв на цей пристрiй,
не впливаючи на обслуговування останнiх та на значення цiльової функцiї.
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Якщо ж 𝑗𝑘 = 0, то задачi 𝑍𝑚𝑘

(︀
𝑝𝑘, 𝑡𝑘, 𝑞𝑘

)︀
та 𝑍𝑚𝑘+1

(︀
𝑞𝑘+1, 𝑡𝑘+1, 𝑝𝑘+1

)︀
спiвпада-

ють з точнiстю до нумерацiї запитiв.
Враховуючи теорему 1 та її наслiдок, задачу 𝑍𝑚𝑘+1

(︀
𝑞𝑘+1, 𝑡𝑘+1, 𝑝𝑘+1

)︀
можна

замiнити задачею 𝑍𝑚𝑘+1

(︀
𝑝𝑘+1, 𝑡𝑘+1, 𝑞𝑘+1

)︀
.

Перейдемо до виконання 𝑘 + 1-го кроку алгоритму.
Заключний етап. Зауважимо, що при не парному 𝑘 дослiджується зада-

ча 𝑍𝑛 (𝑝, 𝑡, 𝑞) , i фiксується послiдовнiсть 𝜃 обслуговування перших 𝑛 вимог, а
при парному 𝑘 — симетрична їй задача 𝑍𝑛 (𝑞, 𝑡, 𝑝) , i фiксується послiдовнiсть 𝜃
обслуговування останнiх 𝑛 вимог, де

𝜃 =
(︀
𝜃1, 𝜃3, . . . , 𝜃𝑚

)︀
=
(︀
𝜋1
1, 𝜋

1
2, . . . , 𝜋

1
𝑗1 , 𝜋

3
1, 𝜋

3
2, . . . , 𝜋

3
𝑗3 , . . . , 𝜋

𝑚
1 , 𝜋

𝑚
2 , . . . , 𝜋

𝑚
𝑗𝑚

)︀
,

𝜃 =
(︁
𝜃𝑚, 𝜃𝑚−2, . . . , 𝜃2

)︁
=

=
(︁
𝜋𝑚
𝑗𝑚
, 𝜋𝑚

𝑗𝑚−1 , . . . , 𝜋
𝑚
1 , 𝜋

𝑚−2

𝑗𝑚−2
, 𝜋𝑚−2

𝑗𝑚−2−1
, . . . , 𝜋𝑚−2

1 , . . . , 𝜋2
𝑗2 , 𝜋

2
𝑗2−1, . . . , 𝜋

2
1

)︁
,

𝑚 =

{︃
𝑘 − 1, якщо 𝑘 — парне,
𝑘, якщо 𝑘 — непарне,

𝑚 =

{︃
𝑘 − 1, якщо 𝑘 — непарне,

𝑘, якщо 𝑘 — парне,

𝑛 = 𝑗1 + 𝑗3 + . . .+ 𝑗𝑚,

𝑛 = 𝑗𝑚 + 𝑗𝑚−2 + . . .+ 𝑗2.

Як випливає з теореми 1, її наслiдку та побудови векторiв 𝜃 та 𝜃, iснує опти-
мальний розв’язок задачi 𝑍𝑛 (𝑝, 𝑡, 𝑞) , в якому першими обслуговуються 𝑛 запи-
тiв послiдовностi 𝜃, а останнiми 𝑛 запитiв послiдовностi 𝜃 у вказаному порядку.
Кiнець алгоритму.

Таким чином, наведений алгоритм дозволяє знайти оптимальну послiдов-
нiсть обслуговування запитiв пристроєм 𝑆 (якщо 𝑛 = 𝑛 + 𝑛, то оптимальною
послiдовнiстю обслуговування буде послiдовнiсть

(︁
𝜃, 𝜃
)︁
), або зменшити роз-

мiрнiсть задачi (якщо 𝑛 > 𝑛 + 𝑛, то для побудови оптимальної послiдовностi
достатньо упорядкувати 𝑚𝑘 = 𝑛− 𝑛− 𝑛 запитiв множини 𝐼𝑘, тобто розв’язати
задачу 𝑍𝑚𝑘

(︀
𝑝𝑘, 𝑡𝑘, 𝑞𝑘

)︀
або 𝑍𝑚𝑘

(︀
𝑞𝑘, 𝑡𝑘, 𝑝𝑘

)︀
).

7. Висновки. У роботi розглянуто одну детермiновану задачу теорiї роз-
кладiв. Запити надходять на обслуговування в рiзнi моменти часу, а пiсля об-
слуговування вимагають виконання певних завершальних операцiй, що впли-
вають на ефективнiсть розкладу. Для знаходження розв’язкiв таких задач, як
правило, застосовуються комбiнаторнi алгоритми, що мають експоненцiальну
складнiсть. Тому важливим є попереднiй аналiз, який часто дозволяє зменшити
розмiрнiсть задачi. Запропоновано пiдхiд, заснований на використаннi власти-
востi симетричностi та аналiзi початкових даних, який дає можливiсть зафi-
ксувати послiдовнiсть обслуговування частини вимог, що i дозволяє зменшити
розмiрнiсть задачi.

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Kuzka O. I., Kornyk I. V., Duran V. M. Service requests with one device.
One class of deterministic problems of scheduling theory is considered, namely, the

problem of ordering the process of servicing requests that do not arrive at the system
simultaneously. The structure of the service system allows us to formulate an auxiliary
symmetric problem. Theorems are proved, on the basis of which an iterative algorithm is
built that analyzes a pair of symmetric problems in turn and allows us to fix the sequence
of servicing part of the requirements and reduce the dimensionality of the initial problem.
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