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ВИКОРИСТАННЯ МАТЕМАТИЧНИХ МОДЕЛЕЙ В
ЕКОЛОГIЧНИХ ДОСЛIДЖЕННЯХ

У цiй статтi представлено ґрунтовний огляд ключових типiв математичних моде-
лей, що застосовуються в екологiї для аналiзу, моделювання та прогнозування змiн
у природних i антропогенних системах. Розглянуто як традицiйнi аналiтичнi, так i
сучаснi комп’ютеризованi пiдходи до моделювання, включаючи стохастичнi, динамi-
чнi, просторово-часовi моделi, моделi на основi нечiткої логiки, машинного навчання
й штучного iнтелекту. Наведено численнi приклади використання моделей для вирi-
шення завдань управлiння водними ресурсами, контролю якостi повiтря, дослiдження
популяцiйних процесiв, оцiнки клiматичних змiн та розрахунку екосистемних послуг.
Пiдкреслено роль мiждисциплiнарного пiдходу та цифрових технологiй в удосконален-
нi iнструментiв екологiчного моделювання. Визначено перспективи iнтеграцiї моделей
у процеси планування природокористування, управлiння ризиками та формування
екологiчної полiтики.

Ключовi слова: математичне моделювання, екологiчнi системи, стохастичнi моде-
лi, динамiчнi моделi, просторово-часовi моделi, нечiтка логiка, машинне навчання,
прийняття рiшень.

1. Вступ. У сучасному свiтi екологiчнi виклики набувають усе бiльшої акту-
альностi та гостроти. Глобальнi змiни клiмату, iнтенсивне забруднення довкi-
лля, деградацiя земель, виснаження водних i бiологiчних ресурсiв потребують
впровадження комплексних рiшень для монiторингу, оцiнки та прогнозування
екологiчного стану навколишнього середовища. Одним iз ключових iнструмен-
тiв, що дає змогу системно та ефективно аналiзувати цi явища, є математичне
моделювання. Воно дозволяє не лише кiлькiсно описувати складнi природнi й
антропогеннi процеси, а й прогнозувати їх розвиток у рiзних сценарiях майбу-
тнього.

Математичнi моделi допомагають виявити прихованi зв’язки мiж чинни-
ками, оцiнити потенцiйнi наслiдки втручань, обґрунтувати прийняття управ-
лiнських рiшень на мiсцевому, регiональному та глобальному рiвнях. Завдяки
стрiмкому розвитку цифрових технологiй, збiльшенню обчислювальної поту-
жностi та розширенню доступу до вiдкритих даних, моделювання стало досту-
пним, гнучким та iнтегрованим методом наукового дослiдження в екологiї.

Метою математичного моделювання в проблемi охорони навколишнього се-
редовища є оцiнка впливу господарської дiяльностi людини на стан i змiни
природного середовища, зокрема, аналiз i прогноз якостi повiтря, поверхневих
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i пiдземних вод з точки зору вiдповiдностi концентрацiй шкiдливих речовин
iснуючим стандартам. Математичнi моделi застосовуються з метою оцiнки еко-
логiчного збитку в результатi забруднення навколишнього середовища i для
обґрунтування заходiв щодо запобiгання або зниження рiвня забруднення. Ма-
тематичнi моделi є складовою частиною монiторингу навколишнього середо-
вища, який являє собою систему спостережень, оцiнки i прогнозу. Монiторинг
ведеться в приземному i примежовому шарах атмосфери, в гiдросферi (у по-
верхневих i пiдземних водах), у ґрунтах. Вихiдними даними для моделей є умо-
ви поширення забруднюючих речовин (характеристики течiй у повiтряному i
водному середовищi), i параметри викидiв. Результати моделювання звичайно
представляються у виглядi розподiлу концентрацiї шкiдливих домiшок i їхнього
масопотоку на границях роздiлу рiзних середовищ (осадження на ґрунт, пiдзем-
ний стiк у рiки i т. iн.).

Основною характеристикою в таких моделях є концентрацiя шкiдливої до-
мiшки у водi (повiтрi). Звичайно використовується масова концентрацiя, що
виражається в кг/м3 (г/м3, мг/л i т. п.). Для газоподiбних забруднень може
застосовуватися також об’ємна концентрацiя.

2. Основний результат. Математичнi моделi в екологiї класифiкуються
за рiзними критерiями: детермiнованiсть/стохастичнiсть, динамiчнiсть, рiвень
просторової деталiзацiї, використання даних, логiка побудови тощо. Кожен тип
моделей має свою область ефективного застосування та особливостi реалiзацiї.

1. Детермiнованi моделi заснованi на суворо визначених математичних фор-
мулах, що описують процеси за умов вiдомих параметрiв. Вони є основою
для опису систем iз передбачуваною поведiнкою. Наприклад, моделi кру-
гообiгу води чи кругообiгу вуглецю в ґрунтах можуть будуватися на основi
детермiнованих диференцiальних рiвнянь. Вони зручнi для моделювання
процесiв у стабiльних умовах, наприклад у стацiонарних екосистемах.

2. Стохастичнi моделi використовуються тодi, коли важливо врахувати ймо-
вiрнiсну природу явищ або невизначенiсть у вхiдних параметрах. Такi мо-
делi дозволяють враховувати випадковiсть впливу клiматичних чинникiв,
флуктуацiї в розмiрах популяцiй або неочiкуванi змiни середовища. Часто
використовуються в моделюваннi мiграцiї видiв, прогнозах викидiв забру-
днювачiв, аналiзi екологiчних ризикiв.

3. Динамiчнi моделi дозволяють вiдстежувати змiну системи з часом i буду-
вати сценарiї розвитку. Вони є основними при оцiнцi впливу антропогенних
чинникiв на екосистеми, аналiзi змiн клiмату або динамiки популяцiй. Їхня
перевага — можливiсть тестування сценарiїв «що, якщо» при змiнi вхiдних
параметрiв або впровадженнi природоохоронних заходiв.

4. Просторово-часовi моделi. Поєднання просторової деталiзацiї з часовою
динамiкою забезпечує надзвичайно гнучкий iнструмент для аналiзу поши-
рення лiсових пожеж, iнвазiйних видiв, урбанiзацiї, ерозiї ґрунтiв тощо. За
допомогою ГIС та дистанцiйного зондування такi моделi дають змогу ство-
рювати точнi карти ризикiв, оцiнювати вплив забудови або змiн ландшафту
на довкiлля.

5. Нечiткi моделi на вiдмiну вiд класичних моделей, нечiткi дозволяють опе-
рувати суб’єктивними оцiнками й термiнами, що не мають чiтких границь.
Наприклад, «задовiльна якiсть води» або «високий рiвень загрози». Це ро-

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2025, том 46, № 1 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



258 I. I. ПОЛОВКО, М. М. ШАРКАДI

бить нечiткi моделi надзвичайно корисними в аналiзi даних громадського
монiторингу або при ухваленнi рiшень в умовах невизначеностi.

6. Моделi штучного iнтелекту. Методи машинного навчання (ML) та глибо-
кого навчання (DL) вiдкривають новi можливостi для роботи з великими
наборами даних. Нейроннi мережi, дерева рiшень, метод опорних векторiв
застосовуються для розпiзнавання патернiв, класифiкацiї станiв середови-
ща, прогнозування змiн клiмату, оцiнки ефективностi екологiчних програм.

Зазначимо математичнi основи моделей. Математичнi моделi в екологiї за-
звичай базуються на диференцiальних рiвняннях, якi описують змiну стану
екосистеми з часом. Наприклад, для моделювання зростання популяцiй засто-
совуються рiвняння логiстичного зростання:

𝑑𝑁

𝑑𝑡
= 𝑟𝑁

(︂
1− 𝑁

𝐾

)︂
,

де 𝑁 — чисельнiсть популяцiї, 𝑟 — максимальна швидкiсть зростання, 𝐾 —
мiсткiсть середовища [1].

У дослiдженнi динамiки двох видiв часто використовують модель Лотки-
Вольтерри:

𝑑𝑁

𝑑𝑡
= 𝑁 (𝑎− 𝑏𝑃 ) , 𝑑𝑃

𝑑𝑡
= 𝑃 (𝑐𝑁 − 𝑑),

де 𝑁(𝑡) — популяцiя жертв, 𝑃 (𝑡) — популяцiя хижакiв в момент часу 𝑡, де 𝑎, 𝑏,
𝑐, 𝑑 — додатнi константи [2].

Для оцiнки розповсюдження забруднювачiв у водi чи повiтрi використову-
ють рiвняння дифузiї:

𝜕𝐶

𝜕𝑡
= 𝐷

𝜕2𝐶

𝜕𝑥2
,

де 𝐶 — концентрацiя речовини, 𝐷 — коефiцiєнт дифузiї [3].
Застосування таких математичних виразiв дозволяє формалiзувати еколо-

гiчнi процеси та забезпечити високу точнiсть прогнозування, особливо при ви-
користаннi чисельних методiв їх розв’язання.

Математичнi моделi в екологiї допомагають вивчати складнi природнi про-
цеси, передбачати змiни в навколишньому середовищi та приймати обґрунтова-
нi рiшення для його збереження. Наведемо приклади їх застосування.

Управлiння водними ресурсами. Математичнi моделi широко застосовую-
ться для оцiнки стану басейнiв рiчок, прогнозування паводкiв, аналiзу впливу
змiн клiмату на гiдрологiчнi цикли. Iнструменти типу SWAT, WEAP, MIKE
BASIN дозволяють враховувати рiзноманiтнi джерела забруднення, змiну во-
доспоживання та ефективнiсть захисних заходiв. У регiонах iз густою мережею
водних об’єктiв (наприклад, Закарпаття) це критично важливо для забезпече-
ння сталого водокористування.

Монiторинг i прогноз якостi повiтря. Моделi атмосферного розсiювання за-
бруднень (AERMOD, CALPUFF) дозволяють оцiнити вплив промислових ви-
кидiв i транспорту, з урахуванням метеорологiчних умов, рельєфу мiсцевостi,
рослинного покриву. Iз використанням штучного iнтелекту моделi здатнi на-
вчатися на iсторичних даних та генерувати сценарiї майбутнього, включаючи
аварiйнi ситуацiї.
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Моделювання популяцiйних процесiв. Багатоагентнi системи дозволяють мо-
делювати iндивiдуальну поведiнку особин у межах популяцiї з урахуванням
соцiальних, поведiнкових, середовищних чинникiв. Це особливо актуально для
оцiнки стiйкостi популяцiй до змiни середовища, впливу хижацтва, конкуренцiї,
паразитизму.

Клiматичне моделювання. Вiд глобальних моделей циркуляцiї атмосфери
(GCM) до регiональних клiматичних моделей (RCM), iнструменти дозволяють
оцiнити наслiдки змiни клiмату для бiорiзноманiття, сiльського господарства,
гiдроресурсiв. У Карпатах, зокрема, моделi допомагають передбачити ризики
селевих потокiв, паводкiв, ерозiї ґрунтiв.

Оцiнка екосистемних послуг. Моделi InVEST, ARIES, LUCI iнтегрують про-
сторовi, економiчнi й соцiальнi данi для оцiнки послуг, якi надають екосистеми:
регулювання клiмату, очищення води, запилення, рекреацiйнi функцiї. Вони ви-
користовуються для планування просторового розвитку та прийняття рiшень
на рiвнi громад.

Цi приклади свiдчать, що математичнi моделi є потужним iнструментом у
руках екологiв, науковцiв i фахiвцiв iз природоохоронної дiяльностi.

Процес моделювання складається з кiлькох етапiв: постановка завдання, збiр
даних, вибiр типу моделi, калiбрування, валiдацiя, аналiз результатiв. Для цьо-
го використовуються класичнi чисельнi методи (метод Ейлера, Рунге-Кутта),
статистичний аналiз (регресiя, кластеризацiя), а також iнструменти штучного
iнтелекту.

Програмне забезпечення охоплює широкий спектр: вiд унiверсальних мов
(R, Python, MATLAB) до спецiалiзованих середовищ (Simile, AnyLogic, GAMA,
NetLogo). ГIС-компоненти реалiзуються в ArcGIS, QGIS, Google Earth Engine,
що дозволяє iнтегрувати просторовi данi в моделi.

Для збору даних також можна використати нечiтку логiку та математику.
Якщо взяти до уваги воднi ресурси, то одним iз ключових завдань екологiчного
монiторингу є iдентифiкацiя найважливiших iндикаторiв якостi води, адже са-
ме вони найкраще вiдображають основнi джерела антропогенного забруднення.
Проте застосування класичних методiв аналiзу часто ускладнюється через ва-
рiативнiсть i нечiткiсть даних, що характернi для природних систем. У такому
контекстi особливо цiнними є iнструменти нечiткої логiки — зокрема, можемо
розглянути нечiтку ентропiю (Fuzzy Entropy) [4] та метод нечiткої кластеризацiї
(Fuzzy C-Means, FCM) [5]. Вони забезпечують гнучкий та надiйний пiдхiд до
оцiнки значущостi окремих екологiчних параметрiв.

Нечiтка ентропiя дає змогу кiлькiсно охарактеризувати рiвень невизначено-
стi в масивi екологiчних даних i виокремити найвагомiшi чинники, що впли-
вають на стан водного середовища. Чим вище значення ентропiї для певного
показника, тим бiльший його внесок у загальну оцiнку якостi води. Це дає мо-
жливiсть класифiкувати iндикатори за ступенем їх екологiчної значущостi та
впливу. Такий пiдхiд є особливо корисним для аналiзу складного i змiшаного
типу забруднення водних об’єктiв.

Поєднання нечiткої ентропiї та методу нечiткої кластеризацiї дозволяє не
лише виявити домiнантнi чинники, що визначають якiсть водного середовища,
але й упорядкувати їх за прiоритетнiстю. Застосування цих методiв пiдвищує
достовiрнiсть результатiв аналiзу, полегшує формування рекомендацiй для еко-
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логiчного управлiння та сприяє обґрунтованому прийняттю рiшень щодо захи-
сту водних ресурсiв.

3. Висновки та перспективи подальших дослiджень. Математичне
моделювання є невiд’ємною складовою сучасних екологiчних дослiджень, що
дає змогу системно аналiзувати складнi природнi та антропогеннi процеси, про-
гнозувати їх динамiку та обґрунтовувати управлiнськi рiшення. У статтi розгля-
нуто широкий спектр моделей — вiд детермiнованих i стохастичних до просторо-
во-часових, нечiтких i штучного iнтелекту — кожна з яких має свої переваги
залежно вiд контексту застосування. Аналiз практичних прикладiв показав ви-
соку ефективнiсть моделей у таких напрямках, як управлiння водними ресур-
сами, оцiнка якостi повiтря, монiторинг популяцiй, прогноз клiматичних змiн
та моделювання екосистемних послуг.

Основнi труднощi в екологiчному моделюваннi пов’язанi з обмеженим до-
ступом до якiсних даних, невизначенiстю параметрiв, складнiстю калiбрування
моделей i потребою в мультидисциплiнарному пiдходi. Однак розвиток вiдкри-
тих даних (Copernicus, GBIF, OpenStreetMap), зростання потужностей хмарних
обчислень (Google Cloud, AWS), розвиток систем iнтернету речей (IoT) вiдкри-
вають новi горизонти.

У майбутньому очiкується розширення гiбридних пiдходiв, поєднання мо-
делей процесiв i даних, створення цифрових двiйникiв екосистем, iнтеграцiя
моделей у прийняття рiшень через екологiчнi iнформацiйнi системи, а також
активiзацiя участi громадськостi в екологiчному моделюваннi через мобiльнi
застосунки й краудсорсинг даних.

Математичне моделювання є ключовим iнструментом у сучаснiй екологiї,
що дозволяє системно вивчати природнi процеси, прогнозувати наслiдки змiн i
формувати науково обґрунтовану екологiчну полiтику. Ефективне застосування
моделей сприяє рацiональному використанню природних ресурсiв, мiнiмiзацiї
ризикiв i збереженню довкiлля. Подальший розвиток екологiчного моделюван-
ня залежить вiд синергiї науки, технологiй i суспiльства на шляху до сталого
розвитку.
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Polovko I. I., Sharkadi M. M. Use of mathematical models in environmental
research.

This article provides a thorough overview of the key types of mathematical models used
in ecology to analyze, model, and predict changes in natural and anthropogenic systems.
Both traditional analytical and modern computerized modeling approaches are considered,
including stochastic, dynamic, spatio-temporal, fuzzy logic, machine learning, and artifi-
cial intelligence models. Numerous examples of the use of models for solving problems of
water resources management, air quality control, study of population processes, climate
change assessment, and calculation of ecosystem services are given. The role of an inter-
disciplinary approach and digital technologies in improving environmental modeling tools

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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is emphasized. The prospects for integrating models into the processes of environmental
planning, risk management and environmental policy formation are determined.

Keywords: mathematical modeling, ecological systems, stochastic models, dynamic mod-
els, spatio-temporal models, fuzzy logic, machine learning, decision making.
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