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Достатнi умови збiжностi двовимiрних неперервних дробiв
спецiального вигляду з дiйсними елементами

Sufficient conditions of convergence for sequences of ordinary approximants {fn}, n = 1, 2, . . . ,
and of figure approximants {f̃n}, n = 1, 2, . . . , of two-dimensional continued fractions with
real elements of special form are established. There is proved that under conditions the equali-
ty lim

n→∞
fn = lim

n→∞
f̃n is valid.

Встановлено достатнi умови збiжностi послiдовностей звичайних та фiгурних наближень дво-
вимiрних неперервних дробiв з дiйсними елементами спецiального вигляду. Доведено, що за
цих умов, для послiдовностей звичайних {fn} , n = 1, 2, . . . , та фiгурних

{
f̃n

}
, n = 1, 2, . . . ,

наближень двовимiрних неперервних дробiв виконується рiвнiсть lim
n→∞

fn = lim
n→∞

f̃n.

ВСТУП. Вивченню властивостей багатовимiрних узагальнень неперервних
дробiв - гiллястих ланцюгових дробiв (ГЛД) та двовимiрних неперервних дро-
бiв (ДНД)– присвячено чимало робiт. Проте дослiдження властивостей ДНД з
дiйсними елементами почалось порiвняно недавно.

Найбiльш вивченими є багатовимiрнi узагальнення неперервних дробiв (ГЛД
та ДНД) з додатними елементами [1–4]. Було встановлено, що звичайнi на-
ближення ГЛД та ДНД мають властивiсть „вилки“, тобто наближення парних
порядкiв утворюють зростаючу послiдовнiсть, а непарних порядкiв - спадну по-
слiдовнiсть [1,5], фiгурнi ж наближення ДНД такою властивiстю не володiють.

При вивченнi ГЛД з додатними елементами було встановлено, що звичайнi
i фiгурнi наближення збiгаються до однiєї границi [1].

ДНД з довiльними дiйсними елементами вивчались в роботi [2].
Подальшi дослiдження багатовимiрних узагальнень неперервних дробiв з

дiйсними елементами, а саме ГЛД , стосувались дробiв з недодатними та зна-
козмiнними частинними чисельниками , частиннi знаменники яких є рiвними
1. Цим дослiдженням присвяченi роботи [6–8].

При дослiдженнi властивостей ДНД з недодатними та знакозмiнними ча-
стинними чисельниками, частиннi знаменники яких є рiвними 1, використову-
ється методика, запропонована для ГЛД. Проте сама конструкцiя ДНД i до-
слiджуванi наближення, як звичайнi так i фiгурнi, вимагають своїх постановок
задач [9–11].

Дана робота присвячена продовженню дослiджень, започаткованих у робо-
тi [11], де встановлено достатнi умови монотонностi, обмеженостi та збiжностi
послiдовностi фiгурних наближень ДНД вигляду

Φ0 +
∞

D
i=1

aii

1 + Φi

, Φk =
∞

D
j=1

(−1)j−1ak+j,k

1
+

∞

D
j=1

(−1)j−1ak,k+j

1
, (1)

k = 0, 1, 2, . . . , частиннi чисельники якого задовольняють умови

ai+j,i ≥ 0, ai,i+j ≥ 0, aj,j ≥ 0, i = 0, 1, . . . , j = 1, 2, . . . . (2)
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Наближення ДНД. Залишки ДНД та формули рiзницi

Означення 1. [12]. Скiнченнi ДНД вигляду

fn = Φ
(n)
0 +

n

D
i=1

aii

1 + Φ
(n−i)
i

, n = 1, 2, . . . , (3)

де

Φ
(0)
i = 0, Φ

(k)
i =

k

D
j=1

(−1)j−1ai+j,i

1
+

k

D
j=1

(−1)j−1ai,i+j

1
, (4)

k = 1, 2, . . . , i = 0, 1, . . . ,

називаються звичайними n− ми наближеннями або n−ми пiдхiдними дробами
ДНД (1).

Означення 2. [1]. n–ми фiгурними наближеннями або n–ми фiгурними
пiдхiдними дробами називаються скiнченнi ДНД вигляду

f̃n = Φ
(n)
0 +

[n/2]

D
i=1

aii

1 + Φ
(n−2i)
i

, n = 1, 2, . . . , (5)

де [s] – цiла частина числа s, s = 1, 2, . . ., а Φ
(k)
i , i = 0, 1, . . . , k = 0, 1, . . . ,

задаються формулами (4).

Вирази вигляду

Q
(0)
j = 1, Q

(p+1)
j = 1 + Φ

(p+1)
j +

aj+1,j+1

Q
(p)
j+1

, j = 1, 2, . . . , p = 0, 1, . . . , (6)

Q̃
(0)
j = 1, Q̃

(1)
j = 1 + Φ

(1)
j , Q̃

(p+2)
j = 1 + Φ

(p+2)
j +

aj+1,j+1

Q̃
(p)
j+1

, (7)

j = 1, 2, . . . , p = 0, 1, . . . ,

називаються залишками звичайних наближень (3) i фiгурних наближень (5)
вiдповiдно.

Для дослiдження властивостей послiдовностей пiдхiдних дробiв ДНД (1)
використовуються формули рiзницi наближень (двох звичайних або двох фi-
гурних), зокрема, [1]

f̃n − f̃m = Φ
(n)
0 − Φ

(m)
0 +

[m/2]∑
i=1

(−1)i

i∏
j=1

ajj

Q̃
(n−2j)
j Q̃

(m−2j)
j

(Φ
(n−2i)
i − Φ

(m−2i)
i )+

+(−1)[m/2] a11

Q̃
(n−2)
1

[m/2]∏
j=1

aj+1,j+1

Q̃
(n−2−2j)
j+1 Q̃

(m−2j)
j

, n ≥ m + 1. (8)

У [9], використовуючи методику виведення формули вигляду (8), одержано
формулу рiзницi мiж звичайними та фiгурними наближеннями

fn − f̃m = Φ
(n)
0 − Φ

(m)
0 +

[m/2]∑
i=1

(−1)i

i∏
j=1

ajj

Q
(n−j)
j Q̃

(m−2j)
j

(Φ
(n−i)
i − Φ

(m−2i)
i )+
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+(−1)[m/2] a11

Q
(n−2)
1

[m/2]∏
j=1

aj+1,j+1

Q
(n−2−2j)
j+1 Q̃

(m−2j)
j

, n ≥ m + 1. (9)

Ознаки збiжностi
У цьому роздiлi вивчається звичайна та фiгурна збiжностi ДНД (1) [10]

та встановлюються новi ознаки еквiвалентної збiжностi, тобто за яких умов на
елементи ДНД (1) для послiдовностей звичайних {fn} , та фiгурних

{
f̃n

}
, n =

1, 2, . . . , наближень ДНД (1) виконується рiвнiсть lim
n→∞

fn = lim
n→∞

f̃n.

Теорема 1. Нехай для елементiв ДНД (1) виконуються наступнi умови

ai+j,i ≥ 0, ai,i+j ≥ 0, i = 0, 1, . . . , j = 1, 2, . . . , (10)

ai+2k,i ≤ 1

1 + µi+k,i

, ai,i+2k ≤ 1

1 + µi,i+k

, (11)

де µi+k,i, µi,i+k– додатнi числа, i = 0, 1, . . . , k = 1, 2, . . . ,

ak,k > −βk(1− βk−1),
1

2
≤ βk−1 ≤ 1, k = 2, 3, . . . , (12)

причому
(2βk−1 − 1)2 + (ak,k−1)

2 + (ak−1,k)
2 6= 0, k = 2, 3 . . . . (13)

Тодi, якщо iснують такi послiдовностi додатних чисел чисел
{η′j}, {η′′j }, {πj}, що

η
′
j ≤ µi+j,i + ai+2j+1,i + µi+j,i · ai+2j+1,i, i = 0, 1, . . . , j = 1, 2, . . . ,

(14)
η
′′
j ≤ µi,i+j + ai,i+2j+1 + µi,i+j · ai,i+2j+1, i = 0, 1, . . . , j = 1, 2, . . . ,

|ajj|
βj(2βj−1 − 1 + aj−1,j + aj,j−1)

≤ πj, j = 2, 3 . . . , (15)

та

lim
p→∞

p

p+1∏
j=1

1

1 + η
′
j

= 0, lim
p→∞

p

p+1∏
j=1

1

1 + η
′′
j

= 0, lim
p→∞

p

p∏
j=1

πj+1

1 + πj+1

= 0, (16)

то ДНД (1) є збiжним i для n ≥ 4p + 1 справджується нерiвнiсть

|f̃n − f̃4p+1| ≤
(

µ1,0 + 1

µ1,0

a1,0 +
µ0,1 + 1

µ0,1

a0,1

) (
2p+1∏
j=1

1

1 + η
′
j

+

2p+1∏
j=1

1

1 + η
′′
j

)
+

p
|a11|
β1

{
p+1∏
j=1

1

1 + η
′
j

+

p+1∏
j=1

1

1 + η
′′
j

+ 2

p∏
j=1

πj+1

1 + πj+1

}
+
|a11|
β1

·
2p∏

j=1

πj+1

1 + πj+1

. (17)
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При доведеннi теореми використовується наступна лема.

Лема. Нехай елементи неперервного дробу (НД)

∞

D
k=1

(−1)k−1ak

1
(18)

задовольняють умови

ak ≥ 0, a2k ≤ 1

1 + µk

, k = 1, 2, . . . , (19)

де {µk}, k = 1, 2, . . . , — послiдовнiсть додатних чисел. Тодi для пiдхiдних дробiв

ϕm =
m

D
k=1

(−1)k−1ak

1
, m = 1, 2, . . . , (20)

НД (18) справджуються нерiвностi

|ϕn − ϕ4p| ≤ a1

G
(n)
1

2p−1∏

k=1

1

1 + a2k+1

2p∏

k=1

1

1 + µk

, p = 1, 2, . . . , n ≥ 4p + 1,

|ϕn − ϕ4p+1| ≤ a1

G
(n)
1

2p+1∏

k=1

1

1 + a2k+1

2p+1∏

k=1

1

1 + µk

, p = 0, 1, . . . , n ≥ 4p + 3,

(21)

|ϕn − ϕ4p+2| ≤ a1

G
(4p+2)
1

2p∏

k=1

1

1 + a2k+1

2p+1∏

k=1

1

1 + µk

, p = 0, 1, . . . , n ≥ 4p + 3,

|ϕn − ϕ4p+3| ≤ a1

G
(4p+3)
1

2p+2∏

k=1

1

1 + a2k+1

2p+2∏

k=1

1

1 + µk

, p = 0, 1, . . . , n ≥ 4p + 5,

де залишки скiнченного НД (20) G
(n)
k , k = 1, . . . , n, n = 1, 2, . . . ,— це вирази

вигляду

G
(n)
k = 1 +

(−1)kak+1

G
(n)
k+1

, G(s)
s = 1, (22)

k = 1, . . . , n− 1, n = 2, 3, . . . , s = 1, 2, . . . .

Доведення. Спочатку, використовуючи метод математичної iндукцiї та умо-
ви (19) леми покажемо, що для залишкiв (22) правильними є нерiвностi

µk+1

1 + µk+1

≤ G
(n)
2k+1 ≤ 1, k = 0, . . . , [

n− 1

2
], n = 2, 3, . . . , (23)

G
(n)
2k ≥ 1 + a2k+1, k = 1, . . . , [

n− 1

2
], n = 3, 4, . . . . (24)

Дiйсно, для будь-яких m = 0, 1, . . .

G
(2m+2)
2m+2 = 1,
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µm+1

1 + µm+1

≤ G
(2m+2)
2m+1 = 1− a2m+2

G
(2m+2)
2m+2

= 1− a2m+2 ≤ 1,

i для m = 1, 2, . . .

G
(2m+2)
2m = 1 +

a2m+1

G
(2m+2)
2m+1

≥ 1 + a2m+1.

G
(2m+1)
2m+1 = 1, G

(2m+1)
2m = 1 +

a2m+1

G
(2m+1)
2m+1

= 1 + a2m+1.

Припустимо, що нерiвностi (23), (24) справджуються для деякого значення
k > 1 i натуральних n ≥ 3 . Враховуючи позначення (22), маємо

1 ≥ G
(n)
2k−1 = 1− a2k

G
(n)
2k

≥ 1− a2k ≥ µk

1 + µk

,

G
(n)
2k−2 = 1 +

a2k−1

G
(n)
2k−1

≥ 1 + a2k−1,

отже, нерiвностi (23), (24) правильнi i для k − 1 i натуральних n ≥ 3.
Розглянемо тепер рiзницi ϕn − ϕr, n ≥ r + 1. Враховуючи, що

a1 ≤ ϕm =
a1

G
(m)
1

≤ a1
1 + µ1

µ1

(25)

формулу рiзницi

ϕn − ϕr = (−1)r a1

G
(n)
1

r∏

k=1

(−1)kak+1

G
(n)
k+1G

(r)
k

та оцiнки (23), (24), маємо
a) r = 4p, p = 1, 2, . . . , n ≥ 4p + 1

a1

G
(n)
1

4p∏

k=1

ak+1

G
(n)
k+1G

(4p)
k

=
a1

G
(n)
1

p∏

k=1

a4k−2a4k−1

G
(4p)
4k−3G

(4p)
4k−2G

(4p)
4k−1

·
p∏

k=1

a4ka4k+1

G
(n)
4k−1G

(n)
4k G

(n)
4k+1

p∏

k=1

1

G
(n)
4k−2G

(4p)
4k

.

Використовуючи нерiвностi (24), оцiнимо останнiй спiвмножник у попере-
днiй формулi i одержимо

|ϕn − ϕ4p| ≤

≤ a1

G
(n)
1

2p−1∏

k=1

1

1 + a2k+1

p∏

k=1

a4k−2a4k−1

G
(4p)
4k−3G

(4p)
4k−2G

(4p)
4k−1

p∏

k=1

a4ka4k+1

G
(n)
4k−1G

(n)
4k G

(n)
4k+1

; (26)

б) r = 4p + 1, p = 0, 1, . . . , n ≥ 4p + 3,

a1

G
(n)
1

4p+1∏

k=1

ak+1

G
(n)
k+1G

(4p+1)
k

=

4p∏

k=1

ak+1

G
(n)
k+1G

(4p+1)
k

· a4p+2

G
(4p+1)
4p+1 G

(n)
4p+2

.

Враховуючи, що G
(4p+1)
4p+1 = 1, та використовуючи умови леми (19), нерiвностi

(24), а також схему доведення нерiвностi (26), одержимо

|ϕn − ϕ4p+1| ≤ a1

G
(n)
1

· 1

1 + µ2p+1

·
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·
2p+1∏

k=1

1

1 + a2k+1

·
p∏

k=1

a4k−2a4k−1

G
(4p+1)
4k−3 G

(4p+1)
4k−2 G

(4p+1)
4k−1

·
p∏

k=1

a4ka4k+1

G
(n)
4k−1G

(n)
4k G

(n)
4k+1

; (27)

в) r = 4p + 2, p = 0, 1, . . . , n ≥ 4p + 3,

a1

G
(4p+2)
1

4p+2∏

k=1

ak+1

G
(n)
k+1G

(4p+2)
k

=
a1

G
(4p+2)
1

4p∏

k=1

ak+1

G
(4p+2)
k+1 G

(n)
k

· a4p+2a4p+3

G
(4p+2)
4p+2 G

(n)
4p+1G

(n)
4p+2G

(n)
4p+3

=

=
a1

G
(4p+2)
1

p+1∏

k=1

a4k−2a4k−1

G
(n)
4k−3G

(n)
4k−2G

(n)
4k−1

·
p∏

k=1

a4ka4k+1

G
(4p+2)
4k−1 G

(4p+2)
4k G

(4p+2)
4k+1

·
p∏

k=1

1

G
(n)
4k G

(4p+2)
4k−2

.

Враховуючи нерiвностi (24) i, оцiнивши останнiй спiвмножник у попереднiй
формулi, одержимо

|ϕn − ϕ4p+2| ≤

a1

G
(4p+2)
1

·
2p∏

k=1

1

1 + a2k+1

·
p+1∏

k=1

a4k−2a4k−1

G
(n)
4k−3G

(n)
4k−2G

(n)
4k−1

p∏

k=1

a4ka4k+1

G
(4p+2)
4k−1 G

(4p+2)
4k G

(4p+2)
4k+1

; (28)

г) r = 4p + 3, p = 0, 1, . . . , n ≥ 4p + 5,

a1

G
(4p+3)
1

4p+3∏

k=1

ak+1

G
(n)
k+1G

(4p+3)
k

=
a1

G
(4p+3)
1

4p∏

k=1

ak+1

G
(4p+3)
k+1 G

(n)
k

·

· a4p+2a4p+3

G
(4p+3)
4p+3 G

(n)
4p+1G

(n)
4p+2G

(n)
4p+3

a4p+4

G
(4p+3)
4p+2 G

(n)
4p+4

≤ a1

G
(4p+3)
1

· 1

(1 + a4p+3)(1 + a4p+5)
·

· 1

1 + µ2p+2

· a4p+2a4p+3

G
(n)
4p+1G

(n)
4p+2G

(n)
4p+3

4p∏

k=1

ak+1

G
(4p+3)
k+1 G

(n)
k

.

Використовуючи методику доведення попереднiх нерiвностей, одержимо

|ϕn − ϕ4p+3| ≤ a1

G
(4p+3)
1

· 1

1 + µ2p+2

·

2p+2∏

k=1

1

1 + a2k+1

p+1∏

k=1

a4k−2a4k−1

G
(4p+3)
4k−3 G

(4p+3)
4k−2 G

(4p+3)
4k−1

p∏

k=1

a4ka4k+1

G
(n)
4k−1G

(n)
4k G

(n)
4k−1

. (29)

Оцiнимо вирази
a2ka2k+1

G
(m)
2k−1G

(m)
2k G

(m)
2k+1

, k = 1, 2, . . . , m ≥ 2k + 1 :

a2ka2k+1

G
(m)
2k−1G

(m)
2k G

(m)
2k+1

=
a2ka2k+1(

1− a2k

G
(m)
2k

)
G

(m)
2k G

(m)
2k+1

=
a2k

G
(m)
2k − a2k

· a2k+1

G
(m)
2k+1

≤

≤ a2k

G
(m)
2k − 1

1 + µk

· a2k+1

G
(m)
2k+1

=
a2k

µk

1 + µk

+
a2k+1

G
(m)
2k+1

· a2k+1

G
(m)
2k+1

≤ a2k ≤ 1

1 + µk

.
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Отже,
a2ka2k+1

G
(m)
2k−1G

(m)
2k G

(m)
2k+1

≤ 1

1 + µk

, k = 1, 2, . . . , m ≥ 2k + 1. (30)

Враховуючи оцiнки (30) у нерiвностях (26)-(29), доходимо висновку про пра-
вильнiсть оцiнок (21).

Лему доведено.

Доведення теореми. З формул (8) випливає, що при n ≥ 4p + 2

∣∣∣f̃n − f̃4p+1

∣∣∣ ≤
∣∣∣Φ(n)

0 − Φ
(4p+1)
0

∣∣∣ +
|a11|

|Q̃(n−2)
1 |

2p∏
j=1

|aj+1,j+1|
|Q̃(n−2−2j)

j+1 Q̃
(4p+1−2j)
j |

+

p∑
i=1

2i−1∏
j=1

|ajj|∣∣∣Q̃(n−2j)
j Q̃

(4p+1−2j)
j

∣∣∣

∣∣∣Φ(n−4i+2)
2i−1 − Φ

(4p−4i+3)
2i−1

∣∣∣ +

p∑
i=1

2i∏
j=1

|ajj|∣∣∣Q̃(n−2j)
j Q̃

(4p+1−2j)
j

∣∣∣

∣∣∣Φ(n−4i)
2i − Φ

(4p−4i+1)
2i

∣∣∣ . (31)

Враховуючи, що для k = 0, 1, . . . , n ≥ 2s + 1, s = 0, 1, . . . ,

∣∣∣Φ(n)
k − Φ

(2s+1)
k

∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣

n

D
j=1

ak+j,k

1
−

2s+1

D
j=1

ak+j,k

1

∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣
n

D
j=1

ak,k+j

1
−

2s+1

D
j=1

ak,k+j

1

∣∣∣∣∣

i, використовуючи умови теореми (10), (11), (14) , другу та останню з нерiвно-
стей (21) , маємо

∣∣∣Φ(n)
0 − Φ

(4p+1)
0

∣∣∣ ≤ Φ
(n)
0

(
2p+1∏
j=1

1

(1 + a2j+1,0)(1 + µj,0)
+

2p+1∏
j=1

1

(1 + a0,2j+1)(1 + µ0,j)

)
≤

≤ Φ
(n)
0

(
2p+1∏
j=1

1

1 + η
′
j

+

2p+1∏
j=1

1

1 + η
′′
j

)
, (32)

∣∣∣Φ(n+2−4k)
2k−1 − Φ

(4p+3−4k)
2k−1

∣∣∣ ≤ Φ
(4p+3−4k)
2k−1 ·

{
2p−2k+2∏

j=1

1

(1 + a2k+2j,2k−1)(1 + µ2k−1+j,2k−1)
+

+

2p−2k+2∏
j=1

1

(1 + a2k−1,2k+2j)(1 + µ2k−1,2k−1+j)

}
≤

≤ Φ
(4p+3−4k)
2k−1

(
2p−2k+2∏

j=1

1

1 + η
′
j

+

2p−2k+2∏
j=1

1

1 + η
′′
j

)
, (33)

∣∣∣Φ(n−4k)
2k − Φ

(4p+1−4k)
2k

∣∣∣ ≤ Φ
(n−4k)
2k ·

{
2p−2k+1∏

j=1

1

(1 + a2k+2j+1,2k)(1 + µ2k+j,2k)
+

2p−2k+1∏
j=1

1

(1 + a2k,2k+2j+1)(1 + µ2k,2k+j)

}
≤
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≤ Φ
(n−4k)
2k

(
2p−2k+1∏

j=1

1

1 + η
′
j

+

2p−2k+1∏
j=1

1

1 + η
′′
j

)
. (34)

Покажемо, що за умов теореми для залишкiв Q
(k)
i , Q̃

(k)
i , i = 1, 2, . . . ,

k = 0, 1, . . . , якi визначаються за формулами (6),(7), виконуються нерiвностi

Q̃
(k)
i ≥ βi + Φ

(k)
i , i = 1, 2, . . . , k = 0, 1, . . . . (35)

Q
(k)
i ≥ βi + Φ

(k)
i , i = 1, 2, . . . , k = 0, 1, . . . . (36)

При k = 0 i k = 1 правильнiсть оцiнок (35) очевидна. Якщо оцiнки (35)
справджуються для деякого значення k = s− 2, s ≥ 2, та i = 1, 2, . . . , то

Q̃
(s)
i = 1 + Φ

(s)
i +

ai+1,i+1

Q̃
(s−2)
i

≥ 1 + Φ
(s)
i − βi+1(1− βi)

βi+1

≥ Φ
(s)
i + βi,

отже, нерiвнiсть (35) справджується для довiльних s = 0, 1, . . . , i = 1, 2, . . . .
Правильнiсть нерiвностей (36) доводиться аналогiчно.
Тодi

Φ
(s)
i

Q̃
(s)
i

≤ Φ
(s)
i

Φ
(s)
i + βi

< 1,
Φ

(s)
i

Q
(s)
i

≤ Φ
(s)
i

Φ
(s)
i + βi

< 1, s = 0, 1, . . . , i = 1, 2, . . . . (37)

З урахуванням оцiнок (32)-(35),(37) нерiвнiсть (31) перепишемо у виглядi
|f̃n − f̃4p+1| ≤

≤ Φ
(n)
0

{
2p+1∏
j=1

1

1 + η
′
j

+

2p+1∏
j=1

1

1 + η
′′
j

}
+

|a11|
|Q̃(n−2)

1 |

2p∏
j=1

|aj+1,j+1|
|Q̃(n−2−2j)

j+1 Q̃
(4p+1−2j)
j |

+

p∑
i=1

Φ
(4p+3−4i)
2i−1

Q̃
(4p+3−4i)
2i−1

{
2p−2i+2∏

j=1

1

1 + η
′
j

+

2p−2i+2∏
j=1

1

1 + η
′′
j

}
2i−1∏
j=1

|aj,j|
Q̃

(n−2j)
j

2i−2∏
j=1

1

Q̃
(4p+1−2j)
j

+

p∑
i=1

Φ
(n−4i)
2i

Q̃
(n−4i)
2i

{
2p−2i+1∏

j=1

1

1 + η
′
j

+

2p−2i+1∏
j=1

1

1 + η
′′
j

}
2i∏

j=1

|aj,j|
Q̃

(4p+1−2j)
j

2i−1∏
j=1

1

Q̃
(n−2j)
j

=

= Φ
(n)
0

{
2p+1∏
j=1

1

1 + η
′
j

+

2p+1∏
j=1

1

1 + η
′′
j

}
+

|a1,1|
Q̃

(n−2)
1

{
p∏

j=1

|a2j,2j|
Q̃

(4p+1−4j)
2j Q̃

(4p+3−4j)
2j−1

p∏
j=1

|a2j+1,2j+1|
Q̃

(n−4j)
2j Q̃

(n−4j−2)
2j+1

+

p∑
i=1

{
2p−2i+2∏

j=1

1

1 + η
′
j

+

2p−2i+2∏
j=1

1

1 + η
′′
j

}
i−1∏
j=1

|a2j,2j|
Q̃

(4p+1−4j)
2j Q̃

(4p+3−4j)
2j−1

· |a2j+1,2j+1|
Q̃

(n−4j)
2j Q̃

(n−4j−2)
2j+1

+

p∑
i=1

{
2p−2i+1∏

j=1

1

1 + η
′
j

+

2p−2i+1∏
j=1

1

1 + η
′′
j

}
i∏

j=1

|a2j,2j|
Q̃

(4p+1−4j)
2j Q̃

(4p+3−4j)
2j−1

i−1∏
j=1

|a2j+1,2j+1|
Q̃

(n−4j)
2j Q̃

(n−4j−2)
2j+1

}
.
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Оцiнимо тепер
|aj,j|

Q̃
(s)
j−1Q̃

(s−2)
j

. Враховуючи умови (12), (15) теореми , одержимо

a) aj,j ≥ 0, j = 2, 3, . . . :

|aj,j|
Q̃

(s)
j−1Q̃

(s−2)
j

=
|aj,j|(

1 + Φ
(s)
j−1 +

|aj,j|
Q̃

(s−2)
j

)
Q̃

(s−2)
j

=

=
|aj,j|(

1 + Φ
(s)
j−1

)
Q̃

(s−2)
j + |aj,j|

≤ |aj,j|
(2βj−1 − 1 + aj−1,j + aj,j−1) βj + |aj,j| ;

б) aj,j < 0, j = 2, 3, . . . :

|aj,j|
Q̃

(s)
j−1Q̃

(s−2)
j

=
|aj,j|(

1 + Φ
(s)
j−1 −

|aj,j|
Q̃

(s−2)
j

)
Q̃

(s−2)
j

=
|aj,j|(

1 + Φ
(s)
j−1

)
Q̃

(s−2)
j − 2|aj,j|+ |aj,j|

≤

≤ |aj,j|
(1 + aj,j−1 + aj−1,j) βj − 2βj (1− βj−1) + |aj,j| =

=
|aj,j|

(2βj−1 − 1 + aj−1,j + aj,j−1) βj + |aj,j| .

Отже,
|aj,j|

Q̃
(s)
j−1Q̃

(s−2)
j

≤ πj

πj + 1
, j = 2, 3, . . . , s = 2, 3, . . . . (38)

Аналогiчно можна показати, що

|aj,j|
Q

(s)
j−1Q

(s−1)
j

≤ πj

πj + 1
, j = 2, 3, . . . , s = 1, 2, . . . . (39)

З нерiвностей (35), (38) випливає, що

|f̃n − f̃4p+1| ≤ Φ
(n)
0

{
2p+1∏
j=1

1

1 + η
′
j

+

2p+1∏
j=1

1

1 + η
′′
j

}
+
|a1,1|
β1

2p∏
j=1

πj+1

πj+1 + 1
+

p∑
i=1

|a1,1|
β1

{
2p−2i+2∏

j=1

1

1 + η
′
j

+

2p−2i+2∏
j=1

1

1 + η
′′
j

}
·

2i−2∏
j=1

πj+1

πj+1 + 1
+

p∑
i=1

|a1,1|
β1

{
2p−2i+1∏

j=1

1

1 + η
′
j

+

2p−2i+1∏
j=1

1

1 + η
′′
j

}
·

2i−1∏
j=1

πj+1

πj+1 + 1
=

S +
|a1,1|
β1

2p∑
i=2

{
2p−i+1∏

j=1

1

1 + η
′
j

+

2p−i+1∏
j=1

1

1 + η
′′
j

}
i−1∏
j=1

πj+1

πj+1 + 1
=

S +
|a1,1|
β1

p∑
i=2

{
2p−i+1∏

j=1

1

1 + η
′
j

+

2p−i+1∏
j=1

1

1 + η
′′
j

}
i−1∏
j=1

πj+1

πj+1 + 1
+
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|a1,1|
β1

2p∑
i=p+1

{
2p−i+1∏

j=1

1

1 + η
′
j

+

2p−i+1∏
j=1

1

1 + η
′′
j

}
i−1∏
j=1

πj+1

πj+1 + 1
≤ S+

|a1,1|
β1

p∑
i=2

{
2p−i+1∏

j=1

1

1 + η
′
j

+

2p−i+1∏
j=1

1

1 + η
′′
j

}
+ 2

|a1,1|
β1

2p∑
i=p+1

p∏
j=1

πj+1

πj+1 + 1
≤

(
µ1,0 + 1

µ1,0

a1,0 +
µ0,1 + 1

µ0,1

a0,1

) (
2p+1∏
j=1

1

1 + η
′
j

+

2p+1∏
j=1

1

1 + η
′′
j

)
+

|a1,1|
β1

p

(
p+1∏
j=1

1

1 + η
′
j

+

p+1∏
j=1

1

1 + η
′′
j

+ 2

p∏
j=1

πj+1

πj+1 + 1

)
+
|a1,1|
β1

2p∏
j=1

πj+1

πj+1 + 1
, (40)

де

S = Φ
(n)
0

{
2p+1∏
j=1

1

1 + η
′
j

+

2p+1∏
j=1

1

1 + η
′′
j

}
+
|a1,1|
β1

{
2p∏

j=1

πj+1

πj+1 + 1
+

2p∏
j=1

1

1 + η
′
j

+

2p∏
j=1

1

1 + η
′′
j

}
.

Спрямовуючи p →∞ i враховуючи умови (16) теореми, доходимо висновку
про фiгурну збiжнiсть ДНД (1).

Використовуючи наведену методику, а також нерiвностi (32)-(34), (36),(39)
i формулу рiзницi (9), доходимо висновку, що при n > 4p + 1

|fn − f̃4p+1| ≤
(

µ1,0 + 1

µ1,0

a1,0 +
µ0,1 + 1

µ0,1

a0,1

) (
2p+1∏
j=1

1

1 + η
′
j

+

2p+1∏
j=1

1

1 + η
′′
j

)
+

+
|a1,1|p

β1

(
p+1∏
j=1

1

1 + η
′
j

+

p+1∏
j=1

1

1 + η
′′
j

+ 2

p∏
j=1

πj+1

πj+1 + 1

)
+
|a1,1|
β1

2p∏
j=1

πj+1

πj+1 + 1
,

звiдси випливає звичайна збiжнiсть ДНД (1), причому lim
n→∞

fn = lim
n→∞

f̃n.

Теорему доведено.

Зауваження 1. Якщо вважати, що aj,j 6= 0, j = 1, 2, . . . , тодi умови
(12)-(13) можна послабити, усунувши умову (13), а умови (15),(16) i оцiнку (17)
тодi доцiльно замiнити вiдповiдно такими

βj(2βj−1 − 1 + aj,j−1 + aj−1,j)

|aj,j| ≥ πj, j = 2, 3, . . . ,

lim
p→∞

p

p+1∏
j=1

1

1 + η
′
j

= 0, lim
p→∞

p

p+1∏
j=1

1

1 + η
′′
j

= 0, lim
p→∞

p

p∏
j=1

1

1 + πj+1

= 0,

|fn − f̃4p+1| ≤
(

µ1,0 + 1

µ1,0

a1,0 +
µ0,1 + 1

µ0,1

a0,1

) (
2p+1∏
j=1

1

1 + η
′
j

+

2p+1∏
j=1

1

1 + η
′′
j

)
+

|a1,1|p
β1

(
p+1∏
j=1

1

1 + η
′
j

+

p+1∏
j=1

1

1 + η
′′
j

+ 2

p∏
j=1

1

πj+1 + 1

)
+
|a1,1|
β1

2p∏
j=1

1

πj+1 + 1
.
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Зауваження 2. Якщо

a2k−1,2k−1 > 0, 0 > a2k,2k ≥ −β, 0 < β <
1

2
, k = 2, 3, . . . , (41)

то умови (12),(16) виконуються. Дiйсно, якщо покласти

β2j−1 = 1− β, β2j = 1, π2j =
β

1− 2β
, π2j−1 = |a2j−1,2j−1|, j = 1, 2, . . . ,

тодi

p

p∏
j=1

πj+1

πj+1 + 1
≤ p

[ p+1
2

]∏
j=1

π2j

π2j + 1
= p

(
β

1− β

)[ p+1
2

]

→ 0, при p →∞.

Виявляється, що умови (41) можна послабити, замiнивши їх такими

a2k−1,2k−1 > 0, 0 > a2k,2k ≥ − 1

1 + ε
, 0 < ε < 1, k = 2, 3, . . . . (42)

Теорема 2. Нехай для елементiв ДНД (1) виконуються умови (10),
(11),(14),(16), (42). Тодi ДНД (1) є збiжним i фiгурно збiжним, причому

|f̃n − f̃8p+1| ≤
(

µ1,0 + 1

µ1,0

a1,0 +
µ0,1 + 1

µ0,1

a0,1

) (
4p+1∏
j=1

1

1 + η
′
j

+

4p+1∏
j=1

1

1 + η
′′
j

)
+

+
a1,1(1 + ε)2p

ε2

(
2p+1∏
j=1

1

1 + η
′
j

+

2p+1∏
j=1

1

1 + η
′′
j

+
2

(1 + ε)p

)
+

a1,1

ε(1 + ε)2p−1

i lim
n→∞

fn = lim
n→∞

f̃n.

Доведення. Використовуючи мiркування аналогiчнi тим, якi були викори-
станi при доведеннi леми та теореми 1, неважко показати, що для фiгурних i
звичайних залишкiв ДНД (1) справджуються нерiвностi

ε

1 + ε
+ Φ

(k)
2i−1 ≤ Q̃

(k)
2i−1 ≤ 1 + Φ

(k)
2i−1, 1 + Φ

(k)
2i ≤ Q̃

(k)
2i , (43)

ε

1 + ε
+ Φ

(k)
2i−1 ≤ Q

(k)
2i−1 ≤ 1 + Φ

(k)
2i−1, 1 + Φ

(k)
2i ≤ Q

(k)
2i , (44)

i = 1, 2, . . . , k = 0, 1 . . . .

Тодi
Φ

(s)
i

Q̃
(s)
i

≤ Φ
(s)
i

Φ
(s)
i +

ε

1 + ε

< 1,
Φ

(s)
i

Q
(s)
i

≤ Φ
(s)
i

Φ
(s)
i +

ε

1 + ε

< 1, (45)

i = 1, 2, . . . , k = 0, 1, . . . .
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З формули (33), в якiй 4p + 1 замiнити на 8p + 1 випливає, що
|f̃n − f̃8p+1| ≤

Φ
(n)
0

{
4p+1∏
j=1

1

1 + η
′
j

+

4p+1∏
j=1

1

1 + η
′′
j

}
+

a1,1

Q̃
(n−2)
1

4p∏
j=1

|aj+1,j+1|
|Q̃(8p+1−2j)

j ||Q̃(n−2−2j)
j+1 |

+

2p∑
i=1

Φ
(8p+3−4i)
2i−1

Q̃
(8p+3−4i)
2i−1

{
4p−2i+2∏

j=1

1

1 + η
′
j

+

4p−2i+2∏
j=1

1

1 + η
′′
j

}
2i−1∏
j=1

|aj,j|
Q̃

(n−2j)
j

2i−2∏
j=1

1

Q̃
(8p+1−2j)
j

+

2p∑
i=1

Φ
(n−4i)
2i

Q̃
(n−4i)
2i

{
4p−2i+1∏

j=1

1

1 + η
′
j

+

4p−2i+1∏
j=1

1

1 + η
′′
j

}
2i∏

j=1

|aj,j|
Q̃

(8p+1−2j)
j

2i−1∏
j=1

1

Q̃
(n−2j)
j

=

= Φ
(n)
0

{
4p+1∏
j=1

1

1 + η
′
j

+

4p+1∏
j=1

1

1 + η
′′
j

}
+

a1,1

Q̃
(n−2)
1

4p∏
j=1

|aj+1,j+1|
|Q̃(8p+1−2j)

j ||Q̃(n−2−2j)
j+1 |

+

p∑
i=1

Φ
(8p+7−8i)
4i−3

Q̃
(8p+7−4i)
4i−3

{
4p−4i+4∏

j=1

1

1 + η
′
j

+

4p−4i+4∏
j=1

1

1 + η
′′
j

}
4i−3∏
j=1

|aj,j|
Q̃

(n−2j)
j

4i−4∏
j=1

1

Q̃
(8p+1−2j)
j

+

p∑
i=1

Φ
(8p+3−8i)
4i−1

Q̃
(8p+3−4i)
4i−1

{
4p−4i+2∏

j=1

1

1 + η
′
j

+

4p−4i+2∏
j=1

1

1 + η
′′
j

}
4i−1∏
j=1

|aj,j|
Q̃

(n−2j)
j

4i−2∏
j=1

1

Q̃
(8p+1−2j)
j

+

p∑
i=1

Φ
(n−8i+4)
4i−2

Q̃
(n−8i+4)
4i−2

{
4p−4i+3∏

j=1

1

1 + η
′
j

+

4p−4i+3∏
j=1

1

1 + η
′′
j

}
4i−2∏
j=1

|aj,j|
Q̃

(8p+1−2j)
j

4i−3∏
j=1

1

Q̃
(n−2j)
j

+

p∑
i=1

Φ
(n−8i)
4i

Q̃
(n−8i)
4i

{
4p−4i+1∏

j=1

1

1 + η
′
j

+

4p−4i+1∏
j=1

1

1 + η
′′
j

}
4i∏

j=1

|aj,j|
Q̃

(8p+1−2j)
j

4i−1∏
j=1

1

Q̃
(n−2j)
j

. (46)

Використовуючи оцiнки (43),(45), оцiнимо, аналогiчно як в доведеннi леми,
добутки

|a2k,2k|a2k+1,2k+1

Q̃
(s+2)
2k−1 Q̃

(s)
2k Q̃

(s−2)
2k+1

=
|a2k,2k|(

1 + Φ
(s+2)
2k−1 −

|a2k,2k|
Q̃

(s)
2k

)
Q̃

(s)
2k

· a2k+1,2k+1

Q̃
(s−2)
2k+1

≤

≤ |a2k,2k|(
1− |a2k,2k|

Q̃
(s)
2k

)
Q̃

(s)
2k

· a2k+1,2k+1

Q̃
(s−2)
2k+1

=
|a2k,2k|

Q̃
(s)
2k − |a2k,2k|

· a2k+1,2k+1

Q̃
(s−2)
2k+1

≤

≤ |a2k,2k|
Q̃

(s)
2k −

1

1 + ε

· a2k+1,2k+1

Q̃
(s−2)
2k+1

=

=
|a2k,2k|a2k+1,2k+1(

ε

1 + ε
+ Φ

(s)
2k +

a2k+1,2k+1

Q̃
(s−2)
2k+1

)
Q̃

(s−2)
2k+1

≤ |a2k,2k| ≤ 1

1 + ε
.
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Отже,
|a2k,2k|a2k+1,2k+1

Q̃
(s+2)
2k−1 Q̃

(s)
2k Q̃

(s−2)
2k+1

≤ 1

1 + ε
, k = 1, 2, . . . , s ≥ 2.

Тому
4i−3∏
j=1

|aj,j|
Q̃

(n−2j)
j

4i−4∏
j=1

1

Q̃
(8p+1−2j)
j

=
|a11|

Q̃
(n−2)
1

i−1∏
j=1

|a4j−2,4j−2|a4j−1,4j−1

Q̃
(8p+7−8j)
4j−3 Q̃

(8p+5−8j)
4j−2 Q̃

(8p+3−8j)
4j−1 Q̃

(8p+1−8j)
4j

×

i−1∏
j=1

|a4j,4j|a4j+1,4j+1

Q̃
(n+2−8j)
4j−1 Q̃

(n−8j)
4j Q̃

(n−2−8j)
4j+1 Q̃

(n−4−8j)
4j−2

≤ |a11|
Q̃

(n−2)
1

i−1∏
j=1

|a4j−2,4j−2|a4j−1,4j−1

Q̃
(8p+7−8j)
4j−3 Q̃

(8p+5−8j)
4j−2 Q̃

(8p+3−8j)
4j−1

×

i−1∏
j=1

|a4j,4j|a4j+1,4j+1

Q̃
(n+2−8j)
4j−1 Q̃

(n−8j)
4j Q̃

(n−2−8j)
4j+1

≤ a1,1(1 + ε)

ε(1 + ε)2i−2
.

Аналогiчно покажемо, що
4i−1∏
j=1

|aj,j|
Q̃

(n−2j)
j

·
4i−2∏
j=1

1

Q̃
(8p+1−2j)
j

=

a11

Q̃
(8p−1)
1

4i−4∏
j=1

|aj+1,j+1|
Q̃

(n−2j)
j Q̃

(8p+3−2j)
j+1

· |a4i−2,4i−2|a4i−1,4i−1

Q̃
(n+6−8i)
4i−3 Q̃

(n+4−8i)
4i−2 Q̃

(n+2−8i)
4i−1 Q̃

(8p+5−8i)
4i−2

≤ a1,1(1 + ε)

ε(1 + ε)2i−1
.

4i−2∏
j=1

|aj,j|
Q̃

(8p+1−2j)
j

4i−3∏
j=1

1

Q̃
(n−2j)
j

=

a11

Q̃
(8p−1)
1

4i−4∏
j=1

|aj+1,j+1|
Q̃

(n−2j)
j Q̃

(8p+3−2j)
j+1

|a4i−2,4i−2|
Q̃

(8p+5−8i)
4i−2 Q̃

(n+6−8i)
4i−3

≤ a1,1(1 + ε)

ε2(1 + ε)2i−2
,

4i∏
j=1

|aj,j|
Q̃

(8p+1−2j)
j

·
4i−1∏
j=1

1

Q̃
(n−2j)
j

=
a11

Q̃
(n−2)
1

4i−4∏
j=1

|aj+1,j+1|
Q̃

(n−2−2j)
j+1 Q̃

(8p+1−2j)
j1

×

|a4i−2,4i−2|a4i−1,4i−1|a4i,4i|
Q̃

(8p+7−8i)
4i−3 Q̃

(8p+5−8i)
4i−2 Q̃

(8p+3−8i)
4i−1 Q̃

(8p+1−8i)
4i Q̃

(n+4−8i)
4i−2 Q̃

(n+4−8i)
4i−2

≤ a1,1(1 + ε)

ε2(1 + ε)2i−1
.

Крiм того,

a1,1

Q̃
(n−2)
1

4p∏
j=1

|aj+1,j+1|
Q̃

(8p+1−2j)
j Q̃

(n−2−2j)
j+1

≤ a1,1

ε(1 + ε)2p−1
.

Пiдставляючи наведенi оцiнки у формулу (46), одержимо

|f̃n − f̃8p+1| ≤ Φ
(n)
0

{
4p+1∏
j=1

1

1 + η
′
j

+

4p+1∏
j=1

1

1 + η
′′
j

}
+

a1,1

ε(1 + ε)2p−1
+

a1,1(1 + ε)

ε

p∑
i=1

{
4p−4i+4∏

j=1

1

1 + η
′
j

+

4p−4i+4∏
j=1

1

1 + η
′′
j

}
1

(1 + ε)2i−2
+
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a1,1(1 + ε)

ε

p∑
i=1

{
4p−4i+2∏

j=1

1

1 + η
′
j

+

4p−4i+2∏
j=1

1

1 + η
′′
j

}
1

(1 + ε)2i−1
+

a1,1(1 + ε)

ε2

p∑
i=1

{
4p−4i+3∏

j=1

1

1 + η
′
j

+

4p−4i+3∏
j=1

1

1 + η
′′
j

}
1

(1 + ε)2i−2
+

a1,1(1 + ε)

ε2

p∑
i=1

{
4p−4i+1∏

j=1

1

1 + η
′
j

+

4p−4i+1∏
j=1

1

1 + η
′′
j

}
1

(1 + ε)2i−1
≤

≤ Φ
(n)
0

{
4p+1∏
j=1

1

1 + η
′
j

+

4p+1∏
j=1

1

1 + η
′′
j

}
+

a1,1

ε(1 + ε)2p−1
+

a1,1(1 + ε)

ε

2p∑
i=1

{
4p−2i+2∏

j=1

1

1 + η
′
j

+

4p−2i+2∏
j=1

1

1 + η
′′
j

}
1

(1 + ε)i−1
+

a1,1(1 + ε)

ε2

2p∑
i=1

{
4p−2i+1∏

j=1

1

1 + η
′
j

+

4p−2i+1∏
j=1

1

1 + η
′′
j

}
1

(1 + ε)i−1
.

Провiвши перетворення за схемою доведення нерiвностi (40), одержимо

|f̃n − f̃8p+1| ≤

≤
(

µ1,0 + 1

µ1,0

a1,0 +
µ0,1 + 1

µ0,1

a0,1

) {
4p+1∏
j=1

1

1 + η
′
j

+

4p+1∏
j=1

1

1 + η
′′
j

}
+

a1,1(1 + ε)2

ε2
p

{
2p+1∏
j=1

1

1 + η
′
j

+

2p+1∏
j=1

1

1 + η
′′
j

+
2

(1 + ε)p

}
+

a1,1

ε(1 + ε)2p−1
,

звiдси випливає фiгурна збiжнiсть ДНД (1).
Аналогiчно можна показати, що при виконаннi умов теореми 2 виконується

нерiвнiсть
|fn − f̃8p+1| ≤

≤
(

µ1,0 + 1

µ1,0

a1,0 +
µ0,1 + 1

µ0,1

a0,1

) {
4p+1∏
j=1

1

1 + η
′
j

+

4p+1∏
j=1

1

1 + η
′′
j

}
+

a1,1(1 + ε)2

ε2
p

{
2p+1∏
j=1

1

1 + η
′
j

+

2p+1∏
j=1

1

1 + η
′′
j

+
2

(1 + ε)p

}
+

a1,1

ε(1 + ε)2p−1
,

з якої випливає, що lim
n→∞

fn = lim
n→∞

f̃n.
Теорема доведена.
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