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Наближенi методи глобальної оптимiзацiї нелiнiйних функцiоналiв

The approach to the reduction of nonlinear global optimization problems to global approximate
solution problems of the corresponding equivalent systems of nonlinear scalar equations is consid-
ered.

Розглядається пiдхiд щодо зведення нелiнiйних задач глобальної оптимiзацiї до задач гло-
бального наближеного розв’язування вiдповiдних еквiвалентних систем нелiнiйних скалярних
рiвнянь.

Вступ. Практика створення нових матерiалiв, технологiчних процесiв, мтехнi-
чних систем разом з використанням нових наукових iдей, хiмiчних матерiалiв,
фiзичних ефектiв, що визначають властивостi та структуру створюваного об’є-
кту передбачають вибiр найкращих сполук значень параметрiв цього об’єкту за
рiзними критерiями (наприклад, за розмiрами, геометрiєю, фiзичними характе-
ристиками), що реалiзуються вiдповiдними математичними моделями. Вiдомо,
що математичними моделями рiзних складних природничих явищ i технологi-
чних процесiв часто являються нелiнiйнi задачi глобальної оптимiзацiї, що ха-
рактеризуються нелiнiйними цiльовими функцiями, заданими на деяких обме-
жених, замкнених областях, що визначаються допустимими значеннями аргу-
ментiв та спiввiдношеннями мiж ними. Ставиться задача глобальної оптимiза-
цiї (мiнiмiзацiї, максимiзацiї або обох разом) таких функцiоналiв при заданих
обмеженнях. Очевидно, що вибiр точного або наближеного методу глобальної
оптимiзацiї таких функцiоналiв суттєво буде залежати вiд постановки задачi та
структури i диференцiальних властивостей як самого нелiнiйного функцiонала,
так i функцiй, що визначають наявнi обмеження.

Рiзним аспектам вивчення i дослiдження таких задач та чисельних методiв
їх розв’язування присвячено багато робiт рiзних авторiв, перелiк яких наведено
в роботах [1]- [5] та [9]. Слiд зауважити, що ступiнь повноти дослiдження та чи-
сельного розв’язування таких задач є рiзною в залежностi вiд складностi самої
задачi та вимог щодо її повного розв’язання. Найскладнiшими в цьому планi
представляються многоекстремальнi нелiнiйнi задачi глобальної оптимiзацiї, в
яких глобальнi розв’язки (разом з локальними) можуть знаходитись як в се-
рединi допустимої областi так i на її границi. В цьому випадку задача полягає
у знаходженнi усiх локальних точок екстремуму та екстремальних значень в
них цiльової функцiї з наступним вибором оптимальних глобальних значень,
якi за критерiєм величини невязки цiльової функцiї можуть характеризувати
стан (в даний момент) змодельованого дослiджуваного явища або процесу, а за
критерiєм якостi його вартiсть та оптимальнi або прийнятнi розмiри складових.
Такi задачi глобальної оптимiзацiї в силу своєї складностi розглянутi недоста-
тньо i вимагають додаткового дослiдження як у теоретичному планi виявлення
i вiдокремлення усiх можливих точок екстремуму,так i у практичнiй реалiзацiї
наближеного методу пошуку усiх таких точок та знаходження в них значень
екстремуму з наступним вибором глобальних значень. Якщо про функцiонал
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нiчого крiм неперервностi невiдомо, то кращого методу як метод перебору не
iснує. Якщо ж функцiонал неперервно диференцiйовний, то, реалiзуючи необ-
хiдну умову екстремуму, вихiдну задачу можна звести до задачi глобального
розв’язування нелiнiйного функцiонального рiвняння або еквiвалентної йому
вiдповiдної системи нелiнiйних скалярних рiвнянь (СНСР).

В данiй роботi розглядаються положення i елементи загальної теорiї набли-
жених методiв глобальної оптимiзацiї двiчi неперервно диференцiйовних нелi-
нiйних функцiоналiв, що мають в деякiй замкненiй обмеженiй областi скiн-
чене число точок екстремуму. Суть цiєї теорiї полягає в наступному: разом з
вихiдною задачею глобальної оптимiзацiї нелiнiйного функцiонала на деякiй
обмеженiй замкненiй опуклiй областi розглядається послiдовнiсть вiдповiдних
їй наближених задач глобальної оптимiзацiї, кожна з яких у певному розумiннi
апроксимує вихiдну задачу i допускає можливiсть її наближеного глобального
розв’язання.

За рiзних умов гладкостi цих функцiоналiв доводяться двi теореми. Перша
теорема про розв’язнiсть послiдовностi наближених задач (при довiльному або
досить великому значеннi параметра апроксимацiї) за вiдомою розв’язнiстю ви-
хiдної задачi i збiжнiсть методу переходу до послiдовностi наближених задач.
Друга теорема про розв’язнiсть вихiдної задачi на основi розв’язностi наближе-
ної задачi (при допустимому фiксованому значеннi параметра апроксимацiї),
вiдповiднiсть їх розв’язкiв та апостерiорна оцiнка похибки, що практично ха-
рактеризує вiдокремлення iзольованих розв’язкiв вихiдної задачi, тобто знахо-
дження областей єдиностi локальних екстремумiв або областей опуклостi вверх
i вниз графiка цiльової функцiї.
Елементи загальної теорiї глобальної оптимiзацiї функцiоналiв. Поста-
новка задачi. Розглянемо двiчi неперервно диференцiйовний за Фреше нелiнiй-
ний функцiонал ϕ(u), заданий в гiльбертовому просторi H. Задача полягає в
глобальнiй оптимiзацiї даного функцiонала ϕ(u) на деякiй обмеженiй замкненiй
множинi R ⊂ H, тобто потрiбно знайти такi елементи u∗ ∈ R, u∗ ∈ R, що для
ϕ(u∗) i ϕ(u∗) справедливi рiвностi:

ϕ(u∗) = min
u∈R

ϕ(u), ϕ(u∗) = max
u∈R

ϕ(u). (1)

Очевидно, що методика безпосереднього дослiдження i наближеного розв’я-
зування задачi (1) визначається структурою функцiонала ϕ(u) та його диферен-
цiйовними властивостями, зокрема градiєнта ϕ

′
(u). Вiдомi рiзнi пiдходи щодо

розв’язання задачi (1):
1. задача на екстремум розглядається як основна, а рiвняння ϕ

′
(u) = 0 ха-

рактеризує необхiдну умову екстремуму. В цьому випадку тi чи iншi умови або
обмеження накладаються i на функцiонал ϕ(u) (наприклад обмеженiсть зверху,
знизу) i на його градiєнт ϕ

′
(u).

2. задача на екстремум ϕ(u) розглядається як допомiжна, пов’язана з реа-
лiзацiєю необхiдної умови екстремуму, тобто глобального розв’язання рiвняння
ϕ
′
(u) = 0. В цьому випадку умови збiжностi за аргументом i функцiоналом

виражаються у виглядi обмежень на ϕ(u), ϕ
′
(u), ϕ

′′
(u). Надалi будуть розгля-

датися обидва пiдходи.
В загальному випадку бiльш складних задач глобальної оптимiзацiї, що ви-

Наук. вiсник Ужгород ун-ту, 2010, вип. 21



Наближенi методи глобальної оптимiзацiї нелiнiйних функцiоналiв 21

никають на практицi, процес їх розв’язання має наближений характер i полягає
в наступному. Згiдно положень загальної теорiї наближених методiв функцiонал
ϕ(u) апроксимується послiдовнiстю наближених функцiоналiв ϕn(u), заданих в
H або пiдпросторах Hn ⊂ H. В цьому випадку задача (1) ставиться для фун-
кцiоналiв ϕn(u), тобто пiдлягають вiдшуканню в R ⊂ H елементи un

∗ i u∗n такi,
щоб для функцiоналiв ϕn(u) мали мiсце нерiвностi

ϕn(un
∗ ) = min

u∈R
ϕn(u), ϕn(u∗n) = max

u∈R
ϕn(u). (2)

Припустимо, що функцiонал ϕ(u) в областi R має скiнченну множину
Ω = {ui} (i = 1,m) стацiонарних точок ui, тобто точок, в яких ϕ

′
(ui) = 0, а

ϕ(ui) — вiдповiдна множина значень функцiоналу ϕ(u) в точках ui.
Нехай побудована послiдовнiсть наближених апроксимацiйних до ϕ(u) фун-

кцiоналiв ϕn(u). Має мiсце наступне твердження.

Твердження 1. Якщо при будь-яких або досить великих "n"задача (2)
ϕn(u) → extr(u ∈ R) має розв’язки ui

n i при кожному фiксованому "i"для
послiдовностi {ui

n} має мiсце рiвнiсть

lim
n→∞

ρ(ui
n, Ω) = 0,

то кажуть, що метод переходу вiд задачi (1) до послiдовностi задач (2) збi-
гається. Вираз ρ(ui

n, Ω) означає вiдстань вiд елементiв послiдовностi ui
n до

множини стацiонарних точок Ω.

Послiдовнiсть розв’язкiв ui
n задачi (2 називається вiдповiдною розв’язку ui

задачi (1), якщо виконуються умови

lim
u→∞

∥∥ui
n − ui

∥∥ = 0

i
lim

u→∞

∥∥ϕ(ui
n)− ϕ(ui)

∥∥ = 0

Тут норми до конкретного простору не прив’язуються.
Встановлення збiжностi апроксимацiйного методу переходу до задачi (2) є

достатньою умовою для практичного розв’язування задачi (2) при кожному
допустимому фiксованому n i проведення апостерiорного аналiзу отриманих
наближених розв’язкiв як по аргументу, так i по функцiоналу.

Практично бiльш повним i доцiльним є аналiз методу переходу до задач (2)
i вiдповiдностi розв’язкiв задач (1) i (2) за умови наявностi оцiнок

ρ
(
ui

n, Ω
) ≤ δ(1)

n ;
∥∥ui

n − ui
∥∥ ≤ δ(2)

n ;
∣∣ϕ(ui

n)− ϕ(ui)
∣∣ ≤ δ(3)

n

де δ
(j)
n → 0 (j = 1, 2, 3) при n → ∞ характеризують вiдповiдно швидкiсть

збiжностi методу переходу та збiжнiсть за аргументом i функцiоналом.
В цьому випадку природно виникають запитання щодо умов, за яких будуть

справедливi наступнi твердження:
а) iз iснування точок екстремуму ui функцiонала ϕ(u) (при будь-якому або

досить великому n) буде випливати iснування вiдповiдних послiдовностей точок
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екстремумiв ui
n функцiоналiв ϕn(u) та їх збiжнiсть при n →∞ по функцiоналу

i аргументу, тобто |ϕn(ui
n)− ϕ(ui)| → 0, ‖ui

n − ui‖ → 0.
б) iз iснування точок екстремумiв функцiоналiв ϕn(u) буде випливати (при

кожному допустимому фiксованому значеннi параметра апроксимацiї n) iсну-
вання вiдповiдних точок екстремумiв функцiоналу ϕ(u) та апостерiорнi оцiнки
похибок за аргументом i функцiоналом.

Для випадку єдиностi точки екстремуму, зокрема, мiнiмуму, в заданiй обла-
стi R наведенi твердження за рiзних умов дослiджувались в роботi [4]. Що
стосується глобальної оптимiзацiї многоекстремальних задач в R, то твердже-
ння а) i б) можуть бути дослiдженi пiсля вiдокремлення всiх екстремальних
точок, тобто побудови таких пiдобластей областi R, кожна з яких буде мiсти-
ти одну точку екстремуму. За такi пiдобластi доцiльно брати замкненi кулi
S(vi, ri) =

{
u ∈ R : ‖u− vi‖ ≤ ri

}
(i = 1,m), як областi опуклостi вверх або вниз

графiкiв функцiоналiв ϕ(u) та ϕn(u), де vi, як центр кулi, визначає точну або
наближену стацiонарну точку функцiоналiв ϕ(u) або ϕn(u), а ri — вiдповiд-
ний йому радiус кулi, числове значення якого визначається iз достатнiх умов
теореми iснування та збiжностi застосованого iтерацiйного методу.

Доведення сформульованих тверджень в задачах глобальної оптимiзацiї мно-
гоекстремальних функцiоналiв i знаходження оцiнок точностi за аргументом i
функцiоналом розглянемо за рiзних умов гладкостi функцiоналiв ϕ(u) та ϕn(u).
Надалi будемо вважати функцiонал ϕn(u) також двiчi неперервно диференцi-
йовним. Умови близькостi функцiоналiв ϕ(u), ϕn(u) та їх похiдних ϕ

′
(u), ϕ

′
n(u),

ϕ
′′
(u), ϕ

′′
n(u) введемо так: кажуть, що на елементi u ∈ R = S(v, r) виконуються

умови апроксимацiї функцiоналiв ϕ(u), ϕn(u) та їх похiдних ϕ
′
(u), ϕ

′
n(u), ϕ

′′
(u),

ϕ
′′
n(u), якщо iснують такi функцiонали ηj(n, u) → 0 при n →∞ (j = 1, 2, 3), що

виконуються умови:

|ϕ(u)− ϕn(u)| ≤ η1(n, u), (3)

∥∥∥ϕ
′
(u)− ϕ

′
n(u)

∥∥∥ ≤ η2(n, u), (4)

∥∥∥ϕ
′′
(u)− ϕ

′′
n(u)

∥∥∥ ≤ η3(n, u). (5)

Правомiрнiсть даного означення близькостi в кулi S(v, r) функцiоналiв ϕ(u)
i ϕn(u) та їх двох похiдних виправдана тим, що нелiнiйнi функцiонали можуть
мати багато екстремальних точок, достатнi умови iснування яких i збiжностi
iтерацiйних методiв можуть виконуватись в досить малих околах цих точок.
Наведенi оцiнки (3)-(5) надалi будуть використанi при отриманнi оцiнок близь-
костi вiдповiдних розв’язкiв функцiоналiв ϕ(u) та ϕn(u).

Усi наступнi теореми, теоретичнi та практичнi результати будуть вiдобража-
ти задачу глобальної мiнiмiзацiї нелiнiйного функцiонала ϕ(u), оскiльки задача
максимiзацiї ϕ(u) розв’язується аналогiчно. У зв’язку з цим екстремальну точку
мiнiмуму надалi будемо позначати u∗.

Отже, розглянемо задачу мiнiмiзацiї диференцiйовного функцiонала ϕ(u) на
обмеженiй замкненiй множинi R гiльбертового простору H. Припустимо, що в
R мiститься єдина точка мiнiмуму i задача полягає в наведенi умов iснування
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єдиного розвэязку в R та в уточненнi його iтерацiйними методами. В теоре-
тичному планi така задача розглядалась в роботi [4] iз застосуванням методу
проекцiї градiєнта. Наведемо деякi з цих результатiв.

Розглянемо метод проекцiї градiєнта, який для мiнiмiзацiї функцiонала ϕ(u)
на R ⊂ H полягає у побудовi послiдовностi.

uk+1 = PR(uk − αkϕ
′
(uk)), (6)

де PR — оператор проектування на R (а саме w = PR(u)) визначається умовою:

u ∈ R : ‖w − u‖ = inf
z∈R

‖z − u‖ .

Iснування єдиного розв’язку задачi (1) в областi R = S(vi, ri) i збiжнiсть
методу (6) визначає теорема.

Теорема 1. Нехай R — обмежена, замкнена, опукла множина iз H, ϕ(u)
— двiчi диференцiйовний на R функцiонал, причому для всiх u ∈ R i всiх h ∈ H
виконується умова

m ‖h‖2 ≤ (ϕ
′′
(u)h, h) ≤ M ‖h‖2 ,m > 0 (7)

Тодi ϕ(u) має на R єдину точку мiнiмуму u∗ i при α = αk, де 0 < α ≤ 2
M
,

послiдовнiсть (6) збiгається до u∗ i має мiсце оцiнка похибки
∥∥u∗ − uk

∥∥ ≤ C(u(0), ε)(q + ε)k, (8)

де q = max {|1− αm| , |1− αM |}, 0 ≤ q < 1, ε > 0. Величина qmin = M−m
M+m

при
α = 2

M+m

Доведення цiєї теореми наведено в [4].
Згiдно загальної теорiї наближених методiв сформулюємо теорему про розв’я-

знiсть задачi (2) за даними iснування розв’язкiв ui задача (1) i збiжностi будь-
яких послiдовностей наближених розв’язкiв ui

n задачi (2) до вiдповiдних точних
розв’язкiв задачi (1) при прямуваннi параметру апроксимацiї до свого грани-
чного значення.

Теорема 2. Нехай u∗i ∈ Ω — одна з стацiонарних точок мiнiмуму задачi
(1) i при всiх u ∈ S(ui, ri) =

{
u ∈ R : ‖u− ui‖ ≤ ri

}
виконується умова (5), а

для оператора ϕ′′(u) виконується умова (7).
Тодi справедливi наступнi твердження:
1. Для оператора ϕ′′n(u) в кулi S(u∗i , ri) виконується умова:

mn ‖h‖2 ≤ (ϕ
′′
n(u)h, h) ≤ Mn ‖h‖2 ,m > 0, (9)

де mn = m− η3(n, u∗i ); Mn = M + η3(n, u∗i )
2. Для кожного u∗i iснує така область d(ri) ⊂ (0,∞), що для будь-якого

r ∈ d(ri) знайдеться таке ni(r), що при n ≥ ni(r) у нерiвностi (9) mn =
m− η3(n, u∗i ) > 0 i при 0 < α ≤ 2

M
виконується умова:

qn(ri) = max {|1− αmn| , |1− αMn|} < 1. (10)
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3. При кожному iз вказаних n ≥ ni(r) задача (2) має в кулi S(u∗i , ri) єдину
точку мiнiмуму u∗in, вiдповiдну точцi u∗i мiнiмуму задачi (1), до якої, почи-
наючи iз u0

in = ui при n → ∞ i k → ∞ буде збiгатися послiдовнiсть
{
uk

in

}
,

побудована за методом проекцiї градiєнта (6) i має мiсце оцiнка, яка характе-
ризує швидкiсть збiжностi i оцiнку похибки

∥∥u∗in − uk
in

∥∥ ≤ Cn(u
(0)
in , ε)(qn + ε)k, (11)

де qn визначється за формулою (10), ε ≥ 0.
4. Будь-яка послiдовнiсть наближених розв’язкiв u∗in задачi (2) при n →∞

прямує за нормою до вiдповiдної точки мiнiмуму u∗i функцiоналу ϕ(u) задачi
(1), причому має мiсце оцiнка похибки

‖u∗i − u∗in‖ ≤ Cn(u0
in, ε) (12)

iз якої при n →∞ випливає збiжнiсть методу переходу до задач (2).

Доведення теореми випливає iз умов (5), (7) на основi принципу стислих
вiдображень та нерiвностi трикутника.

Розглянемо випадок, коли на функцiонал ϕ(u) накладенi бiльш слабкi обме-
ження, а саме: припустимо, що функцiонал ϕ(u) ∈ C1(R), тобто неперервно
диференцiйовний на множинi R, а його градiєнт ϕ

′
(u) задовольняє умовам:

∥∥∥ϕ
′
(u1)− ϕ′(u2)

∥∥∥ ≤ M ‖u1 − u2‖ , (13)

(ϕ
′
(u1)− ϕ

′
(u2), u1 − u2) ≥ m ‖u1 − u2‖2 ,m > 0. (14)

В цьому випадку теорема iснування розв’язку i збiжностi методу (6) набуде
вигляду:

Теорема 3. Нехай R ⊂ H – обмежена замкнена опукла множина, ϕ(u) –
неперервно диференцiйовний функцiонал, що задовольняє умови (3)-(5), (13),
(14). Тодi при α = αk, де 0 < α < 2mM−2, справедливi наступнi твердження:

1) рiвняння u = PR(u− αϕ
′
(u)) = Du буде мати єдиний розв’язок u∗ в кулi

S(v, r) = R (точка мiнiмуму ϕ(u)), v = u0;
2) послiдовнiсть u(k), побудована згiдно (6), збiгатиметься до розв’язку u∗,

причому швидкiсть збiжностi i оцiнка похибки характеризуються нерiвнi-
стю ∥∥u∗ − u(k)

∥∥ ≤
∥∥u1 − u0

∥∥ (1− q(r))−1[q(r)]k; k = 0, 1, ... (15)

де q = (1− 2αm + α2M2)1/2

Доведення. Для доведення теореми використовуємо принцип стислих вiд-
ображень. Розглянемо вiдображення Du = PR(u−αϕ

′
(u)), що дiє iз областi R в

R. Покажемо, що оператор Du є стискуючим в R при 0 < α < 2mM−2. Оскiльки
куля S(v, r) = R – замкнута, випукла множина iз H, то для всiх u, v ∈ R має
мiсце спiввiдношення:

|Du−Dv|2 = |PR(u−αϕ
′
(u))−PR(v−αϕ

′
(v))|2 ≤ |u−αϕ

′
(u)−v+αϕ

′
(v)|2 = |u−v|2−

−2α(ϕ
′
(u)−ϕ

′
(v), u−v)+α2|ϕ′

(u)−ϕ
′
(v)|2 ≤ |u−v|2(1−2αm+α2M2) = q2(α)|u−v|2.

Наук. вiсник Ужгород ун-ту, 2010, вип. 21



Наближенi методи глобальної оптимiзацiї нелiнiйних функцiоналiв 25

Звiдси одержимо

|Du−Dv| ≤ q(α)|u− v|, u, v ∈ R. (16)

Оскiльки 0 < α < 2mM−2, то 0 < q(α) < 1. Це означає, що вiдображення Du
— стискуюче i для доведення iснування розв’язку можна використати принцип
стислих вiдображень. Метод (6), записаний у виглядi uk+1 = Duk, визначає
процес пошуку нерухомої точки u∗ стискуючого вiдображення D, тобто точки
u∗, що задовольняє рiвнiсть u∗ = Du∗. Вiдомо, iз функцiонального аналiзу, що
така точка u∗ iснує, єдина i lim |u∗ − uk| = 0 при k → ∞. На соновi цього
одержимо:

‖Duk −Duk−1‖2 = ‖PR(uk − αϕ
′
(uk))− PR(uk−1 − αϕ

′
(uk−1))‖2 ≤

≤ (uk − uk−1 − α(ϕ
′
(uk)− ϕ

′
(uk−1)), PR(uk − αϕ

′
(uk))− PR(uk−1 − αϕ

′
(uk−1))) =

Звiдси

‖Duk −Duk−1‖2 = ‖uk − uk−1 − α(ϕ
′
(uk)− ϕ

′
(uk−1))‖2 ≤ ‖uk − uk−1‖2−

−2α(uk − uk−1, ϕ
′
(uk)− ϕ

′
(uk−1)) + α2‖ϕ′

(uk)− ϕ
′
(uk−1)‖2 ≤

≤ ‖uk − uk−1‖2(1− 2αm + α2M2),

або
‖Duk −Duk−1‖ ≤ q(α)‖uk − uk−1‖,

де q(α) =
√

1− 2αm + α2M2.
Для доведення оцiнки (15), знайдемо ‖uk+1−uk‖. На основi доведеного вище

одержимо:

|uk+1 − uk‖ ≤ ‖PR(uk − αϕ
′
(uk))− PR(uk−1 − αϕ

′
(uk−1))‖2 ≤

≤ q(α)‖uk − uk−1‖ ≤ ... ≤ [q(α)]k‖u1 − u0‖
Звiдси легко можна отримати оцiнку (15), з якої випливає збiжнiсть методу

проекцiї градiєнта.
Наступна теорема дає твердження про те, що iз iснування мiнiмуму u∗ фун-

кцiонала ϕ(u) в кулi S(u0, r) (починаючи з деякого n) випливає iснування вiд-
повiдної точки мiнiмуму u∗n функцiонала ϕn(u) i збiжнiсть методу переходу до
послiдовностi функцiоналiв ϕn(u).

Теорема 4. Нехай R ⊂ H – обмежена замкнена опукла множина, ϕn(u) –
двiчi неперервно диференцiйовний функцiонал. Тодi за умов теореми 3 справе-
дливими будуть наступнi твердження:

1. функцiонал ϕn(u) задовольняє умовам

‖ϕ′
n(u1)− ϕ

′
n(u2)‖ ≤ Mn‖u1 − u2‖, (17)

(ϕ
′
n(u1)− ϕ

′
n(u2), u1 − u2) ≥ mn‖u1 − u2‖2,mn > 0 (18)

для всiх u ∈ R, тобто має єдину точку мiнiмуму u∗n ∈ R.
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2. знайдеться таке n1, що при n ≥ n1 буде виконуватись нерiвнiсть qn < 1.
3. послiдовнiсть uk

n побудована згiдно (6) для функцiонала ϕn(u) при n →
∞, k → ∞ збiгається до u∗ – вiдповiдної точки мiнiмуму функцiонала ϕ(u).
Швидкiсть збiжностi характеризується нерiвнiстю

‖u∗ − uk
n‖ ≤

η3(n, uk
n)

1− qn

+
‖u0

n‖
1− qn

qk+1 (19)

де qn =
√

1− 2αmn + α2M2
n

Наступна теорема дає твердження про розв’язнiсть задачi (1) за даними
розв’язностi задачi (2). Це означає, що iз iснування в кулi S(u0, r) мiнiмуму
u∗n функцiоналу ϕn(u) при кожному допустимому фiксованому значеннi пара-
метра n випливає iснування вiдповiдної точки мiнiмуму u∗ функцiонала ϕ(u) i
апостерiорна оцiнка похибки.

Теорема 5. Нехай R ⊂ H – обмежена, замкнена опукла множина, ϕn(u) –
двiчi неперервно диференцiйовний функцiонал, що задовольняє умови (5), (17),
(18). Нехай, крiм того, при фiксованому допустимому значеннi n виконується
умова:

qn + 2αη3(n, c) + 2α2Mnη3(n, c) + α2η3(n, c) < 1

.
Тодi справедливi наступнi твердження:
1). функцiонал ϕ(u) задовольняє умовам (13), (14) для всiх u ∈ R, тобто

має єдину точку мiнiмуму u∗ ∈ R;
2). послiдовнiсть uk

n, побудована згiдно (6) для функцiоналу ϕn(u) при 0 <
α < 2mnM

−2
n , n →∞, k →∞ збiгається до u∗ i має мiсце апостерiорна оцiнка

похибки

‖u∗ − uk
n‖ ≤

αη3(n, u∗n)

1− q
+
‖u0

n‖
1− qn

qk+1
n . (20)

При k = 0 звiдси випливає нерiвнiсть:

‖u∗ − u0
n‖ ≤

αη3(n, u∗n)

1− q
+

qn‖u0
n‖

1− qn

≤ r, (21)

що може правити за оцiнку близькостi вiдповiдних точок мiнiмуму функцiо-
налiв ϕ(u) i ϕn(u).

Таким чином для повного вирiшення проблеми глобальної оптимiзацiї мно-
гоекстремальних нелiнiйних задач потрiбно вирiшити за даних умов гладкостi
функцiоналiв ϕ(u) i ϕn(u) проблему вiдокремлення iзольованих точок vi екс-
тремумiв функцiонала ϕn(u), якi приймаються за центри куль S(vi, ri) єдиностi
вiдповiдних точок екстремумiв ui функцiоналу ϕ(u). Значення ϕ(vi) будуть на-
ближеними екстремальними значеннями функцiоналу ϕ(u), з яких вибирається
мiнiмальне i максимальне значення або уточнюються за формулою (6).

Побудова апроксимацiйних функцiоналiв ϕn(u). Методи побудови наближе-
них апроксимацiйних функцiоналiв ϕn(u) суттєво залежить вiд класу та хара-
ктеристик функцiоналу ϕ(u). Основними апроксимацiйними методами є: полi-
номiальнi, зокрема метод вироджених ядер для iнтегральних функцiоналiв, при
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якому невiдома мiнiмiзуюча функцiя шукається у виглядi вiдповiдного полiно-
ма з невизначеними коефiцiєнтами, метод механiчних квадратур для iнтеграль-
ного функцiонала i метод скiнченних рiзниць для iнтегро-диференцiального
функцiонала, в яких невiдомими є значення невiдомої функцiї у вузлах ви-
браної сiтки дискретизацiї. В обох випадках задача пошуку точок екстремуму
функцiоналiв ϕ(u) та ϕn(u) зводиться до розв’язування вiдповiдної системи не-
лiнiйних скалярних рiвнянь, одержаної з необхiдної умови екстремуму:

ϕ
′
(u) = 0 ∨ ϕ

′
n(u) = 0 (22)

Слiд вiдмiтити, що при дослiдженнi i розв’язуваннi задач на екстремум в
залежностi вiд диференцiальних властивостей ϕ(u) i ϕn(u) використовуються
рiзнi пiдходи, зокрема:

1. Задача на екстремум ϕ(u) або ϕn(u) вважається основною, а рiвняння
ϕ
′
(u) = 0 або ϕ

′
n(u) = 0 є необхiдною умовою екстремуму. У цьому випадку

при доведеннi теорем iснування та збiжностi методу (6) вiдповiднi обмеження
накладаються не тiльки на градiєнти ϕ

′
(u) та ϕ

′
n(u), але i на функцiонали ϕ(u)

i ϕn(u) та їх другi похiднi ϕ
′′
(u) i ϕ

′′
n(u) (теореми 1-5).

2. Задача на екстремум розглядається як допомiжна, пов’язана iз глобаль-
ним розв’язуванням рiвнянь (22) усi розв’язки яких є стацiонарнимим точками
функцiоналiв ϕ(u) або ϕn(u). У цьому випадку достатнi умови теореми iсну-
вання розв’язку рiвнянь (22) i збiжностi iтерацiйного методу виражаються у
виглядi обмежень на ϕ(u), ϕn(u), ϕ

′
(u), ϕ

′
n(u) та ϕ

′′
(u), ϕ

′′
n(u), що буде вiдобра-

жатись в теоремi 6.
Надалi при вирiшеннi питань 1 i 2 будуть використовуватись обидва названi

пiдходи.
Таким чином, задача глобальної оптимiзацiї функцiоналу ϕ(u) або ϕn(u)

зводиться до глобального розв’язування нелiнiйних рiвнянь (22), якi у випад-
ку апроксимацiї або дискретизацiї функцiоналiв ϕ(u) або ϕn(u) зводяться до
систем нелiнiйних скалярних рiвнянь.

Нехай рiвняння (22) представляють нормальну систему нелiнiйних скаляр-
них рiвнянь n-го порядку вигляду:





u1 = f1(u1, u2, . . . , un),
u2 = f2(u1, u2, ..., un),

...
un = fn(u1, u2, ..., un),

(23)

де функцiї f1, f2, . . . , fn – визначенi i двiчi неперервно диференцiйовнi на деякiй
обмеженiй областi G дiйсного арифметичного n-вимiрного простору En, метри-
зованого елементами деякої множини Q, тобто кожнiй парi точок v, w ∈ En

вiдповiдає елемент ρ(v, w) ∈ Q, що характеризує вiдстань мiж v i w.
Представимо систему (23) в еквiвалентнiй операторнiй формi

F = u− F (u) = 0, (24)

де u = (u1, u2, ..., un) ∈ En – вектор, F (u) = (f1(u), f2(u), ..., fn(u)) – вектор-
функцiя. Нехай всi iзольованi розв’язки {uj} j = 1, l системи (23), (24) нале-
жать n-вимiрному замкненому кубу R = {u = (u1, u2, ..., un) : ai ≤ ui ≤ bi
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(i = 1, n),−∞ < a < b < +∞, d = b − a} ⊂ En. Для глобального розв’язування
системи (23), (24) застосуємо εs-алгоритм, складовi якого i порядок вiдокремле-
ння всiх iзольованих розв’язкiв (24) тобто екстремальних точок ϕ(u) або ϕn(u)
наведенi в [6].

Пiсля вiдокремлення i знаходження наближених розв’язкiв системи (23),
(24) всерединi куба R i урiзаних систем (23), (24) на всiх гранях куба обчислю-
ються значення функцiоналу ϕ(u) або ϕn(u) у знайдених точках i вибираються
глобальнi мiнiмальнi та максимальнi значення ϕ(u) або ϕn(u). Якщо задана то-
чнiсть екстремальних значень функцiоналiв ϕ(u) або ϕn(u) досягнута, то задача
вирiшена, в противному разi застосовуються iтерацiйнi методи уточнення зна-
йдених екстремальних точок та вiдповiдних глобальних значень функцiоналiв.

Перевага εs-алгоритму, що базується на покриттi областi послiдовнiстю ε-
сiток, над iншими методами полягає в тому, що при його реалiзацiї частина
точок кожної ε-сiтки вiдбраковується i при побудовi наступної сiтки не вра-
ховується. Це приводить до суттєвого зменшення числа обчислень, а значить
i зменшення часу отримання iз заданою точнiстю глобальних екстремальних
значень та точок, в яких вони досягаються для функцiоналiв ϕ(u) або ϕn(u).

Iтерацiйнi методи уточнення наближених розв’язкiв. В залежностi вiд стру-
ктури та диференцiальних властивостей функцiоналу ϕ(u), оператора F (u) та
областi R можливi рiзнi варiанти побудови i реалiзацiї iтерацiйних методiв.
Одним iз таких iтерацiйних методiв є градiєнтний метод, представлений фор-
мулою

uk+1 = uk − αkgk, gk = ϕ
′
(uk) = F (uk), (25)

де ϕ
′
(u) – градiєнт функцiоналу ϕ(u), визначає напрям руху iтерацiйного ме-

тоду, а {αk} - послiдовнiсть дiйсних чисел, що характеризує крок iтерацiйного
методу. Якщо αk = const, то (25) представляє метод простої iтерацiї. Якщо αk

вибирається так, щоб мiнiмiзувати функцiонал ϕ(u) на кожному кроцi, тобто
знаходити αk iз умови minα ϕ(uk − αϕ

′
(uk)) = fk(α), α ≥ 0, то iз (25) одержимо

метод найскорiшого спуску.
В даному випадку iтерацiйний метод (25), застосований до операторного

рiвняння (24), представимо у виглядi методу найскорiшого спуску:

uk+1 = uk − ‖F (uk)‖2

(F
′
(uk)F (uk), F (uk))

F (uk)(k = 0, 1, ...). (26)

Вiдносно iснування єдиного розв’язку (24) i збiжностi методу найскорiшого
спуску (26) справедлива теорема.

Теорема 6. Нехай в кулi S(u0, r), де u0 – один iз елементiв vi, а r – вiдпо-
вiдне йому значення ri, виконуються умови:

‖F (u0)‖ ≤ δ0, ‖F
′
(u)‖ ≤ M(u0, r), ‖F

′′
(u)‖ ≤ N(u0, r), (27)

|(F
′
(u)h, h)| ≥ m(u0, r)‖h‖2 ∨ ‖F

′
(u)h‖ ≥ m(u0, r)‖h‖ (28)

де δ0, M(u0, r), N(u0, r), m(u0, r) > 0 – константи, якi забезпечують виконання
умов:

q(r) =

√
M2

m2
+

δ0N

m2
− 1 < 1, (29)
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δ0

m(1− q(r))
≤ r. (30)

Тодi рiвняння (24) має в кулi S(u0, r) єдиний розв’язок u∗, до якого збiгається
послiдовнiсть {uk} побудована згiдно (26), причому швидкiсть збiжностi i
оцiнка похибки характеризуються нерiвнiстю:

‖u∗ − uk‖ ≤ δ0

m(1− q(r))
[q(r)]k, (31)

При k = 0

‖u∗ − u0‖ ≤ δ0

m(1− q(r))
, (32)

що визначає близькiсть точного u∗ i вiдповiдного йому наближеного розв’язку
u0, який може правити за початкове наближення для iтерацiйного процесу
(26).

Таким чином, висновки теореми 6 гарантуються наявнiстю початкового на-
ближення u0 i радiусу r таких, щоб в кулi S(u0, r) виконувались умови (27)-(30).
Цi компоненти визначаються так: за u0 береться вiдокремлений наближений
розв’язок vi рiвняння (24), а за радiус r береться значення ri, що належить
iнтервалу сумiсностi нерiвностей (29), (30) при u0 = vi.

Збiжнiсть послiдовностi значень функцiоналу {ϕn(uk
n)} до вiдповiдного мi-

нiмального значення ϕ(u∗) дає наступна теорема.

Теорема 7. Нехай R ⊂ H – обмежена замкнена опукла множина, ϕ(u) i
ϕn(u) – опуклi диференцiйовнi функцiонали, що задовольняють умову (3) та
умову Лiпшиця з константами M i Mn. Нехай параметр αk задовольняє умо-
вам:

0 ≤ ε1 ≤ αk ≤ 2

M + 2ε2

;

0 ≤ ε1 ≤ αkn ≤ 2

Mn + 2ε2

,

де ε1, ε2 > 0 – фiксованi. Тодi послiдовнiсть {ϕn(uk
n)} при n → ∞, k → ∞ збi-

гається до мiнiмального значення ϕ(u∗) функцiоналу ϕ(u), причому має мiсце
оцiнка похибки:

|ϕ(u∗)−ϕ(uk
n)| ≤ [‖ϕ′

n(uk
n)‖+ c2

ε1
]2

ε2k
+η1(n, c1) ≤

[c2(Mn + 1
ε1

) + ‖ϕ′
n(u0

n)‖]2
ε2k

+η1(n, c1),

(33)
де

c2 = sup
u1,u2∈R

‖u1 − u2‖

Доведення теореми аналогiчне наведеному в роботi [4].
Деякi приклади, що вiдображають практичну реалiзацiю процесу пошуку

глобального екстремуму, наведенi в роботах [5] i s [8].
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