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ДЕЯКI ВЛАСТИВОСТI ТОПОЛОГIЧНОЇ СУМИ

The paper contains a number of generalizations of known facts from the theory of topological sums.
In particular, we give sufficient condition for decomposition of topological space into topological
sum in terms of fundamental cover. We obtain the criterion for a map to topological sum to be
continuous, open, closed and quotient. We prove distributivity of topological sum and topological
product in the case of arbitrary index sets.

У роботi отримано ряд узагальнень вiдомих фактiв з теорiї топологiчних сум. Зокрема, наве-
дено достатню умову розкладу топологiчного простору в топологiчну суму в термiнах фун-
даментального розбиття. Знайдено критерiй неперервностi, вiдкритостi, замкненостi та фа-
кторностi довiльного вiдображення в топологiчну суму. Встановлена дистрибутивнiсть топо-
логiчної суми вiдносно топологiчного добутку у випадку довiльних iндексних множин.

Поняття топологiчної суми, яке вперше виникло в роботi Тiтце [1], нинi ви-
користовується як в наукових статтях, так i в навчально-методичних текстах з
топологiї, оскiльки застосування цiєї конструкцiї часто спрощує виклад. В да-
нiй статтi ми наводимо теоретичне пiдґрунтя для ширшого застосування цього
поняття.

Нагадаємо, що вiдображення f : X → Y топологiчних просторiв називається
вiдкритим (замкненим), якщо образ вiдносно f кожної вiдкритої (замкненої)
в X множини вiдкритий (замкнений) в Y . Вiдображення f називається фа-
кторним, якщо топологiя на Y є фактортопологiєю вiдносно топологiї на X та
вiдображення f . Зрозумiло, що бiєктивне вiдображення топологiчних просторiв
є факторним у тому й лише в тому разi, коли воно є гомеоморфiзмом.

Нехай {(Xα, τα), α ∈ T}— родина топологiчних просторiв,
∐

α∈T

Xα = ∪
α∈T

(Xα×
{α}) = {(xα, α) | xα ∈ Xα, α ∈ T} — диз’юнктне об’єднання їх носiїв i

Xα 3 xα
iα7−→(xα, α) ∈ ∐

α∈T

Xα, α ∈ T,

— природнi (канонiчнi) вкладення. Фiнальна топологiя τ на
∐

α∈T

Xα вiдносно ка-

нонiчних вкладень iα, α ∈ T , називається сумою топологiй τα, α ∈ T . Легко
бачити, що τ = {∐

α∈T

Uα | Uα ∈ τα, α ∈ T}. Пара (
∐

α∈T

Xα, τ) називається тополо-

гiчною сумою родини просторiв {(Xα, τα), α ∈ T} (див. [2]).
Кожна пiдмножина диз’юнктного об’єднання

∐
α∈T

Xα має, очевидно, вигляд
∐

α∈T

Aα, де Aα ⊂ Xα, α ∈ T , — деякi пiдмножини, i є вiдкритою (замкненою) в то-

пологiчнiй сумi
∐

α∈T

Xα тодi й лише тодi, коли множина Aα вiдкрита (замкнена)

в Xα для кожного α ∈ T . Крiм того, канонiчне вкладення iα : Xα →
∐

α∈T

Xα для

довiльного α ∈ T є вiдкритим замкненим вiдображенням, яке здiйснює гомео-
морфiзм мiж топологiчним простором Xα та пiдпростором iα(Xα) = Xα × {α}
топологiчної суми

∐
α∈T

Xα, оскiльки звуження i′α : Xα → Xα×{α} вiдображення
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iα — неперервна й вiдкрита бiєкцiя. Тому родина {Xα × {α}, α ∈ T} образiв є
вiдкритим замкненим розбиттям топологiчної суми

∐
α∈T

Xα.

Вiдомо, що наявнiсть вiдкритого розбиття у топологiчному просторi є не
лише необхiдною, а й достатньою умовою того, що цей топологiчний простiр
гомеоморфний деякiй топологiчнiй сумi.

Теорема 1 ( [3], [4]). Нехай X — топологiчний простiр, {Uα, α ∈ T} —
довiльне його вiдкрите розбиття. Тодi топологiчна сума

∐
α∈T

Uα пiдпросторiв

Uα, α ∈ T , гомеоморфна простору X.

Виявляється, даний результат можна узагальнити (теорема 2).
Покриття π = {Uα, α ∈ T} топологiчного простору X називається фунда-

ментальним, якщо кожна множина A ⊂ X, для якої перетин A∩Uα вiдкритий
в Uα для довiльного α ∈ T , вiдкрита в X. Ясно, що покриття топологiчного
простору, яке мiстить фундаментальне пiдпокриття, фундаментальне, i кожне
вiдкрите та кожне локально скiнченне замкнене покриття топологiчного про-
стору фундаментальне ( [5]).

Теорема 2. Нехай X — топологiчний простiр, {Uα, α ∈ T} — довiльне
його фундаментальне розбиття. Тодi топологiчна сума

∐
α∈T

Uα пiдпросторiв

Uα, α ∈ T , гомеоморфна простору X.

Доведення. Вiдображення
∐

α∈T

Uα 3 (xα, α)
f7→ xα ∈ X, очевидно, бiєктивне.

Далi, для кожної вiдкритої в X множини U перетин Uα ∩ U вiдкритий в Uα

для кожного α ∈ T . Тодi прообраз f−1(U) = f−1( ∪
α∈T

(Uα ∩ U)) = ∪
α∈T

f−1(Uα ∩
U) = ∪

α∈T
((Uα ∩ U) × {α}) =

∐
α∈T

(Uα ∩ U) вiдкритий в
∐

α∈T

Uα, i вiдображення f

неперервне. Нарештi, якщо множина
∐

α∈T

Vα вiдкрита в
∐

α∈T

Uα, то Vα вiдкрита

в Uα для кожного α ∈ T . Оскiльки f(
∐

α∈T

Vα) = f( ∪
α∈T

(Vα × {α})) = ∪
α∈T

f(Vα ×
{α}) = ∪

α∈T
Vα i перетин ( ∪

α∈T
Vα)∩Uα′ = Vα′ вiдкритий в Uα′ для кожного α′ ∈ T ,

то в силу фундаментальностi розбиття образ f(
∐

α∈T

Vα) вiдкритий в X, тобто

вiдображення f вiдкрите. Отже, f — гомеоморфiзм.
Зауважимо, що в попереднiй теоремi умову фундаментальностi розбиття

опустити не можна.

Приклад 1. Родина усiх одноточкових множин є нефундаментальним
розбиттям множини N натуральних чисел з коскiнченною топологiєю. Вiд-
повiдна топологiчна сума

∐
n∈N
{n} є, очевидно, дискретним топологiчним про-

стором, i отже, не гомеоморфна N.
Нехай тепер X, Xα, α ∈ T , — топологiчнi простори i f — довiльне вiд-

ображення з X у топологiчну суму
∐

α∈T

Xα. Без обмеження загальностi можемо

вважати, що кожен прообраз Uα = f−1(Xα × {α}), α ∈ T , непорожнiй. Роз-
глянемо звуження fα = f |Xα×{α}

Uα
: Uα → Xα × {α} вiдображення f . Нехай

f ′α = i′−1
α fα : Uα → Xα, де i′α — гомеоморфiзм iα|Xα×{α}

Xα
: Xα → Xα × {α}.

Оскiльки родина {Uα, α ∈ T} є вiдкритим, а отже, й фундаментальним, розбит-
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тям простору X, то вiдображення
∐

α∈T

Uα 3 (xα, α)
g7→xα ∈ X є гомеоморфiзмом

(див. теорему 2). Покладемо f ′ = fg :
∐

α∈T

Uα →
∐

α∈T

Xα. Тодi вiдображення f ′ є

прямою сумою вiдображень f ′α, α ∈ T . Справдi, дiаграма

X oo g

f ÀÀ;
;;

;;
;;

;;
;

∐
α∈T

Uα
oo jα

f ′
²²

Uα

f ′α

²²

fα

ÃÃ@
@@

@@
@@

@@
@@

@@

∐
α∈T

Xα
oo iα Xα

i′α// Xα × {α} ,

де iα : Xα →
∐

α∈T

Xα i jα : Uα →
∐

α∈T

Uα — канонiчнi вкладення, комутативна для

кожного α ∈ T , оскiльки для всiх α ∈ T i будь-якого x ∈ Uα маємо (f ′jα)(x) =
f ′(jα(x)) = (fg)(x, α) = f(g(x, α)) = f(x) i (iαf ′α)(x) = (iαi′−1

α fα)(x) = fα(x) =
f(x), тобто f ′jα = iαf ′α.

Тепер, враховуючи, що кожен гомеоморфiзм є неперервним вiдкритим за-
мкненим факторним вiдображенням, композицiя неперервних (вiдкритих, за-
мкнених, факторних) вiдображень неперервна (вiдкрита, замкнена, факторна),
а пряма сума вiдображень неперервна (вiдкрита, замкнена, факторна) в тому
й лише в тому разi, коли кожне вiдображення неперервне (вiдкрите, замкнене,
факторне), одержуємо наступний результат.

Теорема 3. Нехай X, Xα, α ∈ T , — топологiчнi простори, f : X →∐
α∈T

Xα — довiльне вiдображення, Uα = f−1(Xα × {α}) — непорожня множина

i fα = f |Xα×{α}
Uα

: Uα → Xα × {α} — звуження вiдображення f , α ∈ T . Вiд-
ображення f неперервне (вiдкрите, замкнене, факторне) тодi й лише тодi,
коли вiдображення fα неперервне (вiдкрите, замкнене, факторне) для кожно-
го α ∈ T .

Цей результат дає можливiсть отримати дистрибутивний закон для тополо-
гiчної суми та топологiчного добутку у випадку довiльних iндексних множин,
який є узагальненням вiдомої формули про топологiчний добуток двох тополо-
гiчних сум.

Теорема 4. Для довiльної родини {Xγα , γα ∈ Sα, α ∈ T} топологiчних про-
сторiв має мiсце гомеоморфiзм

∏
α∈T

(
∐

γα∈Sα

Xγα) ∼= ∐
(γα)α∈T∈

∏
α∈T

Sα

(
∏

α∈T

Xγα).

Доведення. Вiдображення
∏

α∈T

(
∐

γα∈Sα

Xγα) 3 ((xγα , γα))α∈T
f7−→((xγα)α∈T , (γα)α∈T ) ∈ ∐

(γα)α∈T∈
∏

α∈T
Sα

(
∏

α∈T

Xγα),

очевидно, бiєктивне. Для кожного (γα)α∈T ∈
∏

α∈T

Sα покладемо

U(γα)α∈T
= f−1((

∏
α∈T

Xγα)× {(γα)α∈T}) =
∏

α∈T

(Xγα × {γα})
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i розглянемо звуження

f(γα)α∈T
= f

∣∣∣∣∣
(

∏
α∈T

Xγα )×{(γα)α∈T }

U(γα)α∈T

:
∏

α∈T

(Xγα × {γα}) → (
∏

α∈T

Xγα)× {(γα)α∈T}

та дiаграму

∏
α∈T

(Xγα × {γα})
f(γα)α∈T // (

∏
α∈T

Xγα)× {(γα)α∈T}

∏
α∈T

Xγα

∏
α∈T

i′γα

OO

∏
α∈T

Xγα ,

j′
(γα)α∈T

OO

де i′γα
= iγα |Xγα×{γα}

Xγα
i j′(γα)α∈T

= j(γα)α∈T

∣∣∣∣∣
(

∏
α∈T

Xγα )×{(γα)α∈T }
∏

α∈T
Xγα

— гомеоморфiзми,

iндукованi канонiчними вкладеннями iγα : Xγα →
∐

α∈T

Xγα i j(γα)α∈T
:

∏
α∈T

Xγα →
∐

(γα)α∈T∈
∏

α∈T
Sα

(
∏

α∈T

Xγα) вiдповiдно. Ця дiаграма комутативна, бо

(f(γα)α∈T

∏
α∈T

i′γα
)((xγα)α∈T ) = f((

∏
α∈T

i′γα
)((xγα)α∈T )) = f((iγα(xγα))α∈T ) =

= f((xγα , γα)α∈T ) = ((xγα)α∈T , (γα)α∈T ) = j′(γα)α∈T
((xγα)α∈T )

для всiх (xγα)α∈T ∈
∏

α∈T

Xγα .

А позаяк вертикальнi стрiлки у цiй дiаграмi є гомеоморфiзмами, то всi вiд-
ображення f(γα)α∈T

, (γα)α∈T ∈ ∏
α∈T

Sα, є гомеоморфiзмами. За теоремою 3 вiд-

ображення f — гомеоморфiзм.
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