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ОПИС P -ЧИСЕЛ ДЛЯ ВУЗЛОВИХ ТОЧОК ЧАСТКОВО
ВПОРЯДКОВАНИХ МНОЖИН З ДОДАТНО ВИЗНАЧЕНОЮ
ФОРМОЮ ТIТСА

In this paper we describe P -numbers for nodal points of finite posets with positive definite Tits
form.

У цiй роботi описано P -числа для вузлових точок скiнченних частково впорядкованих множин
з додатно визначеною формою Тiтса.

Квадратичнi форми Тiтса виникають при розглядi багатьох задач теорiї зобра-
жень. У 1972 р. П. Габрiель [1]показав, що сагайдак має скiнченний зображу-
вальний тип тодi i лише тодi, коли (введена ним) квадратична форма Тiтса є
додатно визначеною. Ця робота П. Габрiеля стала початком нового напрямку в
теорiї зображень, який пов’язаний з вивченням квадратичних форм для рiзних
її об’єктiв. У 1974 р. Ю. А. Дрозд [2] показав, що частково впорядкована мно-
жина має скiнченний зображувальний тип тодi i лише тодi, коли її форма Тiтса
є слабо додатно визначеною.

Квадратичнi форми Тiтса для рiзних об’єктiв вивчали також К. Бонгартц,
В. М. Бондаренко, Ш. Бреннер, Н. С. Головащук, П. Дрекслер, С. А. Овсiєнко,
Х. А. де ла Пеньа, К. Рiнгель, А. В. Ройтер, Д. Сiмсон та iншi математики.

У теорiї зображень частково впорядкованих множин важливу роль вiдiгра-
ють не лише слабо додатно визначенi, а й додатно визначенi форми Тiтса.
В. М. Бондаренко i М. В. Стьопочкiна [3] показали, що у випадку, коли фор-
ма Тiтса частково впорядкованої множини є додатно визначеною, її категорiя
iн’єктивних зображень має скiнченний зображувальний тип. Всi такi частко-
во впорядкованi множини (що є аналогами графiв Динкiна) описано ними в
роботi [4].

У роботi [5] автори почали вивчати локальнi деформацiї квадратичних форм.
У цiй роботi вивчаються локальнi деформацiї квадратичних форм Тiтса скiн-
ченних частково впорядкованих множин.

1. Основнi поняття. Розглянемо квадратичну форму

f(z) = f(z1, . . . , zn) =
n∑

i=1

fiz
2
i +

∑
i<j

fijzizj.

над полем дiйсних чисел R. Множину всiх таких квадратичних форм з одинич-
ними коефiцiєнтами f1, . . . , fn позначимо через R0.

Нагадаємо деякi означення, введенi першим iз авторiв.
Нехай f(z) ∈ R0 i s ∈ {1, . . . , n}; s-деформацiєю форми f(z) називається

форма з параметром a вигляду

f (s)(z, a) = f (s)(z1, . . . , zn, a) = az2
s +

∑

i6=s

z2
i +

∑
i<j

fijzizj.
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Позначимо через F
(s)
+ множину всiх b ∈ R, таких що форма f (s)(z, b) є додатною,

i покладемо F
(s)
− = R \ F

(s)
+ . Оскiльки iз x ∈ F

(s)
− випливає, що y ∈ F

(s)
− для

довыльного y < x, то супремум

m
(s)
f = sup F

(s)
− ∈ R ∪∞

є граничною точкою. Число m
(s)
f називається s-им P -числом форми f(z).

Легко бачити, що має мiсце наступне твердження.

Твердження 1. Нехай f(z1, . . . , zn) ∈ R0. Тодi

1) m
(s)
f ≥ 0;

2) m
(s)
f = ∞, якщо форма

f−s(z1, . . . , zs−1, zs+1, . . . , zn) = f(z1, . . . , zs−1, 0, zs+1, . . . , zn)

не є додатною.

У роботi [5] доведена наступна теорема.

Теорема 1. Нехай f(z1, . . . , zn) ∈ R0 i нехай m
(s)
f 6= ∞. Тодi

1) m
(s)
f ∈ F

(s)
− , а тому m

(s)
f — найбiльше число множини F

(s)
− .

2) форма f (s)(z, m
(s)
f ) є невiд’ємною.

Приведемо ще деякi означення.
Нехай S — частково впорядкована (скорочено ч. в.) множина. Квадратичною

формою Тiтса множини S називається квадратична форма, яка задається нас-
тупною рiвнiстю:

drS(z) = z2
0 +

∑
i∈S

z2
i +

∑
i<j,i,j∈S

zizj − z0

∑
i∈S

zi

(вважаємо, що S не мiстить елемента, позначеного як 0).
Число m

(s)
f , де f = qS(z), а s — елемент iз S, будемо позначати через mS(s)

або просто через m(s), якщо S фiксоване; s-е P -число m
(s)
f будемо також на-

зивати P -числом, що вiдповiдає елементу s ∈ S. Очевидно, що якщо T — ч. в.
множина, дуальна до S, то mT (s) = mS(s).

2. Основний результат. Нехай S — скiнченна ч. в. множина. Її елемент на-
зивається вузловим, якщо вiн порiвняльний з усiма iншими елементами. Якщо
S має додатно визначену форму Тiтса, то вона називається серiйною, якщо для
будь-якого натурального m iснує ч. в. множина T ⊃ S така, що |T \ S| = m i
форма Тiтса T є додатно визначеною. Усi скiнченна ч. в. множини з додатно
визначеною формою Тiтса описано в роботi [4], а в роботi [6] вказано, якi iз них
є серiйними.

Мета цiєї статтi — опис P -чисел для вузлових точок несерiйних ч. в. мно-
жин з додатно визначеною формою Тiтса. У формулюваннi наступної теоре-
ми виписано всi такi множини з точнiстю до iзоморфiзму та антиiзоморфiзму
(цього досить, бо дуальнi множини мають однаковi P -числа).

Теорема 2. P -числа для вузлових точок несерiйних ч. в. множин з дода-
тно визначеною формою Тiтса є настуними.
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Доведення. Ч. в. множину, яка розмiщена в таблицi за номером i, позна-
чаємо через Pi. Її елементи будемо нумерувати числами 1, 2, . . . ni, де ni = |Pi|;
вiдношення часткового порядку будемо позначати в цьому випадку через ¹.

Укажемо схему доведення теореми. Нехай smax — вузлова точка ч. в. множи-
ни Pi. Занумеруємо точки Pi таким чином, щоб точка smax була позначена чи-
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слом n = ni. Тодi матриця квадратичної форми q
(n)
Pi

(z, a) — це симетрична ма-
триця розмiру (n + 1)× (n + 1) такого вигляду:

Mi(a) =
1

2




2 −1 −1 . . . −1 −1
−1 2 ∗ . . . ∗ ∗
−1 ∗ 2 . . . ∗ ∗
...

...
... . . . ...

...
−1 ∗ ∗ . . . 2 ∗
−1 ∗ ∗ . . . ∗ 2a




(перший рядок i стовпець вiдповiдають змiннiй z0, тобто мають номер 0).
Оскiльки Pi — ч. в. множина з додатно визначеною формою Тiтса, то за критерi-
єм Сiльвестра всi головнi мiнори матрицi Mi(1) — додатнi (бо q

(n)
Pi

(z, 1) = qPi
(z)),

а значить всi головнi мiнори, окрiм мiнора (найбiльшого) порядку n+1, матрицi
Mi(a) додатнi. Значить (знову за критерiєм Сiльвестра) число mPi

(n) є розв’яз-
ком вiдносно a лiнiйного рiвняння ∆i(n + 1, a) = 0, де

∆i(n + 1, a) = |Mi(a)| = 1

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −1 −1 . . . −1 −1
−1 2 ∗ . . . ∗ ∗
−1 ∗ 2 . . . ∗ ∗
...

...
... . . . ...

...
−1 ∗ ∗ . . . 2 ∗
−1 ∗ ∗ . . . ∗ 2a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Очевидно, що замiсть рiвняння ∆i(n + 1, a) = 0 можна взяти рiвняння
∆◦(n + 1, a) = 0, де

∆◦
i (n + 1, a) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 1 . . . 1 1
1 2 ∗ . . . ∗ ∗
1 ∗ 2 . . . ∗ ∗
...

...
... . . . ...

...
1 ∗ ∗ . . . 2 ∗
1 ∗ ∗ . . . ∗ 2a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

За вказаною схемою можна обчислювати P -числа для довiльної (а не лише
вузлової) точки.

Для безпосереднього обчислення визначникiв використовується вiдповiдна
компютерна програма.

Робота пiдтримана грантом Ф28.1/026 мiж ДФФД i РФФИ.
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