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ДО ПИТАННЯ ВIДШУКАННЯ АБСОЛЮТНОГО
ЕКСТРЕМУМУ НЕГЛАДКИХ I РОЗРИВНИХ ФУНКЦIЙ ОДНIЄЇ
I ДВОХ ДIЙСНИХ ЗМIННИХ

The possibilities of application of algorithms based on the apparatus of non-classical Newtonian
majorant and diagrams functions for finding of absolute extremum of function of one and two real
variables are grounded in the work.

В роботi обґрунтовано можливостi застосування алгоритмiв мажорантного типу до вiдшука-
ння абсолютного екстремуму функцiї однiєї та двох дiйсних змiнних.

Вступ. Проблема вiдшукання абсолютного екстремуму негладких i розрив-
них функцiй часто виникає пiд час розв’язування рiзних класiв прикладних
задач [1,2]. Тому великий iнтерес становить розробка чисельних методiв, за до-
помогою яких можна було б знаходити абсолютний екстремум як неперервно-
диференцiйованих, так i довiльних негладких i розривних функцiй.

Нами ведеться робота над розробленням таких методiв. В їх основу покладе-
но використання апарату некласичних мажорант i дiаграм Ньютона функцiй,
заданих таблично [3, 4].

В [5] розроблений алгоритм вiдшукання абсолютного екстремуму функцiї
однiєї дiйсної змiнної, використовуючи властивостi некласичних мажорант i дi-
аграм Ньютона функцiй однiєї дiйсної змiнної, заданих таблично. В [6] такий
же алгоритм розроблений для функцiй двох дiйсних змiнних, використовуючи
властивостi некласичних мажорант i дiаграм Ньютона функцiй двох дiйсних
змiнних, заданих таблично. В роботi розглядається питання унiверсальностi
розроблених алгоритмiв.

Теорема 1. Для будь-якої функцiї f (x) 6= const, заданої на промiжку [a, b],
для якої |f (x)| ≤ M < ∞, завжди при будь-якому початковому наближеннi з
заданою точнiстю можна знайти її абсолютний екстремум, використовуючи
алгоритм, наведений в [5].

Доведення. Припустимо, що потрiбно знайти абсолютний екстремум фун-
кцiї f (x) на промiжку [a, b]. Не зменшуючи загальностi, вважатимемо, що
f (x) > 0 для всiх x ∈ [a, b]. Якщо f (x) ∈ C [a, b], то функцiя визначена в усiх то-
чках промiжку [a, b]. Тодi для будь-якої системи точок
a = x1 < x2 < · · · < xn = b промiжку [a, b] можна побудувати некласичну ма-
жоранту i дiаграму Ньютона. Звiдси випливає, що користуючись алгоритмом,
наведеним в [5], завжди можна знайти абсолютний максимуму функцiї f (x) з
заданою точнiстю.

Розглянемо тепер випадок, коли функцiя f (x) на промiжку [a, b] має скiн-
ченну кiлькiсть точок розриву першого роду. Вважаємо, що цi точки розриву
вiдомi. Нам потрiбно довизначити функцiю f (x) в точках розриву так, щоб во-
на стала визначеною в усiх точках промiжку [a, b]. Тодi для будь-якої системи
точок a = x1 < x2 < · · · < xn = b, в яку входять усi точки розриву, буде iснувати
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некласична мажоранта i дiаграма Ньютона i можна буде використати алгоритм,
наведений в [5], для вiдшукання з заданою точнiстю абсолютного максимуму
функцiї f (x). Довизначення функцiї f (x) в точках розриву вiдбувається так.

Нехай x̄ − точка розриву першого роду функцiї f (x). Тодi можливi такi
випадки:

1) lim
x→x̄−0

f (x) = lim
x→x̄+0

f (x) = c;

2) lim
x→x̄−0

f (x) = c, lim
x→x̄+0

f (x) = d, c 6= d;

3) f (x̄) = c, lim
x→x̄+0

f (x) = d;

4) f (x̄) = c, lim
x→x̄−0

f (x) = d.

Тодi у першому випадку приймаємо f (x̄) = c; у другому − f (x̄) = c, якщо
c > d, або f (x̄) = d, якщо c < d; у третьому i четвертому - f (x̄) = c, якщо c ≥ d,
або f (x̄) = d, якщо c < d.

Отже, маючи функцiю, визначену в усiх точка промiжку [a, b], вибираємо
вiдповiдним чином систему точок, в яку входять усi точки розриву, i викори-
стовуємо алгоритм, наведений в [5], для вiдшукання абсолютного максимуму з
заданою точнiстю функцiї f (x).

Розглянемо приклади.

Приклад 1. y = [sin x] → max на [0; π]. Графiк якої зображено на мал.1.
Точкою розриву є точка π

2
i lim

x→π
2
+0

y = 1, lim
x→π

2
−0

y = 1, тодi беремо f
(

π
2

)
= 1 .

Рис. 1
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Рис. 2

Приклад 2. y = 2|x−1|
x2−x3 → min на

[
1
2
; 2

]
. Графiк якої зображено на мал. 2.

Точкою розриву є точка 1 lim
x→1−0

y = 2, lim
x→1+0

y = −2 тодi беремо f (1) = −2.

Приклад 3. y = |sin x|
sin x

+ cos x → max на [−π; π]. Графiк якої зображе-
но на мал. 3. Точками розриву є точки −π, 0, π, lim

x→−π+0
y = −2, lim

x→0−0
y = 0,

lim
x→0+0

y = 2, lim
x→π−0

y = 0. Тодi беремо f (−π) = −2; f (0) = 2; f (π) = 0.
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Рис. 3

Розглянемо тепер задачу вiдшукання абсолютного екстремуму функцiї двох
дiйсних змiнних.

Нехай функцiя f (x, y) 6= const є неперервною в областi
D = {a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d} i для всiх (x, y) ∈ D виконується умова f (x, y) > 0.
Побудуємо для функцiї f (x, y) за значеннями (xi, yj)
(i = 1, 2, . . . , n; j = 1, 2, . . . , m), де a = x1 < x2 < · · · < xn = b,
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c = y1 < y2 < · · · < yn = d, некласичну дiаграму Ньютона [3, 4]. В цьому ви-
падку дiаграма Ньютона буде опуклою багатогранною поверхнею. Тодi, якщо
f (x, y) має єдину точку абсолютного максимуму, то справедлива теорема.

Теорема 2. Серед точок (xi, yj) (i = 1, 2, . . . , n; j = 1, 2, . . . ,m) iснує єдина
точка (xk, yl), для якої виконуються умови

Rkl (x) ≤ 1, Rk+1,l (x) ≥ 1, Rkl (y) ≤ 1, Rk,l+1 (y) ≥ 1.

Доведення. Припустимо, що iснує iнша точка (xs, yr), для якої виконуються
умови: Rsr (x) ≤ 1, Rs+1,r (x) ≥ 1, Rsr (y) ≤ 1, Rs,r+1 (y) ≥ 1.

Нехай k < s, тодi Rkl (x) ≤ 1, Rk+1,l (x) ≥ 1, . . . , Rsr (x) ≤ 1, Rs+1,r (x) ≥ 1.
Нехай s < k, тодi Rsr (x) ≤ 1, Rs+1,r (x) ≥ 1, . . . , Rkl (x) ≤ 1, Rk+1,l (x) ≥ 1.
Нехай l < r, тодi Rkl (y) ≤ 1, Rk,l+1 (y) ≥ 1, . . . , Rsr (y) ≤ 1, Rs,r+1 (y) ≥ 1.
Нехай r < l, тодi Rsr (y) ≤ 1, Rs,r+1 (y) ≥ 1, . . . , Rkl (y) ≤ 1, Rk,l+1 (y) ≥ 1.
Виконання таких нерiвностей суперечить умовам:
Rij (x) ≤ Ri+1,j (x) (i = 1, 2, . . . , n− 1; j = 1, 2, . . . , m) ,
Rij (y) ≤ Ri,j+1 (y) (j = 1, 2, . . . , m− 1; i = 1, 2, . . . , n) . Ми прийшли до про-

тирiччя, тобто точка (xk, yl) є єдина.

Теорема 3. Для будь-якої функцiї f (x, y) 6= const, заданої в областi
D = {a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d}, для якої |f (x, y)| ≤ M < ∞ завжди при будь-якому
початковому наближеннi з заданою точнiстю можна знайти її абсолютний
екстремум, використовуючи алгоритм, наведений в [6].

Доведення. Припустимо, що потрiбно знайти абсолютний екстремум
функцiї f (x, y) в областi D = {a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d}. Не зменшуючи загаль-
ностi, вважатимемо, що f (x, y) > 0 для всiх x ∈ D. Якщо f (x, y) ∈ C (D), то
функцiя визначена в усiх точках областi D. Тодi для будь-якої системи точок
a = x1 < x2 < · · · < xn = b, c = y1 < y2 < · · · < yn = d областi D можна
побудувати некласичну мажоранту i дiаграму Ньютона. Звiдси випливає, що,
користуючись алгоритмом, наведеним в [6], завжди можна знайти абсолютний
максимум функцiї f (x, y) з заданою точнiстю.

Розглянемо тепер випадок, коли функцiя f (x, y) в областi
D = {a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d} має лiнiю розриву i ця лiнiя розриву визначається
скiнченною сукупнiстю точок розриву (x̄, ȳ) першого роду. Вважаємо, що ця су-
купнiсть точок розриву вiдома. Нам потрiбно довизначити функцiю f (x, y) в то-
чках розриву так, щоб вона стала визначеною в усiх точках областi
D = {a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d}.

Тодi для будь-якої системи точок a = x1 < x2 < · · · < xn = b,
c = y1 < y2 < · · · < yn = d, в яку входять усi точки розриву, буде iснувати не-
класична мажоранта i дiаграма Ньютона i можна буде використати алгоритм,
наведений в [6], для вiдшукання з заданою точнiстю абсолютного максимуму
функцiї f (x, y). Довизначення функцiї f (x, y) у кожнiй точцi сукупностi вiдбу-
вається так.

Нехай (x̄, ȳ) одна iз точок сукупностi. Тодi можливi такi випадки:

1) lim
x → x̄− 0
y → ȳ − 0

f (x, y) = lim
x → x̄ + 0
y → ȳ + 0

f (x, y) = q;

2) lim
x → x̄− 0
y → ȳ − 0

f (x, y) = q, lim
x → x̄ + 0
y → ȳ + 0

f (x, y) = g, q 6= g;
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3) f (x̄, ȳ) = q, lim
x → x̄ + 0
y → ȳ + 0

f (x, y) = g;

4) f (x̄, ȳ) = q, lim
x → x̄− 0
y → ȳ − 0

f (x, y) = g;

Тодi у першому випадку приймаємо f (x̄, ȳ) = q; у другому f (x̄, ȳ) = q, якщо
q > g, або f (x̄, ȳ) = g, якщо q < g; у третьому i четвертому f (x̄, ȳ) = q, якщо
q > g, або f (x̄, ȳ) = g, якщо q < g.

Отже, маючи функцiю, визначену в усiх точках областi D, вибираємо вiд-
повiдним чином систему точок, в яку входять усi точки лiнiї розриву, i викори-
стовуємо алгоритм, наведений в [6], для вiдшукання абсолютного максимуму з
заданою точнiстю функцiї f (x, y).

Розглянемо приклад.

Приклад 4. z = [sin (xy)] → max в областi
D = {0 ≤ x ≤ π , 0 ≤ y ≤ π} . Лiнiєю розриву є дуга y = π

2x
, 0 < x ≤ π

i вона визначається сукупнiстю точок
(
x, π

2x

)
для яких ∀ x, 0 < x ≤ π

lim
y→ π

2x
−0

z = lim
y→ π

2x
+0

z = 1, тодi беремо f
(
x, π

2x

)
= 1.
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