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Розв’язнiсть нелокальної задачi для системи рiвнянь з частинними
похiдними зi зсувами аргументiв

The existence and uniqueness conditions of solution for the problem of one parameter nonlocal
twopoits conditions by time variable t for typeless system of differential equations, which contains
the value of original solution in the points shifted to the constant value ξj for the spatial variable
x = (x1, . . . , xp) are established. The solution sought in the class of Sobolev spaces 2π-periodic for
variable x vector functions. Solvability of the problem for almost all (except for sets of arbitrarily
small measure) values of parameter µ in nonlocal conditions are proved. Established lower bounds
of small denominators that arise in studying the smoothness of the solution.

Встановлено умови iснування та єдиностi розв’язку задачi з двоточковими нелокальними умо-
вами за часовою змiнною t з одним параметром для безтипної системи диференцiальних рiв-
нянь з частинними похiдними, яка мiстить значення шуканого розв’язку у точках, зсунутих
на сталi величини ξj за просторовою змiнною x = (x1, . . . , xp). Розв’язок шукається у кла-
сi просторiв Соболєва 2π-перiодичних за змiнною x вектор-функцiй. Доведено розв’язнiсть
задачi для майже всiх (за винятком множини, як завгодно малої мiри) значень параметра
µ у нелокальних умовах. Встановлено оцiнки знизу малих знаменникiв, що виникають при
дослiдженнi гладкостi розв’язку.

1. Постановка задачi. В областi Dp = [0, T ] × Ωp
2π, що є декартовим до-

бутком вiдрiзка [0, T ] часової змiнної t та p-вимiрного тора Ωp
2π просторових

змiнних x = (x1, . . . , xp), розглядається задача з нелокальною умовою для анi-
зотропної системи m рiвнянь з частинними похiдними зi зсувами аргумента x:

∂u

∂t
= A1(D)uξ1 + · · ·+ AQ(D)uξQ

+ f, ξj ∈ Ωp
2π, j = 1, . . . , Q, (1)

u|t=0 − µu|t=T = ϕ, (2)

де T > 0, Aj(D) = A
(
− i

∂

∂x1

, . . . ,−i
∂

∂xp

)
—диференцiальнi вирази зi сталими

матричними коефiцiєнтами, число µ належить множинi OM —кругу радiуса M з
центром у початку координат комплексної площини C, f та ϕ— вiдомi функцiї,
u—шуканий розв’язок, uξ —функцiя u зi зсувом ξ.

Рiвняння в (1) при всiх t ∈ [0, T ] i умови в (2) розумiємо, як рiвностi функцiй
у просторi узагальнених перiодичних функцiй T′, де T —простiр тригонометри-
чних 2π-перiодичних многочленiв вiд p змiнних x1, . . . , xp.

Якщо вектор-функцiя ϕ належить простору (T′)m, то вiрнi формули [1]

ϕ = ϕ(x) =
∑

k∈Zp

ϕke
i(k,x), 〈ϕ, ψ〉 =

∑

k∈Zp

ψH
k ϕk, 〈ψ, ψ〉 =

∑

k∈Zp

ψH
k ψk =

∑

k∈Zp

‖ψk‖2,

де ϕk — вектор-стовпець iз простору Cm, 〈ϕ, ψ〉—дiя узагальненої вектор-функ-
цiї ϕ на вектор-функцiю ψ =

∑
k∈Zp

ϕke
i(k,x) ∈ Tm, ψH

k — ермiтово спряжений з

вектором ψk вектор, ‖ · ‖— евклiдова норма в Cm.
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Розв’язок u задачi (1), (2) — 2π-перiодична вектор-функцiя u(t, x) змiнних
x1, . . . , xp —має вигляд u =

∑
k∈Zp

uk(t)e
i(k,x), а функцiя uξ зi зсувом ξ ∈ Ωp

2π ви-

значається функцiєю u за формулою

〈uξ, ψ〉 =
∑

k∈Zp

ei(k,ξ)ψH
k uk(t) ≡ 〈uξ, ψ(· − ξ)〉,

де (k, ξ)— скалярний добуток у просторi Rp векторiв k та ξ.
Якщо u— гладка (за змiнною x) функцiя, то uξ(t, x) = uξ(t, x+ξ). Очевидно,

що u = uξ, якщо ξ = 0.
Оператор F (D) на просторi (T′)m визначаємо дiєю F (D)ϕ =

∑
k∈Zp

F (k)ϕke
i(k,x),

зокрема D̃ϕ =
∑

k∈Zp

k̃ ϕke
i(k,x), де F (k)—квадратна матриця, ϕ =

∑
k∈Zp

ϕke
i(k,x),

k̃ = (1 + k2
1 + . . . + k2

p)
1/2.

2. Простори функцiй. Означення розв’язку. Простiр Hq(Ω
p
2π) визнача-

ється рiвнiстю

Hq(Ω
p
2π) =

{
ϕ ∈ (T′)m : ‖ϕ;Hq(Ω

p
2π)‖2 =

∑

k∈Zp

k̃ 2q‖ϕk‖2 < ∞
}

,

де q ∈ R. Це соболєвський простiр 2π-перiодичних вектор-функцiй залежних
вiд змiнної x. При q = 0 отримуємо простiр

(
L2(Ω

p
2π)

)m. Множина
{
Hq(Ω

p
2π)

}
q∈R

просторiв Hq(Ω
p
2π) утворює шкалу гiльбертових просторiв.

Простiр HN
d̄,q

(Dp), де d̄ = (d1, . . . , dm) ∈ Rm, q ∈ R, N ∈ R, складається з
вектор-функцiй u = u(t, x) = col(u1, . . . , um), якi задовольняють умови:

col
(
D̃d1u1, . . . , D̃

dmum

) ∈ C
(
[0, T ];Hq(Ω

p
2π)

)
,

col
(
D̃d1

∂u1

∂t
, . . . , D̃dm

∂um

∂t

)
∈ C

(
[0, T ];Hq−N(Ωp

2π)
)
.

Простiр HN
d̄,q

(Dp)— банахiв з нормою

‖u;HN
d̄,q(D

p)‖2 =
1∑

j=0

∥∥∥ col
(
D̃d1

∂ju1

∂tj
, . . . , D̃dm

∂jum

∂tj

)
;C

(
[0, T ];Hq−jN(Ωp

2π)
)∥∥∥

2

.

Простiр Hd̄,q(Ω
p
2π) складається з вектор-функцiй ϕ = ϕ(x) = col(ϕ1, . . . , ϕm),

якi задовольняють умову включення col
(
D̃d1ϕ1, . . . , D̃

dmϕm

) ∈ Hq(Ω
p
2π).

Означення 1. Розв’язком задачi (1), (2) у просторi HN
d̄,q

(Dp) називаємо
вектор-функцiю u ∈ HN

d̄,q
(Dp), яка задовольняє систему рiвнянь (1) для всiх

t ∈ [0, T ] та умову (2).

Означення 2. Задача (1), (2) розв’язна у просторi HN
d̄,q

(Dp) з ймовiрнiстю
на множинi OM не меншою, нiж ε, якщо вона має єдиний розв’язок у просторi
HN

d̄,q
(Dp) для кожного µ ∈ W , де W — деяка вимiрна пiдмножина множини

OM , мiра якої meas W не менша, нiж ε ·meas OM .
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3. Побудова розв’язку. Замiсть вектор-функцiй

u =
∑

k∈Zp

uk(t)e
i(k,x), f =

∑

k∈Zp

fk(t)e
i(k,x), ϕ =

∑

k∈Zp

ϕke
i(k,x)

введемо вектор-функцiї

U =
∑

k∈Zp

Uk(t)e
i(k,x), F =

∑

k∈Zp

Fk(t)e
i(k,x), Φ =

∑

k∈Zp

Φke
i(k,x)

за формулами

Uk(t) = Zkuk(t), Fk(t) = Zkfk(t), Φk = Zkϕk,

де Zk = diag
(
k̃ d1 , . . . , k̃ dm

)
, тодi розв’язування задачi (1), (2) полягає у розв’я-

заннi для кожного вектора k ∈ Zp нелокальної двоточкової задачi для системи
звичайних диференцiальних рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами, а саме

U ′
k = k̃ NA(k)Uk + Fk, (3)

Uk(0)− µUk(T ) = Φk. (4)

Матриця A(k) =
(
aαβ(k)

)m

α,β=1
формується з матриць A1(k), . . . , AQ(k) i за-

лежить вiд чисел ξ1, . . . , ξQ. Вона визначається рiвнiстю [2]

A(k) = k̃ −NZk

(
ei(k,ξ1)A1(k) + . . . , ei(k,ξQ)AQ(k)

)
Z−1

k .

Дiйснi числа d1, . . . , dm та N вибираємо з умови max
1≤α,β≤m

sup
k∈Zp

∣∣aαβ(k)
∣∣ < ∞. Вони

використовуються для простору HN
d̄,q

(Dp), як незмiннi параметри, що пов’язанi
з системою (1), натомiсть q —довiльне фiксоване дiйсне число.

Отже, матричний оператор A(D) є обмеженим (псевдодиференцiальним)
оператором.

Взявши Uk(t) у виглядi Uk(t) = ek̃ NA(k)(t−T )Ck(t) маємо задачу

C ′
k(t) = ek̃ NA(k)(T−t)Fk(t),

e−k̃ NA(k)T Ck(0)− µCk(T ) = Φk,

яка має єдиний розв’язок

Ck(t) =
(
e−k̃ NA(k)T − µE

)−1
(
Φk + µ

∫ T

0

ek̃ NA(k)(T−τ)Fk(τ) dτ+

+

∫ t

0

ek̃ NA(k)(T−τ)Fk(τ) dτ
)

тодi i тiльки тодi, коли µ /∈ {
µ ∈ C : det

(
e−k̃ NA(k)T − µE

)
= 0

}
, тобто коли µ не

є власним значенням оператора e−k̃ NA(D)T , де E — одинична матриця.
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Позначимо ρ0(λ, t) = e−k̃ Nλt
(
e−k̃ NλT − µE

)−1, де λ ∈ C, t ∈ R, тодi розв’язок
задачi (3), (4) визначається формулою

Uk(t) = ρ0

(
A(k), T − t

)
Φk +

∫ t

0

ρ0

(
A(k), T − t + τ

)
Fk(τ) dτ+

+ µ

∫ T

t

ρ0

(
A(k), τ − t

)
Fk(τ) dτ. (5)

Матриця ρ0

(
A(k), t

)
, що породжується функцiєю ρ0(λ, t), подається рiзними

способами:

ρ0

(
A(k), t

)
= e−k̃ NA(k)t

(
e−k̃ NA(k)T − µE

)−1
=

= ek̃ NA(k)(T−t)
(
E − µek̃ NA(k)T

)−1
=

(
ek̃ NA(k)(t−T ) − µek̃ NA(k)t

)−1
.

Нехай λj(k) позначає власне значення матрицi A(k) з кратнiстю αj(k), де
j = 1, . . . , γ(k), α1(k) + . . . + αγ(k)(k) = m, характеристичний многочлен l(λ, k)
цiєї матрицi має вигляд

l(λ, k) = det
(
λE − A(k)

)
=

γ(k)∏
j=1

(
λ− λj(k)

)αj(k)
=

= λm + l1(k)λm−1 + · · ·+ lm−1(k)λ + lm(k).

Оскiльки множина матриць
{
A(k)

}
— обмежена, то обмеженими є числа λj(k),

а також числа k̃ N−nλj(k), де n ≤ N — зведений порядок системи рiвнянь з ча-
стинними похiдними (1), тобто n = max

j=1,...,m
(nj/j), а nj вибираються як найменшi

числа, для яких є обмеженою величина max
j=1,...,m

sup
k∈Zp

(|lj(k)|/k̃ nj
)
.

Умова
∣∣e−k̃ Nλj(k)T −µ

∣∣ > 0 для всiх k ∈ Zp є необхiдною i достатньою умовою
розв’язностi задачi (1), (2) у просторах функцiй зi значеннями у просторi (T′)m

узагальнених 2π-перiодичних функцiй. Ця умова не є достатньою для iснування
розв’язку зi значенням у соболєвських просторах Hq(Ω

p
2π) оскiльки, взагалi,

min
j=1,...,m

inf
k∈Zp

∣∣e−k̃ Nλj(k)T − µ
∣∣ = 0; необхiдною, як доведено у [2, 3], є умова

min
j=1,...,m

inf
k∈Zp

(
k̃ L

∣∣e−k̃ Nλj(k)T − µ
∣∣) > 0,

де L—деяке дiйсне число.
Доведемо, що пiсля вилучення з множини OM точок e−k̃ Nλj(k)T спектра опе-

ратора e−k̃ NA(D)T з деякими їх околами, задача (1), (2) однозначно розв’язна з
ймовiрнiстю близькою до одиницi у шкалi соболєвських просторiв.

Подамо формулу (5) у зручнiшому виглядi, використовуючи для зображення
функцiй вiд матрицi роздiленi рiзницi [4].

4. Роздiленi рiзницi та функцiї вiд матрицi. Позначимо через RΛ(f(λ))
роздiлену рiзницю для комплекснозначної функцiї f(λ) i набору

Λ = (λ1, . . . , λ1︸ ︷︷ ︸
α1

, . . . , λγ, . . . , λγ︸ ︷︷ ︸
αγ

)
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комплексних чисел, де λi 6= λj при i 6= j, α1 + . . . + αγ = s, причому число s− 1
називається порядком роздiленої рiзницi.

Вiдомо [2, 4], що RΛ(f(λ)) =
s∑

j=1

f(λj)
s∏

i=1,i6=j

(λj − λi)
при γ = 1, а при γ = s

RΛ(f(λ)) =
f (s−1)(λ1)

(s− 1)!
; у загальному випадку для аналiтичної у точках λ1, . . . , λγ

функцiї f(λ) справджується формула

RΛ(f(λ)) =

γ∑
j=1

1

(αj − 1)!

( ∂

∂λ

)αj−1
(

f(λ)
γ∏

i=1,i6=j

(λ− λi)αj

)∣∣∣∣
λ=λj

; (6)

якщо ж функцiя аналiтична в опуклiй областi, що мiстить точки λ1, . . . , λγ, то

RΛ(f(λ)) =

∫ 1

0

∫ t1

0

· · ·
∫ tγ−2

0

f (s−1)
( γ∑

i=1

ti−1(λi − λi−1)
)
×

×
γ∏

j=1

(tj−1 − tj)
αj−1

(αj − 1)!
dt1 · · · dtγ−1, (7)

де t0 = 1, λ0 = tγ = 0, f (s−1)(λ) = ds−1f(λ)/dλs−1.
З формул (6) та (7) випливають властивостi: RΛ(f(λ)) = 0, якщо виконує-

ться рiвнiсть f(λ) = (λ− λ1)
α1 · · · (λ− λγ)

αγg(λ), де g(λ)— аналiтична в точках
λ1, . . . , λγ функцiя; також RΛ(f(λ)) = f0, якщо f(λ) = f0λ

s−1+f1λ
s−2+. . .+fs−1;

RΛ(f(λ)) є лiнiйним щодо f функцiоналом i не залежить вiд упорядкування s
точок у наборi Λ.

Нехай λ̄ 6= ¯̄λ, де числа λ̄ i ¯̄λ належать набору Λ, набiр Λ̄, утворений з на-
бору Λ вилученням ¯̄λ або зменшенням його кратностi на одиницю, а набiр ¯̄Λ—
вилученням (або зменшенням кратностi на одиницю) λ̄, тодi роздiленi рiзницi
для наборiв Λ, Λ̄ та ¯̄Λ пов’язанi рiвнiстю

RΛ(f(λ)) =
RΛ̄(f(λ))−R ¯̄Λ(f(λ))

λ̄− ¯̄λ
. (8)

Розглянемо функцiю f(A(k)) вiд матрицi A(k), яка є матрицею порядку m, що
iснує, коли iснує вектор значень функцiї f на спектрi λj(k) матрицi A(k), тобто
вектор-стовпець

fA(k) = col
(f(λj(k))

0!
,
f ′(λj(k))

1!
, . . . ,

f (αj(k)−1)(λj(k))

(αj(k)− 1)!

)∣∣∣
j=1,...,γ(k)

,

i визначається формулою дiї на довiльний вектор C:

f
(
A(k)

)
C =

(
C, A(k)C, . . . , Am−1(k)C

)(
W T

A(k)

)−1
fA(k), (9)

де WA(k) —матриця Вандермонда для випадку кратних коренiв, а саме

WA(k) =
(
WA(k)(1), . . . , WA(k)

(
γ(k)

))
,

WA(k)(α) =
( 1

(j − 1)!

( d

dλα

)j−1(
λi−1

α (k)
))

i=1,...,m
j=1,...,αj(k)

.
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Для транспонованої матрицi W T
A(k) справджується [5, 6] рiвнiсть

(
W T

A(k)

)−1
=




lm−1(k) lm−2(k) . . . l1(k) 1
. . . . . . . . . . . . . . .
l1(k) 1

1


×

×WA(k) ·
(
diag

((
l(i+j−1)(λα(k), k)

)αd(k)

i,j=1

)γ(k)

d=1

)−1

. (10)

Якщо γ(k) = m, то остання матриця має чисто дiагональний вигляд, а саме

diag
(
l′
(
λ1(k), k

)
, . . . , l′

(
λm(k), k

))−1

. В цьому ж випадку вираз для fA(k) —про-

стiший, тобто fA(k) = col
(
f(λ1(k), . . . , f(λm))

)
, тому

WA(k) ·diag
( 1

l′
(
λj(k), k

)
)m

j=1
fA(k) = col

(
RΛ(f(λ)), RΛ(λf(λ)), . . . , RΛ(λm−1f(λ))

)
,

f
(
A(k)

)
C=

(
C, A(k)C, . . . , Am−1(k)C

)×

×




lm−1(k) lm−2(k) . . . l1(k) 1
. . . . . . . . . . . . . . .
l1(k) 1

1







RΛ(f(λ))
RΛ(λf(λ))

. . .
RΛ(λm−1f(λ))


 .

Цi двi формули випливають з рiвностей (9) та (10).
Замiсть функцiї f(λ) розглянемо функцiю eλyf(λ), яка збiгається при y = 0 з

f(λ), тодi RΛ

(
λjf(λ)

)
= RΛ

(
λjeλyf(λ)

)∣∣
y=0

= ∂jRΛ

(
eλyf(λ)

)
/∂yj

∣∣
y=0

i з рiвностi

l(λ, k)− l(λ̄, k)

λ− λ̄
=

(
1, λ, . . . , λm−1

)



lm−1(k) lm−2(k) . . . l1(k) 1
. . . . . . . . . . . . . . .
l1(k) 1

1







1
λ̄
. . .

λ̄m−1




маємо остаточне зображення функцiї вiд матрицi

f
(
A(k)

)
= I

( ∂

∂y
,A(k), k

)
RΛ(k)

(
eλyf(λ)

)∣∣∣
y=0

. (11)

У цiй формулi I є диференцiальним оператором порядку m−1 з матричними
коефiцiєнтами (коефiцiєнт при старшiй похiднiй — одинична матриця), а саме [3]

I
( ∂

∂y
,A(k), k

)
=

(
l
(
A(k), k

)− l
( ∂

∂y
E, k

))(
A(k)− ∂

∂y
E

)−1

=

=

∫ 1

0

l′
(
τ

∂

∂y
E + (1− τ)A(k), k

)
dτ. (12)

Оскiльки RΛ(k)

(
eλyf(λ)

)
неперервно залежить вiд елементiв набору Λ(k), то

формула (11) справджується також i при γ(k) < m, тобто для випадку кра-
тного спектру матрицi A(k).
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5. Винятковi множини. Оцiнки малих знаменникiв та роздiлених
рiзниць. Використаємо формулу (11) до функцiї вiд матрицi ρ0

(
A(k), t

)
, де

ρ0(λ, t) = e−k̃ Nλt
(
e−k̃ NλT − µE

)−1. Тодi отримуємо зображення розв’язку

Uk(t) = I
( ∂

∂y
,A(k), k

)
RΛ(k)

(
eλyρ0(λ, T − t)

)∣∣∣
y=0

Φk+

+

∫ t

0

I
( ∂

∂y
,A(k), k

)
RΛ(k)

(
eλyρ0(λ, T − t + τ)

)∣∣∣
y=0

Fk(τ) dτ+

+ µ

∫ T

t

I
( ∂

∂y
,A(k), k

)
RΛ(k)

(
eλyρ0(λ, τ − t)

)∣∣∣
y=0

Fk(τ) dτ,

або, позначивши G(λ, t) = ρ0(λ, T −t)Φk +
t∫

0

ρ0(λ, T −t+τ)Fk(τ) dτ +µ
T∫
t

ρ0(λ, τ−
t)Fk(τ) dτ , компактне зображення

Uk(t) = I
( ∂

∂y
,A(k), k

)
RΛ(k)

(
eλyG(λ, t)

)∣∣∣
y=0

. (13)

Оцiнимо евклiдову норму вектора Uk(t) використавши формулу (12). Розви-
ваючи за формулою Маклорена

l′
(
τE + (1− τ)A(k), k

)
=

m∑
χ=1

τχ−1

(χ− 1)!
l(χ)

(
(1− τ)A(k), k

)
,

з (13) отримуємо рiвнiсть

Uk(t) =

∫ 1

0

m∑
χ=1

τχ−1

(χ− 1)!
l(χ)

(
(1− τ)A(k), k

)
dτ ·RΛ(k)

(
λχ−1G(λ, t)

)
,

а також нерiвнiсть
∥∥Uk(t)

∥∥2 ≤ C1 max
χ=1,...,m

∥∥RΛ(k)

(
λχ−1G(λ, t)

)∥∥2
, (14)

де стала C1 не залежить вiд вектора k, внаслiдок обмеженостi матриць A(k) та
коефiцiєнтiв многочлена l(λ, k).

Щоб оцiнити зверху роздiленi рiзницi RΛ(k)

(
λχ−1G(λ, t)

)
треба вмiти (фор-

мули (6), (7)) оцiнювати зверху функцiю G(λ, t) та її похiднi за змiнною λ в
опуклiй оболонцi комплексних чисел λ1(k), . . . , λγ(k)(k). В такiй областi меро-
морфна функцiя G(λ, t), взагалi, має полюси, тобто є необмеженою, якщо не
накладати певнi умови на параметр µ, вимагаючи щоб вiн не входив у вiдпо-
вiднi винятковi множини. Можна також накладати аналогiчнi умови на вектор
зсуву ξj, j = 1, . . . , Q, при фiксованому µ.

Знаменники функцiй ρ0(λk, t) та їх похiдних (всi цi функцiї лiнiйно входять
у роздiленi рiзницi RΛ(k)

(
λχ−1G(λ, t)

)
) є малими знаменниками задачi i вико-

ристання виняткових множин малої мiри є варiантом метричного пiдходу до
оцiнюванн малих знаменникiв [7, 8].

Побудуємо винятковi множини на комплекснiй площинi для параметра µ.
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Виберемо вiд’ємне число r i додатнi числа κ та ε iз таких умов: r < −p/2,
κ2 · 32mT 2ζ(r) = π, ε < 1. Якщо m = 1, то додатково

√
ε < ln 2/(2κT ); якщо

m > 1, то ln 2/(2κT ) = ln 2
√

8mζ(r)/π ≥
√

8m/π/2 =
√

2m/π > 1, тобто також√
ε < ln 2/(2κT ).
Позначимо κ1 = κ1(k) =

√
εκk̃ r та µj(k) = e−k̃ Nλj(k)T i введемо множини

Bj(k) для тих j ∈ {1, . . . , γ(k)} та k ∈ Zp, що задовольняють умову |µj(k)| < 2M ,
за формулою

Bj(k) =
{

λ ∈ C :
∣∣ Re(λ− λj(k))

∣∣ ≤ κ1

2
,
∣∣ Im(λ− λj(k))

∣∣ ≤ κ1

2

}
. (15)

Кожна множина Bj(k) є квадратом зi стороною κ1 та центром λj(k) у компле-
кснiй площинi змiнної λ.

Нехай множина Bj,2(k)— образ квадрата Bj(k) при вiдображеннi λ7→e−k̃ NλT ,
а множина Bj,1(k)— образ концентричного до Bj(k) квадрата зi стороною 2κ1,
тодi

Bj,i(k) =
{

µ ∈ C : e−κ121−iT ≤
∣∣∣ µ

µj(k)

∣∣∣ ≤ eκ121−iT ,
∣∣∣ arg

µ

µj(k)

∣∣∣ ≤ κ12
1−iT

}
. (16)

Множина Bj,i(k є частиною кiльця
{

µ ∈ C : e−κ121−iT ≤
∣∣∣ µ

µj(k)

∣∣∣ ≤ eκ121−iT
}
, яку

видно з початку координат пiд кутом κ12
2−iT . Площа (мiра) множини Bj,1(k),

яку назвемо винятковою множиною для заданого k, обчислюється за формулою

meas Bj,1(k) =
2κ1T

2π
· (π|µj(k)|2e2κ1T − π|µj(k)|2e−2κ1T

)
=

= κ1T |µj(k)|2(e2κ1T − e−2κ1T
)
.

Оскiльки e2κ1T < 2 i
ey2κ1T − ey1κ1T

y2 − y1

= κ1Tey3κ1T ≤ κ1Tey2κ1T , де y3 ∈ (y1, y2), то

meas Bj,1(k) < 4
(
κ1T |µj(k)|)2

e2κ1T ≤ (4κ1TM)2e2κ1T < 32(κ1TM)2.

Об’єднаємо винятковi множини Bj,1(k) в одну множину Bε i знайдемо її мiру.
Отже, Bε =

⋃
k∈Zp

⋃
j=1,...,γ(k)
|µj(k)|≤2M

Bj,1(k), тому

meas Bε =
∑

k∈Zp

∑

j=1,...,γ(k)
|µj(k)|≤2M

meas Bj,1(k) ≤ 32(MT )2
∑

k∈Zp

κ2
1 .

Враховуючи визначення κ1 та κ, отримуємо нерiвнiсть для мiри виняткової
множини

meas Bε < 32mT 2ζ(r)κ2εM2 = επM2 = ε ·meas OM . (17)

Далi перетворюємо набори Λ(k) роздiлених рiзниць RΛ

(
G(λ, t)

)
за форму-

лою (8) так, щоб елементи кожного з нових наборiв належали до однiєї з множин
Bj(k), а параметр µ вважаємо елементом множини

W = OM \Bε, (18)
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причому з формули (17) випливає, що meas W ≥ (1− ε) ·meas OM .
Позначимо через b(k) максимальне число елементiв (враховуючи їх кра-

тнiсть) набору Λ(k), якi мiстяться в деякому крузi радiуса κ1/2.
Очевидно, що min

(
α1(k), . . . , αγ(k)(k)

) ≤ b(k) ≤ m. Якщо b(k) = 1, то матри-
ця B(k) не має кратних власних значень i вiдстань мiж ними не менша κ1/2,
якщо ж b(k) = m, то кратнiсть власного значення може досягати m та всi вла-
снi значення належать кругу радiуса κ1/2. Позначимо через b верхню границю
послiдовностi b(k):

b = lim
k̃→∞

b(k); (19)

отже, лише для скiнченного числа векторiв k виконується нерiвнiсть b(k) > b.
Вибiр числа b для вихiдної системи (1) означає, що нескiнченне число ма-

триць A(k) систем (3) мають власнi значення λj(k) кратностi b i лише скiнченна
кiлькiсть матриць мають власнi значення кратностi b+1 або бiльшої кратностi.

Якщо λ̄ та ¯̄λ належать Λ(x) i
∣∣λ̄ − ¯̄λ

∣∣ ≥ κ1/2, то за формулою (8) маємо
оцiнку

∥∥RΛ

(
H(λ)

)∥∥2 ≤ (8/κ2
1)

(∥∥RΛ̄

(
H(λ)

)∥∥2
+

∣∣R ¯̄Λ

(
H(λ)

)∥∥2), де Λ̄ = Λ \ {¯̄λ},
¯̄Λ = Λ \ {λ̄}, H(λ)—m-вимiрний вектор.

Аналогiчно, якщо |λ̂− ˆ̂
λ| ≥ κ1/2, {λ̂,

ˆ̂
λ} ⊂ Λ̄ i Λ̂ = Λ̄ \ {ˆ̂λ}, ˆ̂

Λ = Λ̄ \ {λ̂}, то
∥∥RΛ

(
H(λ)

)∥∥2 ≤
( 8

κ2
1

)2(∥∥RΛ̂

(
H(λ)

)∥∥2
+

∣∣R ˆ̂
Λ

(
H(λ)

)∥∥2
)

+
8

κ2
1

∣∣R ¯̄Λ

(
H(λ)

)∥∥2
.

Використовуємо таку процедуру для всiх роздiлених рiзниць до порядку b(k)−1
i до роздiлених рiзниць меншого порядку з наборами, дiаметри яких є не меншi
числа κ1/2. Оскiльки κ1(k) → 0 при k̃ →∞, то набори у роздiлених рiзницях,
як i множини Bj,1(k), стягуються до вiдповiдних точок комплексної площини.

Нехай Λχ
β —набiр з β власних значень матрицi A(k), що вiдповiдає роздiле-

нiй рiзницi RΛχ
β

(
λχ−1G(λ, t)

)
, яка є максимальною за нормою серед новоутво-

рених (пiсля повного використання формули (8)) рiзниць порядку β − 1, де
1 ≤ min

(
α1(k), . . . , αγ(k)(k)

) ≤ β ≤ b(k).
З нерiвностi (14) отримуємо наступну оцiнку зверху

∥∥Uk(t)
∥∥2 ≤ C2 max

χ=1,...,m

b(k)∑

β=min(α1(k),...,αγ(k)(k))

κ2(β−m)
1

∥∥RΛχ
β

(
λχ−1G(λ, t)

)∥∥2
, (20)

де стала C2 не залежить вiд k.
Якщо Λχ

β =
(
λj1(k), . . . , λjβ

(k)
)
, то опукла лiнiйна оболонка точок, що зо-

бражають числа λj1(k), . . . , λjβ
(k), належить множинi

β⋂
θ=1

Bjθ
(k) ⊂ Bj1(k) i не

перетинається з множиною W . Оскiльки функцiя G(λ, t) для всiх t ∈ [0, T ] є
аналiтичною на множинi Bj1(k), то вона аналiтична i в згаданiй лiнiйнiй обо-
лонцi, а тому з формули (7) отримуємо

RΛχ
β

(
λχ−1G(λ, t)

)
=

1

(β − 1)!

∂β−1
(
λχ−1G(λ, t)

)

∂λβ−1

∣∣∣∣
λ=λ∗

=

=

min(β,χ)−1∑
g=0

1

g!

∂g(λχ−1)

∂λg
· 1

(β − g − 1)!

∂β−g−1
(
G(λ, t)

)

∂λβ−g−1

∣∣∣∣
λ=λ∗

,
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де λ∗ ∈ Bj1(k). Враховуючи, вигляд функцiї G маємо

RΛχ
β

(
λχ−1G(λ, t)

)
=

min(β,χ)−1∑
g=0

Cg
χ−1λ

χ−g−1
(
ρβ−g−1(λ

∗, T − t)Φk+

+

t∫

0

ρβ−g−1(λ
∗, T − t + τ)Fk(τ) dτ + µ

T∫

t

ρβ−g−1(λ
∗, τ − t)Fk(τ) dτ

)
, (21)

де Cg
χ−1 — бiномнi коефiцiєнти, ρs(λ, t) =

1

s!

∂sρ0(λ, t)

∂λs
.

Лема 1. Нехай µ ∈ M , тодi функцiї ρs(λ, t), є аналiтичними в областях
Bj(k)× [0, T ] i мають оцiнку зверху

|ρs(λ, t)| ≤ es(T+1)
( θ√

ε

)s+1

k̃ sN−sr−r, s = 0, 1, 2, . . . , (22)

де θ = 8 max(1, 1/|µ|)
√

2πmζ(r) > 20.

Використовуючи формулу (22) для оцiнювання RΛχ
β

(
λχ−1G(λ, t)

)
iз (21) отри-

муємо

∥∥RΛχ
β

(
λχ−1G(λ, t)

)∥∥2 ≤ C3

min(β,χ)−1∑
g=0

εg−βk̃ 2(N−r)(β−g−1)−2r
(
‖Φk‖2 + max

t∈[0,T ]
‖Fk(t)‖2

)
,

на основi цiєї нерiвностi та формули (20) встановлюємо таку оцiнку:

‖Uk(t)‖2 ≤ C4 · ε−mk̃ 2N(b(k)−1)−2mr
(
‖Φk‖2 + max

t∈[0,T ]
‖Fk(t)‖2

)
. (23)

Iз рiвняння (3) оцiнюємо похiдну U ′
k(t), а саме

U ′
k(t)‖2 ≤ C5

(
k̃ 2N‖Uk(t)‖2 + ‖Fk(t)‖2

) ≤
≤ C6 · ε−mk̃ 2Nb(k)−2mr

(
‖Φk‖2 + max

t∈[0,T ]
‖Fk(t)‖2

)
. (24)

У знайдених вище оцiнках сталi C3–C6 не залежать вiд вектора k.
Доведемо тепер лему 1.
Доведення. Функцiї ρs(λ, t) аналiтичнi в областi Bj(k) при s ≥ 1, як похiднi

вiд аналiтичної функцiї ρ0(λ, t).
Формулу (22) доведемо за iндукцiєю, припустивши, що оцiнка є при s = 0:

|ρ0(λ, t)| ≤ θ√
ε
k̃ −r ≡ θ1√

ε
, (25)

Для s ≥ 1 введемо замiну змiнної λ на змiнну σ за формулою σ = −k̃ Nλ, тодi
ρ0(λ, t) = eσt/(eσT − µ) ≡ ρ∗0(σ, t),

∂sρ0(λ, t)

∂λs
≡ ρs(λ, t) = (−k̃ N)sρ∗s(σ, t) ≡ (−k̃ N)s ∂

sρ∗0(σ, t)

∂σs
.
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Нехай маємо нерiвнiсть |ρ∗l (σ, t)| ≤ el(T+1)
( θ1√

ε

)l+1

для l = 1, . . . , s− 1, тодi

max
l=1,...,s−1

|ρ∗l (σ, t)| ≤ e(s−1)(T+1)
( θ1√

ε

)s

.

Оскiльки eσt =
(
eσT − µ

)
ρ∗0(σ, t), то пiсля диференцiювання отримуємо

1

s!

∂seσt

∂σs
=

(
eσT − µ

)
ρ∗s(σ, t) +

s∑
j=1

1

j!

∂j
(
eσT − µ

)

∂σj
ρ∗s−j(σ, t),

або
ts

s!
eσt =

(
eσT −µ

)
ρ∗s(σ, t) + eσT

s∑
j=1

T j

j!
ρ∗s−j(σ, t). Знаходимо ρ∗s(σ, t) з останньої

рiвностi:

ρ∗s(σ, t) =
ts

s!
ρ∗0(σ, t)− ρ∗0(σ, T )

s∑
j=1

T j

j!
ρ∗s−j(σ, t).

Перейдемо до нерiвностей

|ρ∗l (σ, t)| ≤ ts

s!
e(s−1)(T+1)

( θ1√
ε

)s

+
s∑

j=1

T j

j!
· e(s−1)(T+1)

( θ1√
ε

)s

· θ1√
ε

<

< 2
s∑

j=1

T j

j!
· e(s−1)(T+1)

( θ1√
ε

)s+1

< e · eT · e(s−1)(T+1)
( θ1√

ε

)s+1

= es(T+1)
( θ1√

ε

)s+1

.

Отримуємо твердження iндукцiї. Залишаєтьс лише довести нерiвнiсть (25).
Спочатку розглянемо перший випадок |µj(k)| ≥ 2M . Позначимо µ(k) =

e−k̃ NλT , тодi ρ0(λ, t) =
e−k̃ Nλt

µ(k)− µ
i |µj(k)|e−κ1T/2 ≤ |µ(k)| ≤ |µj(k)|eκ1T/2 у квадра-

тi Bj(k), де e2κ1T = e2
√

εκT k̃ r ≤ ek̃ r ln 2 = ek̃ r ≤ 2, тому

3M/2 < 23/4M ≤ 2−1/4|µj(k)| ≤ |µ(k)| ≤ 21/4|µj(k)|.

Далi отримуємо

|ρ0(λ, t)| = |µ(k)|t/T

|µ(k)− µ| =
|µ(k)|(t−T )/T

|1− µ/µ(k)| ≤ 3 max(1, 1/|µ(k)|) < max(3, 2/M),

а також

|ρ0(λ, t)| < k̃ −r

√
ε

max
(
3,

2

M

)
, (26)

У другому випадку |µj(k)| < 2M , а для числа µ(k) маємо три можливостi:
|µ(k)| ≤ |µ|/2, |µ(k)| ≥ 2|µ|, або |µ|/2 < |µ(k)| < 2|µ|. Отримаємо оцiнки для
кожної з можливостей.

Нехай |µ(k)| ≤ |µ|/2, тодi |µ(k)− µ| ≥ |µ|/2 i

|ρ0(λ, t)| ≤ 2|µ(k)|t/T

|µ| ≤ 2

|µ| max
(
1,
|µ|
2

)
≤ k̃ −r

√
ε

max
(
1,

2

|µ|
)
. (27)
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Нехай |µ(k)| ≥ 2|µ|, тодi |µ(k)− µ| = |1− µ/µ(k)| · |µ(k)| ≥ |µ(k)|/2 i

|ρ0(λ, t)| ≤ 2|µ(k)|(t−T )/T ≤ max
(
2,

2

|µ(k)|
)
≤ k̃ −r

√
ε

max
(
2,

1

|µ|
)
. (28)

Аналогiчно, за другою з нерiвностей |µ|/2 < |µ(k)| < 2|µ| отримуємо

|ρ0(λ, t)| = |µ(k)|t/T

|µ(k)− µ| ≤
max(1, |µ(k)|)
|µ(k)− µ| <

max(1, 2|µ|)
|µ(k)− µ| .

Знаменник |µ(k) − µ| не менший, нiж min |z1 − z2|, де z1 належить границi
областi Bj,1(k), а z2 — границi областi Bj,2(k). Цей мiнiмум досягається, якщо
z2 = e−k̃ N (λj(k)+(i+1)κ1/2)T , а z1 —проекцiя z2 на промiнь z = arg λj(k) − κ1T
i дорiвнює |µj(k)|e−κ1T/2 sin(κ1T/2). Оскiльки справджуютьс оцiнки κ1T/2 <
(ln 2)/4 < 1/4 < π/4 i sin x ≥ 2

√
2x/π при x ∈ [0, π/4], то sin(κ1T/2) ≥ √

2κ1T/π.
Тому iз нерiвностi |µj(k)| ≥ |µ(k)|e−κ1T/2 отримуємо знову оцiнку |µ(k) − µ| ≥
|µ(k)||e−κ1T/2

√
2κ1T/π > |µ|κ1T/2π, з якої випливає нерiвнiсть

|ρ0(λ, t)| ≤ 2π max(1, 2|µ|)
|µ|κ1T

≤ 2πk̃ −r

√
εκT

max
(
2,

1

|µ|
)
≤

≤ k̃ −r

√
ε
· 8

√
2mπζ(r) max

(
2,

1

|µ|
)
. (29)

Правi частини у формулах (26)–(29) оцiнюються числом θk̃ −r/
√

ε.
Лему доведено.
З оцiнок (23) та (24) випливає оцiнка шуканого розв’язку задачi (1), (2).
Позначимо Π проектор у просторi (T′)m, який функцiю ψ =

∑
k∈Zp

ψke
i(k,x)

вiдображає у многочлен Πψ =
∑

k∈Zp, b(k)>b

ψke
i(k,x). Цей проектор залежить вiд

ε, r, T , m. Кiлькiсть доданкiв у многочленi Πψ збiльшується при зменшеннi ε
та збiльшеннi m, T , r. Проектором є також оператор I − Π, де I — одиничний
оператор, причому (I − Π)ψ = ψ − Πψ.

Теорема 1. Нехай 0 < ε < min
(
1, 2 ln 2

√
2mζ(r)/π

)
, r < −p/2, число b

визначено за формулою (19), f ∈ C
(
[0, T ];X

)
i ϕ ∈ X, тодi задача (1), (2)

розв’язна у просторi HN
d̄,q

(Dp) з ймовiрнiстю на множинi OM не меншою, нiж
(1− ε), причому для всiх µ з множини W справджується оцiнка

‖(I − Π)u;HN
d̄,q(D

p)‖2 ≤ const · ε−m
(‖ϕ;X‖2 + ‖f ;C

(
[0, T ];X

)‖2
)
, (30)

де множина W визначається за формулою (18), X = Hd̄,q+N(b−1)−mr(Ω
p
2π).

Доведення. Якщо µ ∈ W , то iснують розв’язки Uk(t) задачi (3), (4) для
всiх k ∈ Zp. Отже, у випадку (I − Π)u ∈ HN

d̄,q
(Dp) для µ ∈ W , розв’язок u =

Πu + (I − Π)u задачi (1), (2) також належить HN
d̄,q

(Dp) для всiх µ ∈ W та
з нерiвностi meas W ≥ (1 − ε) · meas OM отримуємо твердження теореми про
розв’язнiсть задачi з ймовiрнiстю не меншою, нiж 1− ε.
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Обчислимо норму проекцiї (I − Π)u розв’язку задачi (1), (2) у просторi
HN

d̄,q
(Dp) використовуючи оцiнки (23) та (24), якi виконуються при b(k) ≤ b

для всiх k ∈ Zp:

‖(I − Π)u;HN
d̄,q(D

p)‖2 ≤ const · ε−m
∑

k∈Zp, b(k)≤b

k̃ 2q+2N(b−1)−2mr×

×
(
‖Φk‖2 + max

t∈[0,T ]
‖Fk(t)‖2

)
= const · ε−m

(‖ϕ;X‖2 + ‖f ;C
(
[0, T ];X

)‖2
)
.

Нерiвнiсть (30) встановлено, отже (I − Π)u ∈ HN
d̄,q

(Dp).
Теорему доведено.
Аналогiчну теорему можна довести про розв’язнiсть задачi (1), (2) з ймовiр-

нiстю не меншою (1−ε) на множинi Ξ змiни параметра зсуву (одного з векторiв
ξj, j = 1, . . . , Q) використовуючи, наприклад, такий пiдхiд.

Якщо розв’язок задачi (1), (2) подати у виглядi суми u = ū + ϕt/µT , то
ū є розв’язком такої нелокальної однорiдної задачi для неоднорiдної системи
рiвнянь з частинними похiдними:

∂ū

∂t
=

Q∑
j=1

Aj(D)ūξj
+

t

µT

Q∑
j=1

ϕξj
− 1

µT
ϕ + f, (31)

ū|t=0 − µū|t=T = 0. (32)

Зобразимо його рядом
∑

(k,p)∈Zp+1

ukpvkp(t, x), де функцiї vkp = eτ(p)t+i(k,x) утво-

рюють повну систему [9,10] у просторi L2(D
p), тут τ(p) = i2πp/T + i arg µ. Тодi

для розв’язностi задачi (1), (2) треба оцiнювати малi знаменники, якi виникають
при оцiнюваннi норми матриць, обернених до матриць A∗(k, p), де

A∗(k, p) = τ(p)E −
Q∑

j=1

ei(k,ξj)Aj(k)

є матричним пучком для системи (32) з коефiцiєнтами τ(p),−ei(k,ξ1), . . . ,−ei(k,ξQ)

i матрицями A0(k)(= E), A1(k), . . . , AQ(k).
Метричний пiдхiд до проблеми малих знаменникiв дасть змогу встановити

розв’язнiсть задачi (1), (2) для майже всiх векторiв ξj, j = 1, . . . , Q.
6. Висновки та примiтки. Отже, у роботi встановлено розв’язнiсть з ймо-

вiрнiстю „майже“ одиниця, щодо параметра в нелокальнiй умовi (2), задачi з
двоточковою нелокальною умовою для загальної (анiзотропної) системи рiвннь
з частинними похiдними (1) зi сталими коефiцiєнтами у соболєвськiй шкалi
просторiв 2π-перiодичних за просторовими змiнними функцiй. Особливiстю рiв-
нянь є наявнiсть шуканої функцiї зi змiщеними значеннями векторного (про-
сторового) аргумента x. Задача пов’язана з проблемою малих знаменникiв i є
некоректною щодо параметрiв задачi. Однак зсуви аргумента x (параметри ξj)
не впливають на гладкiсть (необхiдної для розв’язностi) початкових даних за-
дачi для майже всiх µ. Подiбнi результати ранiше анонсовано у публiкацiї [11].
Робота є продовженням статей [2,3], де вивчалися нелокальнi задачi без зсувiв.
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Взагалi, задачi зi зсувами аргументiв, або задачi зi змiщеннями чи вiдхиле-
ннями аргументiв, описують певнi процеси iз часовим або iншим запiзненням.
Зокрема, такi задачi виникають [12–16] при математичному описi процесiв у
ядерних реакторах, iммунологiї, епiдемологiї, теорiях автоматичного керуван-
ня, математичнiй економiцi та iн.

Багато публiкацiй [12–18] присв’ячено теорiї диференцiальних рiвнянь з вiд-
хиленням аргументiв, зокрема близькою до даної роботи є стаття [19], в якiй
розглянуто задачу з iнтегральною умовою та зроблено огляд лiтератури.
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