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ДВОМIРНI ЗОБРАЖЕННЯ ГРУП ДIЕДРА НАД
КОМУТАТИВНИМИ ЛОКАЛЬНИМИ КIЛЬЦЯМИ. ЧАСТИНА 2.

All two-dimensional representations Λ of the dihedral group Dm =
〈
a, b

∣∣ am = 1, b2 = 1, bab−1 =
a−1

〉
, m > 1 over the commutative local rings with 1 where Λa is a scalar matrix modulo the

ring radical are described in this article. It turns out that Λb is either a scalar matrix modulo the
ring radical as well or Λa and Λb are diagonal matrices with plus, minus ones on the diagonals or

Λa =
(

a1 a2

−a2 a4

)
, Λb =

(
0 1
1 0

)
, where in the latter case det Λa = 1 , the characteristic

polynomial x2−trΛax+det Λa of the matrix Λa divides the polynomial xm−1 with the remainder
r (x− a1) = r (x− a4) , r ∈ R and ra2 = 0 .
The full description of the representations of the dihedral group Dm , m > 1 over the commutative
local rings with 1, is proposed from the point of view of a unified position.
The conditions for their irreducibility and equivalency are found.

Описано, з точнiстю до еквiвалентностi, всi двомiрнi зображення Λ групи дiедра Dm =〈
a, b

∣∣ am = 1, b2 = 1, bab−1 = a−1
〉
, m > 1 над комутативними локальними кiльцями з 1

при умовi, що Λa - скалярна матриця за модулем радикалу кiльця. Виявляється, що Λb - та-
кож скалярна матриця за модулем радикалу кiльця або Λa i Λb - дiагональнi матрицi з плюс,

мiнус одиницями на дiагоналях або Λa =
(

a1 a2

−a2 a4

)
, Λb =

(
0 1
1 0

)
, де в останньому

випадку detΛa = 1 , характеристичний многочлен x2 − trΛax + detΛa матрицi Λa дiлить
двочлен xm − 1 з остачею r (x− a1) = r (x− a4) , r ∈ R i ra2 = 0 .
У данiй роботi, з єдиних позицiй, запропоновано повне описання зображень груп дiедра Dm,
m > 1 над комутативними локальними кiльцями з 1. Знайдено умови їх незвiдностi i еквiва-
лентностi.

У роботi [1], з точнiстю до еквiвалентностi, описанi всi зображення Λ групи
дiедра Dm =

〈
a, b

∣∣ am = b2 = (ba)2 = 1
〉
, m > 1 у групу GL (2, R) над комута-

тивними локальними кiльцями R з 1 при умовi, що Λa - нескалярна матриця за
модулем радикалу J (R) . Там же наведений критерiй незвiдностi i еквiвален-
тностi таких зображень.

Питання описання зображень групи Dm , m > 1 , їх незвiдностi та еквiва-
лентностi при умовi, що вони вiдображають елемент а у скалярнi матрицi за
модулем радикалу залишилось вiдкритим i потребувало окремого дослiдження.
У данiй статтi дається вiдповiдь на цi питання.

Окрiм цього, у роботi, з єдиних позицiй, описано зображення груп дiедра
Dm , m > 1 над комутативними локальними кiльцями з 1. Знайдено умови їх
незвiдностi i еквiвалентностi.

Iсторiю питання i попереднi результати можна знайти в [2–5].
Нехай всюди в данiй роботi R - комутативне локальне кiльце з 1, Dm =〈

a, b
∣∣ am = b2 = (ba)2 = 1

〉
- група дiедра, Λ - зображення Dm , m > 1 у групу

GL (2, R) , f (x) = x2 − trΛax + det Λa - характеристичний многочлен матрицi
Λa , Λ = ΛJ(R)Λ , g = Λg , де ΛJ(R) : GL (2, R) → GL

(
2, R/J (R)

)
, g ∈ Dm .

Теорема 1. Нехай 2 ∈ R∗ , Λa - скалярна матриця. Тодi, з точнiстю
до спряження, Λa i Λb - дiагональнi матрицi з плюс, мiнус одиницями на
дiагоналях або
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Λa =

(
a1 a2

−a2 a4

)
, Λb =

(
0 1
1 0

)
,

det Λa = 1 i характеристичний многочлен x2 − (a1 + a4) x + 1 матрицi Λa
дiлить двочлен xm − 1 з остачею r (x− a1) = r (x− a4) , де r ∈ R , ra2 = 0 .

Доведення. Оскiльки bab−1 = a−1 , то Λa2 = E . Iз скалярностi матрицi Λa
випливає, що Λa = ±E .

Згiдно з лемою 1 [1], з точнiстю до спряження, можна вважати, що Λb -
дiагональна матриця з плюс, мiнус одиницями на дiагоналi.

Якщо Λb = ±E , то матрицi Λa i Λb комутують i Λa2 = E . Тому, з анало-
гiчних мiркувань можна вважати, що Λa - також дiагональна матриця з плюс,
мiнус одиницями на дiагоналi. Оскiльки Λa - скалярна матриця, то Λa = ±E .

Отже, достатньо розглянути випадок, коли Λb - нескалярна матриця.
Згiдно з лемою 3 [1], з точнiстю до спряження, можна вважати, що

Λa =

(
a1 a2

a3 a4

)
, Λb =

(
0 1
1 0

)
, ΛbΛaΛb−1 =

(
a4 a3

a2 a1

)
= ε

(
a4 −a2

−a3 a1

)
,

де ε = det Λa , ε2 = 1 , a3 = −εa2 , (1− ε) a1 = (1− ε) a4 = 0 .
Оскiльки Λa - скалярна матриця, то a1 ∈ R∗ , a4 ∈ R∗ , ε = 1 , a3 = −a2 .
Нехай характеристичний многочлен f (x) = x2 − (a1 + a4) x + 1 матрицi Λa

дiлить двочлен xm − 1 з остачею r (x) = rx + r1 , де r, r1 - елементи кiльця R.
За теоремою Гамiльтона-Келi r (Λa) = 0 . Тому ra2 = 0 i ra1 + r1 = ra4 + r1 = 0.
Отже, r (x) = r (x− a1) = r (x− a4) , де r ∈ R , ra2 = 0 .

Зауваження 1. У випадку, коли 2 ∈ R∗ , Λb - нескалярна матриця, то з
точнiстю до спряження, можна вважати, що

Λb =

( −1 0
0 1

)
, Λa =

(
a1 a2

a3 a4

)
.

З рiвностi (ba)2 = 1 випливає, що a.2
1 = a.2

4 . Оскiльки Λa = ±E , то a1 + a4 ∈
±2 + J (R) ⊂ R∗ , a1 = a4 , det Λa = 1 .

Нехай α = a1 = a4 . Розглянемо матрицю

W =

(
0 a2

a3 0

)
.

Знайдемо умови при яких (αE + W )m = E , де W 2 = (α2 − 1) E i m > 1 .

За бiномом Ньютона E =
m∑

i=0

C .i
mW iαm−i , де

W i =
(
W 2

) i
2 =

(
α2 − 1

) i
2 E , якщо i - парне число i

W i =
(
W 2

) i−1
2 =

(
α2 − 1

) i−1
2 E , якщо i - непарне число.

Тому при m > 1 i W 2 = (α2 − 1) E рiвнiсть (αE + W )m = E має мiсце тодi
i тiльки тодi, коли





m∑
i=0

Ci
m (α2 − 1)

i
2 αm−i = 1, де i –парнi числа,

(
m∑

i=1

Ci
m (α2 − 1)

i−1
2 αm−i

)
W = 0, де i –непарнi числа,
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Зокрема при m = 2 (αE + W )2 = E тодi i тiльки тодi, коли α2 = 1 i W = 0 ,
а при m = 3 (αE + W )3 = E тодi i тiльки тодi, коли i (4α2 − 1) W = 0 .

З другого боку, згiдно з теоремою Гамiльтона-Келi, рiвнiсть (αE + W )m =
E, m > 1 має мiсце тодi i тiльки тодi, коли тричлен x2 − 2αx + 1 дiлить
двочлен xm − 1 з остачею r (x− α) , r ∈ R , ra2 = ra3 = 0 .

Подiбнi переформулювання створюють можливiсть отримувати кiльцевi
результати без використання зображень. Сформулюємо одне з таких засто-
сувань у кiльцi многочленiв однiєї змiнної над комутативним кiльцем з 1.

При m > 1 тричлен x2− 2αx + 1 дiлить двочлен xm− 1 з остачею r (x− α)
тодi i тiльки тодi, коли має мiсце рiвнiсть

m∑
i=0

Ci
m

(
α2 − 1

) i
2 αm−i = 1,

де i - парнi числа.

Теорема 2. Нехай 2 ∈ J (R) , Λa - скалярна матриця, m = 2lk , де k –
непарне число, l ≥ 0 . Тодi Λa2l

= E . Окрiм цього, Λa = Λb = E або, з
точнiстю до спряження,

Λa =

(
a1 a2

−a2 a4

)
, Λb =

(
0 1
1 0

)
,

де det Λa = 1 i характеристичний многочлен x2 − (a1 + a4) x + 1 матрицi Λa
дiлить двочлен xm − 1 з остачею r (x− a1) = r (x− a4) , r ∈ R , ra2 = 0 .

Доведення. З рiвностi bab−1 = a−1 випливає, що Λa2 = E i, як наслiдок,
що Λa = E . Якщо Λb - скалярна матриця, то з аналогiчних мiркувань Λb = E.
Тому Λa = E + v i Λb = E + v0 , де v i v0 - матрицi над J (R) .

Зокрема, якщо J (R)2 = 0 , то всi спiввiдношення мiж Λa i Λb виконуються
автоматично. Тому у цьому випадку зображення Λ спряженням не може бути
зведеним до iншого канонiчного вигляду. Нехай Λb - нескалярна матриця. Як i

в теоремi 1, з точнiстю до спряження, можна вважати, що Λa =

(
a1 a2

−a2 a4

)
,

Λb =

(
0 1
1 0

)
, де a1a4+a2

2 = 1 i характеристичний многочлен x2−(a1 + a4) x+1

матрицi Λa дiлить двочлен xm − 1 з остачею r (x− a1) = r (x− a4) i ra2 = 0 .
Оскiльки Λa = E+v , де v - матриця над J (R) , 2 ∈ J (R) , то Λa2 = E+v′, де

v′ = 2v +v2 - матриця над J (R)2 . Якщо m - непарне число, то Λa = (Λa2)
m+1

2 =

(E + v′)
m+1

2 . Це означає, що v - матриця над J (R)2 . Повторюючи аналогiчнi

мiркування доводимо, що v - матриця над
∞⋂

n=1

J (R)n . За теоремою Крулля

( [6], стор. 406) у ньотеровому кiльцi, породженому елементами матрицi v, iз
включення 1− J (R) ⊂ R∗ випливає, що v = 0 , Λa = E .

Нехай m = 2lk , де l ≥ 1 , k - непарне число. Зображення iндукує зображення
Λ′ групи Dk =

〈
a′, b

∣∣∣ a′ = a2l
, (a′)k = b2 = 1, (ba′)2 = 1

〉
за правилом Λ′ (a′) =

Λa2l i Λ′b = Λb . Згiдно з вищедоведеним Λa2l
= Λ′ (a′) = E , Λb2 = E . Тому

(E + v)2l

= E i Λb2 = E.
Зокрема, з рiвностi (ba)2 = 1 випливає, що Λbv + vΛb + vΛbv = 0.

Наук. вiсник Ужгород ун-ту, 2010, вип. 21



ДВОМIРНI ЗОБРАЖЕННЯ ГРУП ДIЕДРА НАД КОМУТАТИВНИМИ... 97

Безпосереднiми обчисленнями встановлюємо, що якщо

g =

(
g1 g2

g3 g4

)
∈ GL (2, R) , h =

(
x1 x2

x3 x4

)
∈ R2,

то
det g · g−1 =

(
g4 −g2

−g3 g1

)
,

Tg (h) = det g
(
ghg−1

)
21

= −g2
3x2 + g3g4 (x1 − x4) + g2

4x3.

У цих позначеннях зображення Λ є звiдним тодi i тiльки тодi, коли iснує ма-
триця g ∈ GL (2, R) така, що Tg (Λa) = Tg (Λb) = 0 .

Будемо вважати, що

g0 =

(
0 1
1 x

)
, де x = g4g

−1
3 при g3 ∈ R∗ i g0 =

(
1 0
x 1

)
,

де x = g3g
−1
4 при g4 ∈ R∗ .

Тодi Tg (h) = −g2
3Tg0 (h) або Tg (h) = −g2

4Tg0 (h) вiдповiдно.
Має мiсце

Теорема 3. (Критерiй незвiдностi) Зображення Λ є незвiдним тодi i тiль-
ки тодi, коли не iснує елементiв x ∈ R таких, що Tg0 (Λa) = Tg0 (Λb) = 0 .

Це означає, що якщо

Λa =

(
a1 a2

a3 a4

)
, Λb =

(
b1 b2

b3 b4

)
, g0 =

(
0 1
1 x

)
або g0 =

(
1 0
x 1

)
,

то зображення Λ є незвiдним тодi i тiльки тодi, коли не iснує елементiв x ∈ R
таких, що має мiсце система{

a2 + (a4 − a1) x− a3x
2 = 0

b2 + (b4 − b1) x− b3x
2 = 0

або
{

a2x
2 + (a4 − a1) x− a3 = 0

b2x
2 + (b4 − b1) x− b3 = 0

.

Пiдкреслимо, що критерiй незвiдностi зображення вiрний завжди. Вiн не
залежить вiд випадкiв, пов’язаних з скалярнiстю або нескалярнiстю матрицi
Λa .

Покажемо, що якщо Λa - нескалярна матриця, то даний критерiй спiвпадає
з тим, який був знайдений в [1]. Дiйсно, без обмеження загальностi, можна
вважати, що

Λa =

(
0 −ε
1 α

)
, Λb =

(
b1 b2

b2 − αb1 −εb1

)
,

де (1− ε) α = 0 , ε2 = 1 , (1− ε) b1b2 = 0 , b.2
1 + b.2

2 − αb1b2 = 1 .
Якщо Λ – звiдне зображення, то згiдно з критерiєм{ −ε + αx− x2 = 0
b2 − (1 + ε) b1x− (b2 − αb1) x2 = 0

або
{ −εx2 + αx− 1 = 0

b2x
2 − (1 + ε) b1x− (b2 − αb1) = 0

.

В обох випадках ε = x (α− x) i, як наслiдок, (1− x2) (εb2 − xb1) = 0 або
(1− x2) (xb2 − εb1) = 0 вiдповiдно. Якщо εb2 − xb1 ∈ J (R) , то b2 ∈ εxb1 +
J (R) , b2

1 (1 + x2 − αx) ∈ 1 + J (R), b2
1 (1− ε) ∈ 1 + J (R), b2 = 0 , b1 ∈ J (R)

що протирiчить включенню Λb ∈ GL (2, R) . Тому εb2 − xb1 ∈ R∗ i x2 = 1 .
Аналогiчно xb2 − εb1 ∈ R∗ i x2 = 1 . Отже, iз звiдностi зображення Λ випливає,
що ε = x (α− x) i x2 = 1 . Навпаки очевидно.

Застосуємо отриманий критерiй незвiдностi до зображень теорем 1 i 2. Згiдно
з ним, з точнiстю до спряження

якщо Λa i Λb – дiагональнi матрицi, то очевидно, що Λ – звiдне зображення;
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якщо Λa = E +v , Λb = E +v0 , де v i v0 – матрицi над J (R) , то Λ - незвiдне
зображення тодi i тiльки тодi, коли не iснує елементiв x ∈ R таких, що

Tg0 (v) = Tg0 (v0) = 0;

якщо a3 = −a2 , b1 = b4 = 0 , b2 = b3 = 1 i Λ – звiдне зображення, то x2 = 1
i 2a2 = x (a1 − a4) i навпаки. Тому Λ – незвiдне зображення тодi i тiльки тодi,
коли не iснує квадратних коренiв iз одиницi х таких, що 2a2 = x (a1 − a4) .

Нехай Λ1 i Λ2 - зображення групи Dm, m > 1 у групу GL (2, R) . За означе-
нням зображення Λ1 i Λ2 еквiвалентнi, якщо iснує матриця

g =

(
g1 g2

g3 g4

)
∈ GL (2, R)

така, що gΛ1ag−1 = Λ2a , gΛ1bg
−1 = Λ2b .

Якщо g1 ∈ J (R) або g4 ∈ J (R) , то g2 ∈ R∗ i g3 ∈ R∗. Покладемо x = g1g
−1
2 ,

y = g4g
−1
3 . В протилежному випадку g1 ∈ R∗ i g4 ∈ R∗ , x = g2g

−1
1 , y = g3g

−1
4 .

Тому

g =

(
g2 0
0 g3

)(
x 1
1 y

)
або g =

(
g1 0
0 g4

)(
1 x
y 1

)
вiдповiдно.

З’ясуємо умови при яких зображення Λ1 i Λ2 , якi описанi в теоремах 1 i 2, є
еквiвалентними. Зрозумiло, що еквiвалентнiсть зображень може розглядатися
лише при однакових умовах на кiльце R, а також при однакових, з точнiстю до
спряження, виглядах матриць Λ1a i Λ2a , Λ1b i Λ2b вiдповiдно.

Тому Λ1a або Λ1b - скалярнi матрицi тодi i тiльки тодi, коли Λ2a або Λ2b -
також скалярнi матрицi вiдповiдно.

Отже, при Λ1a = ±E + v i Λ1b = ±E + v0 , де v i v0 - матрицi над J (R) ,
зображення Λ1 i Λ2 еквiвалентнi тодi i тiльки тодi, коли Λ2a = ±E + v′ i Λ2b =
±E + v′0 вiдповiдно, де v′ i v′0 - матрицi над J (R) i iснує матриця g ∈ GL (2, R)
така, що gvg−1 = v′ i gv0g

−1 = v′0 .
Значить достатньо з’ясувати еквiвалентнiсть зображень Λ1 i Λ2 при умовi,

що Λ1a - скалярна матриця, а Λ1b - нескалярна матриця.
Нехай Λ1 i Λ2 - еквiвалентнi зображення.
Без обмеження загальностi, з точнiстю до спряження, можна вважати, що

Λ1b = Λ2b =

(
0 1
1 0

)
, Λ1a =

(
a1 a2

−a2 a4

)
, Λ2a =

(
a′1 a′2
−a′2 a′4

)
.

Оскiльки Λ2 = igΛ1 , де g ∈ GL (2, R) , то g - комутує з Λ1b = Λ2b i gΛ1a =
Λ2ag . Тому, з точнiстю до спряження, з еквiвалентностi зображень Λ1 i Λ2

випливають рiвностi g1 = g4, g2 = g3, x = y = t.
Це означає, що зображення Λ1 i Λ2 еквiвалентнi тодi i тiльки тодi, коли, з

точнiстю до спряження, має мiсце рiвнiсть gΛ1a = Λ2ag , де 1− t2 ∈ R∗,

g =

(
t 1
1 t

)
або g =

(
1 t
t 1

)
.

Об’єднаємо всi одержанi результати. Отримаємо повне описання зображень
групи дiедра Dm,m > 1 у групу GL (2, R) над комутативним локальним кiльцем
з 1.

Загальний вигляд зображень

Теорема 4. (Основна теорема) Нехай R - комутативне локальне кiльце з
1, J (R) - радикал R, ΛJ(R) : GL (2, R) → GL

(
2, R/J (R)

)
– гомоморфiзм, iнду-
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кований гомоморфiзмом ΛJ(R) : R → R/J (R) , Dm =
〈
a, b

∣∣ am = b2 = (ba)2 = 1
〉

– група дiедра, Λ – зображення групи Dm,m > 1 у групу GL (2, R) , Λ = ΛJ(R)Λ,
f (x) = x2 − trΛax + det Λa - характеристичний многочлен матрицi Λa . Тодi
Λa = ±E , Λb = ±E або, з точнiстю до спряження,

Λa =

(
a1 a2

−εa2 a4

)
, Λb =

(
0 1
1 0

)
Λaδ,

де ε = det Λa , ε2 = 1 , (1− ε) a1 = (1− ε) a4 = 0 , δ = 0; 1 , а f (x) дiлить
xm − 1 з остачею r (x− a1) = r (x− a4) , де r ∈ R , ra2 = 0 .

Зокрема, якщо Λa - нескалярна матриця, то r = 0 .

Ескiз доведення
1) Нехай Λb - нескалярна матриця. Тодi, з точнiстю до спряження,

Λb =

(
0 1
1 0

)
, Λa =

(
a1 a2

a3 a4

)
.

Iз визначальних спiввiдношень групи дiедра Dm, m > 1 випливає, що ε2 = 1,
a2

2+a1a4 = a2
3+a1a4 = 1, a1 (a2 + a3) = a4 (a2 + a3) = 0, (1− ε) a1 = (1− ε) a4 = 0,

a3 = −εa2, характеристичний многочлен x2 − trΛax + det Λa матрицi Λa дiлить
двочлен xm − 1 з остачею r (x− a1) = r (x− a4) , де ε = det Λa , r ∈ R i
ra2 = ra3 = 0 .

Тим самим доведено, що

Λb =

(
0 1
1 0

)
, Λa =

(
a1 a2

−εa2 a4

)
.

Зокрема, якщо Λa - скалярна матриця, то a1 ∈ R∗, a4 ∈ R∗, ε = 1, a3 = −a2,
det Λa = 1. Якщо Λa - нескалярна матриця, то з рiвностей r (a1 − a4) = ra2 =
ra3 = 0 випливає, що r = 0 , тобто, що тричлен x2 − trΛax + det Λa дiлить
без остачi двочлен xm − 1 . 2) Нехай Λb - скалярна i Λa - нескалярна матрицi.
Тодi Λba−1 - нескалярна матриця i, згiдно з попереднiм випадком, з точнiстю
до спряження,

Λb =

(
0 1
1 0

)
Λa, Λa =

(
a1 a2

−εa2 a4

)
,

де ε = det Λa , ε2 = 1 , (1− ε) a1 = (1− ε) a4 = 0 , тричлен x2 − trΛax + det Λa
дiлить без остачi двочлен xm − 1 .

Зокрема, якщо 2 ∈ R∗ , то Λb = ±E i, з точнiстю до спряження,

Λa = ±
( −1 0

0 1

)
.

3) Нехай Λb i Λa - скалярнi матрицi. Тодi Λb = ±E i Λa = ±E .
Зокрема, якщо 2 ∈ J (R) , то Λa = E + v , Λb = E + v0 , де v i v0 - матрицi

над J (R) такi, що 2v0 + v2
0 = 0 , (E + v)m = E ,

0 = vΛb + Λbv + vΛbv = 2v + v2 + vv0 + v0v + vv0v.

Якщо 2 ∈ R∗ , то Λa = ±E i Λb = ±E .
Пiдкреслимо, що при 2 ∈ R∗ згiдно з доведеним у випадках 1) - 3), з точнiстю

до спряження, Λa i Λb = ±E - дiагональнi матрицi з плюс, мiнус одиницями на
дiагоналях або
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Λa =

(
0 −1
1 α

)
, Λb = ±

( −1 0
α 1

)
, якщо Λa - нескалярна матриця

або Λa =

(
a1 a2

−a2 a4

)
, Λb =

(
0 1
1 0

)
, якщо Λa - скалярна матриця

i в останнiх двох випадках характеристичний многочлен x2 − trΛax + det Λa
матрицi Λa дiлить двочлен xm − 1 без остачi, якщо Λa - нескалярна матриця i
з остачею r (x− a1) = r (x− a4) , ra2 = 0 , якщо Λa - скалярна матриця.

Незвiднiсть зображень

Питання незвiдностi двомiрних зображень групи дiедра Dm,m > 1 над комута-
тивними локальими кiльцями з 1 повнiстю розв’язує

Теорема 5. (Критерiй незвiдностi) Нехай Λ : Dm → GL (2, R) - зображе-
ння групи Dm,m > 1 у групу GL (2, R) . Зображення Λ є незвiдним тодi i
тiльки тодi, коли не iснує елементiв x ∈ R таких, що

(
g0Λag−1

0

)
21

=
(
g0Λbg−1

0

)
21

= 0, де g0 =

(
0 1
1 x

)
або g0 =

(
1 0
x 1

)
.

Згiдно з цим критерiєм зображення Λ є незвiдним тодi i тiльки тодi, коли не
iснує елементiв x ∈ R таких, що у випадках 1) i 2) мають мiсце рiвностi x2 = 1
i a1 − a4 = (1 + ε) xa2 .

У випадку 3), тобто коли Λa = ±E + v , Λb = ±E + v0 , де v i v0 - матрицi
над J (R) , зображення Λ є незвiдним тодi i тiльки тодi, коли пара матриць v i
v0 є незвiдною.

Еквiвалентнiсть зображень
Нехай Λ1 i Λ2 - зображення групи Dm,m > 1 у групу GL (2, R) . Зображення

Λ1 i Λ2 можуть бути еквiвалентними тiльки в тому випадку, коли вони обидва
належать одному з типiв зображень 1) - 3) i характеристичнi многочлени образiв
вiдповiдних елементiв спiвпадають.

Якщо Λ1 i Λ2 мають вигляд зображень 1) або 2), то, з точнiстю до спряження,
можна вважати, що

Λ1a =

(
a1 a2

−ε1a2 a4

)
, Λ1b =

(
0 1
1 0

)
Λ1a

δ,

Λ2a =

(
a′1 a′2

−ε2a
′
2 a′4

)
, Λ2b =

(
0 1
1 0

)
Λ2a

δ,

де δ = 0; 1 вiдповiдно, ε1 = det Λ1a , ε2 = det Λ2a.
Якщо Λ1 i Λ2 мають вигляд зображення 3), то при 2 ∈ J (R)

Λ1a = E + v, Λ1b = E + v0,

Λ2a = E + v′, Λ2b = E + v′0

або при 2 ∈ R∗ матрицi Λ1a , Λ1b , Λ2a , Λ2b належать {±E} .

Теорема 6. (Критерiй еквiвалентностi) Зображення Λ1 i Λ2, якi мають
вигляд 1) або 2), еквiвалентнi тодi i тiльки тодi, коли ε1 = ε2 = ε i iснує
матриця g ∈ GL (2, R) така, що

g

(
a1 a2

−εa2 a4

)
=

(
a′1 a′2
−εa′2 a′4

)
g, де g =

(
1 t
t 1

)
або g =

(
t 1
1 t

)
,

1 − t2 ∈ R∗ , (1− ε) a1 = (1− ε) a4 = (1− ε) a′1 = (1− ε) a′4 = 0 i характе-
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ристичний многочлен матриць Λ1a i Λ2a дiлить двочлен xm − 1 з остачею
r (x− a1) = r (x− a4) = r (x− a′1) = r (x− a′4) , де r ∈ R , ra2 = ra′2 = 0.
Зображення Λ1 i Λ2, якi мають вигляд 3), еквiвалентнi тодi i тiльки то-
дi, коли iснує матриця g ∈ GL (2, R) така, що gvg−1 = v′ i gv0g

−1 = v′0 або
Λ1a = Λ2a = ±E i Λ1b = Λ2b = ±E .

1. Петечук Ю.В. Двовимiрнi зображення груп дiєдра над комутативними локальними кiль-
цями. Частина 1. // Наук. вiсник Ужгородського ун-ту. Сер. матем. i iнформ. – 2009. –
Вип. 19.

2. КэртисЧ., Райнер И. Теория представлений конечных групп и ассоциативных алгебр. –
Москва: Наука, 1969. – 668 с.

3. Гудивок П.М. Представления конечных групп над коммутативными локальными кольца-
ми. – Ужгород: Ужгородский национальный университет, 2003. – 119 с.

4. Бондаренко В.М., Дрозд Ю.А. Представленческий тип конечных групп // Записки науч.
семинаров Ленингр. отд. мат. ин-та АН СССР. – 1977. – №71. –C. 24-41.

5. Тилищак О.А. Зображення 2-го степеня групи дiедра порядку 2р над деякими комута-
тивними локальними кiльцями // Наук. вiсник Ужгород. ун-ту. Сер. матем. i iнформ. –
2008. – Вип. 16. – C. 188-192.

6. Мерзляков Ю.И. Рациональные группы. – Москва: Наука, 1980. – 464с.

Одержано 18.10.2010

Наук. вiсник Ужгород ун-ту, 2010, вип. 21


