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ПОБУДОВА МОДЕЛI РОЗВ’ЯЗКУ ПРЯМОКУТНОГО
ПАРАЛЕЛЕПIПЕДА З ВИПАДКОВИМИ ФАКТОРАМИ

The work suggests a method of the model building of a solution of the problem of rectangular par-
allelepiped vibrations with the random initial conditions. There are considered strictly subgaussian
random processes. The models bring the solution nearer to the given reliability and accuracy in
even metric.

У роботi побудовано модель розв’язку задачi про коливання прямокутного паралелепiпеда з
субгауссовими випадковими початковими умовами, що наближає його iз заданою надiйнiстю
та точнiстю в рiвномiрнiй метрицi.

1. Вступ. Одним iз актуальних напрямкiв сучасної математичної фiзики є
вивчення математичних моделей рiзних явищ та процесiв природи. Рiвняння
математичної фiзики з випадковими факторами є математичними моделями
реальних процесiв, що не описуються детермiнованими законами. Дослiдження
рiзних властивостей випадкових процесiв широко використовуються в застосу-
ваннi теорiї випадкових процесiв, зокрема до моделювання розв’язкiв крайових
задач математичної фiзики. В роботi побудовано модель розв’язку задачi про
коливання прямокутного паралелепiпеда з субгауссовими випадковими умова-
ми, що наближає його з заданою надiйнiстю та точнiстю в в рiвномiрнiй метрицi.

Подiбна задача для рiвняння гiперболiчного типу математичної фiзики у
багатовимiрному випадку коли початковi умови є сумiсно строго субгауссовi
випадковi процеси розглядалась в [ [3]]. Для рiвняння коливання однорiдної
струни iз субгауссовими випадковими початковими умовами побудовано модель
в роботi [ [4]].

2. Моделювання розв’язку задачi про коливання прямокутного па-
ралелепiпеда з випадковими початковими умовами

Розглянемо задачу про вiльнi коливання прямокутного паралелепiпеда 0 <
x < a, 0 < y < b, 0 < z < c iз закрiпленими кiнцями:

uxx + uyy + uzz = utt, (1)

u|t=0 = ξ(x, y, z),
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= η(x, y, z), (2)

u|S = 0, (3)

де u – вiдхилення паралепiпеда вiд положення рiвноваги, що спiвпадає з пло-
щиною x, y, z, S – межа областi 0 < x < a, 0 < y < b, 0 < z < c.

Нехай початковi умови {ξ(x, y, z), x ∈ [0, a], y ∈ [0, b], z ∈ [0, c]}, {η(x, y, z), x ∈
[0, a], y ∈ [0, b], c ∈ [0, c]} – незалежнi строго субгауссовi випадковi поля.

Розв’язок задачi (1)—(3) згiдно [ [5]] записується у виглядi

u(x, y, z, t) =
∞∑

k=1

∞∑

l=1

∞∑
m=1

Vklm(x, y, z) [aklm cos λklmt + bklm sin λklmt] , (4)
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де

aklm =

a∫

0

b∫

0

c∫

0

ξ(x, y, z)Vklm(x, y, z)dxdydz,

bklm =

a∫

0

b∫

0

c∫

0

η(x, y, z)Vklm(x, y, z)dxdydz,

λklm, Vklm(x, y, z) – власнi значення та вiдповiднi їм власнi функцiї задачiШтурма-
Лiувiлля

Vxx + Vyy + Vzz + λ2V = 0,

V |s = 0.

Власнi значення λklm i власнi функцiї Vklm(x, y, z) мають вигляд:

λ2
klm = π2

(
k2

a2
+

l2

b2
+

m2

c2

)
,

Vklm(x, y, z) =

√
8

abc
sin

kπ

a
x sin

lπ

b
y sin

mπ

c
z,

де k, l,m = 1, 2, ....
Побудуємо модель розв’язку задачi (1)—(3), що наближає його з заданою

надiйнiстю та точнiстю в рiвномiрнiй метрицi.
Нехай {ξ̂(x, y, z), x ∈ [0, a], y ∈ [0, b], z ∈ [0, c]}, {η̂(x, y, z), x ∈ [0, a], y ∈

[0, b], z ∈ [0, c]]} є моделями випадкових полiв {ξ(x, y, z), x ∈ [0, a], y ∈ [0, b], z ∈
[0, c]}, {η(x, y, z),

x ∈ [0, a], y ∈ [0, b], z ∈ [0, c]}. Моделi ξ̂(x, y, z) i η̂(x, y, z) - незалежнi випадковi
поля.

Позначимо

âklm =

a∫

0

b∫

0

c∫

0

ξ̂(x, y, z)Vklm(x, y, z)dxdydz,

b̂klm =

a∫

0

b∫

0

c∫

0

η̂(x, y, z)Vklm(x, y, z)dxdydz.

Моделлю випадкового процесу u(x, y, z, t) називатимемо суму

ûN(x, y, z, t) =
N∑

k=1

N∑

l=1

N∑
m=1

Vklm(x, y, z)
[
âklm cos λklmt + b̂klm sin λklmt

]
.

Означення 1. Модель ûN(x, y, z, t) наближає розв’язок задачi (1)—(3) u(x, y, z, t),
що зображений у виглядi ряду (4) iз заданою надiйнiстю 1 − γ та точнiстю
δ в рiвномiрнiй метрицi областi D = [0, a]× [0, b]× [0, c]× [0, T ], якщо

P

{
sup

(x,y,z,t)∈D

|ûN(x, y, z, t)− u(x, y, z, t)| > δ

}
≤ γ.
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Зробимо позначення

∆N(x, y, z, t, N) = u(x, y, z, t)− ûN(x, y, z, t) = uN(x, y, z, t) + vN(x, y, z, t),

де

uN(x, y, z, t) =
∞∑

k=N+1

∞∑

l=N+1

∞∑
m=N+1

Vklm(x, y, z) [aklm cos λklmt + bklm sin λklmt] ,

vN(x, y, z, t) =
N∑

k=1

N∑

l=1

N∑
m=1

Vklm(x, y, z)
[
(âklm − aklm) cos λklmt + (̂bklm − bklm) sin λklmt

]
.

Теорема 1. Нехай {ξ(x, y, z), x ∈ [0, a], y ∈ [0, b], z ∈ [0, c]}, {η(x, y, z), x ∈
[0, a], y ∈ [0, b], z ∈ [0, c]} – незалежнi сумiсно строго субгауссовi випадковi
поля такi, що виконуються умови:

a∫

0

b∫

0

c∫

0

√
E

(
ξ̂(x, y, z)− ξ(x, y, z)

)2

dxdydz ≤ Λ,

a∫

0

b∫

0

c∫

0

√
E (η̂(x, y, z)− η(x, y, z))2dxdydz ≤ Λ.

Тодi випадковий процес ûN(x, y, z, t) є моделлю, що наближає випадковий про-
цес u(x, y, z, t) з надiйнiстю 1− γ та точнiстю δ в областi D = [0, a]× [0, b]×
[0, c]× [0, T ], якщо γ та N такi, що виконуються нерiвностi:

(
T 1/2 + a1/2 + b1/2 + c1/2

)
A2

Nε2
0(N) < δ,

1

2


δ1/3

(
δ2/3 − 3

(
T 1/2 + a1/2 + b1/2 + c1/2

)2/3
A

1/3
N ε

1/3
0 (N)

)

ε0(N)




2

≥ ln
1

γ
,

де

AN =
4π

a3/2b3/2c3/2

[(( ∞∑

k=N+1

∞∑

l=N+1

∞∑
m=N+1

√
Ea2

klm(kbc + lab + mab)
)2

+

+
( ∞∑

k=N+1

∞∑

l=N+1

∞∑
m=N+1

√
Ea2

klm(kbc + lab + mab)
)2]1/2

+

+2
√

2Λ
( (

N∑

k=1

N∑

l=1

N∑
m=1

(kbc + lac + mab)

)2

+

+

(
N∑

k=1

N∑

l=1

N∑
m=1

klm

π
√

k2c2b2 + l2a2c2 + m2a2b2
(kbc + lac + mab)

)2 )1/2]
.
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ε0(N) =
8

abc

[



( ∞∑

k=N+1

∞∑

l=N+1

∞∑
m=N+1

√
Ea2

klm

)2

+

( ∞∑

k=N+1

∞∑

l=N+1

∞∑
m=N+1

√
Eb2

klm

)2



1/2

+

+2
√

2Λ

(
N +

1

π2

∞∑

k=1

∞∑

l=1

∞∑
m=1

abc√
k2c2b2 + l2a2c2 + m2a2b2

)2 ]1/2

.

Доведення. Оскiльки ∆N(x, y, z, t, N) — строго субгауссовий випадковий
процес, то використовуючи результат роботи [ [3]], можна записати, що для
довiльного 0 < θ < 1

P

{
sup

(x,y,z,t)∈D

|∆N(x, y, z, t, N)| > δ

}
≤ 2Ã(δ, θ),

Ã(δ, θ) = exp

{
−

(
δ(1− θ)− 2

θ
I(θε0)

)2

2ε2
0

}
, (5)

де ε0 - довiльне число, таке що ε0 ≥ sup
(x,y,z,t)∈D

(E|∆N(x, y, z, t, N)|2)1/2,

I(θε0) =
1√
2

θε0∫

0

(
ln

(
a

2σ−1(x)
+ 1

)
+ ln

(
b

2σ−1(x)
+ 1

)
+

+ ln

(
c

2σ−1(x)
+ 1

)
+ ln

(
T

2σ−1(x)
+ 1

))1/2

dx, (6)

де σ(h) — неперервна монотонно зростаюча функцiя, така що σ(0) = 0.

sup
|x−x1|≤h
|y−y1|≤h
|z−z1|≤h
|t−t1|≤h

(
E|∆N(x, y, z, t, N)−∆N(x1, y1, z1, t1, N)|2)1/2 ≤ σ(h),

sup
|x−x1|≤h
|y−y1|≤h
|z−z1|≤h
|t−t1|≤h

(
E|uN(x, y, z, t)+ vN(x, y, z1, t)− uN(x1, y1, z1, t1)− vN(x1, y1, z1, t1)|2

)1/2≤

≤ sup
|x−x1|≤h
|y−y1|≤h
|z−z1|≤h
|t−t1|≤h

[(
E|uN(x, y, z, t)− uN(x1, y1, z1, t1)|2

)1/2
+

+
(
E|vN(x, y, z, t)− vN(x1, y1, z1, t1)|2

)1/2
]
.

sup
(x,y,z,t)∈D

(
E|∆N(x, y, z, t, N)|2)1/2

= sup
(x,y,z,t)∈D

(
E|uN(x, y, z, t) + vN(x, y, z, t)|2)1/2 ≤

≤ sup
(x,y,t)∈D

[(
E|uN(x, y, z, t)|2)1/2

+
(
E|vN(x, y, z, t)|2)1/2

]
.
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Оскiльки випадковi процеси ξ(x, y, z) та η(x, y, z) незалежнi, тобто aklm i bklm

незалежнi, то мають мiсце такi спiввiдношення:

E|uN(x, y, z, t)− uN(x1, y1, z1, t1)|2 =

= E

∣∣∣∣∣
∞∑

k=N+1

∞∑

l=N+1

∞∑
m=N+1

Vklm(x, y, z) [aklm cos λklmt + bklm sin λklmt]−

−
∞∑

k=N+1

∞∑

l=N+1

∞∑
m=N+1

Vklm(x1, y1, z1) [aklm cos λklmt1 + bklm sin λklmt1]

∣∣∣∣∣

2

=

= E

∣∣∣∣∣
∞∑

k=N+1

∞∑

l=N+1

∞∑
m=N+1

aklm

√
8

abc

[
sin

kπ

a
x sin

lπ

b
y sin

mπ

c
z cos λklmt−

− sin
kπ

a
x1 sin

lπ

b
y1 sin

mπ

c
z1 cos λklmt1

]
+

+
∞∑

k=N+1

∞∑

l=N+1

∞∑
m=N+1

bklm

√
8

abc

[
sin

kπ

a
x sin

lπ

b
y sin

mπ

c
z sin λklmt−

− sin
kπ

a
x1 sin

lπ

b
y1 sin

mπ

c
z1 sin λklmt1

]∣∣∣∣
2

≤

≤ 8

abc

∞∑

k=N+1

∞∑

l=N+1

∞∑
m=N+1

∞∑
p=N+1

∞∑
q=N+1

∞∑
r=N+1

|Eaklmapqr|×

×
∣∣∣∣sin

kπ

a
x sin

lπ

b
y sin

mπ

c
z cos λklmt− sin

kπ

a
x1 sin

lπ

b
y1 sin

mπ

c
z1 cos λklmt1

∣∣∣∣×

×
∣∣∣sin pπ

a
x sin

qπ

b
y sin

rπ

c
z cos λpqrt−− sin

pπ

a
x1 sin

qπ

b
y1 sin

rπ

c
z1 cos λpqrt1

∣∣∣ +

+
8

abc

∞∑

k=N+1

∞∑

l=N+1

∞∑
m=N+1

∞∑
p=N+1

∞∑
q=N+1

∞∑
r=N+1

|Ebklmbpqr|×

∣∣∣∣sin
kπ

a
x sin

lπ

b
y sin

mπ

c
z sin λklmt− sin

kπ

a
x1 sin

lπ

b
y1 sin

mπ

c
z1 sin λklmt1

∣∣∣∣×

×
∣∣∣∣sin

kπ

p
x sin

lπ

q
y sin λklt− sin

nπ

a
x1 sin

pπ

b
y1 sin

qπ

c
z1 sin λnpqt1

∣∣∣∣ =

=
8

abc

( ∞∑

k=N+1

∞∑

l=N+1

∞∑
m=N+1

√
Ea2

klm

∣∣∣∣sin
kπ

a
x sin

lπ

b
y sin

mπ

c
z cos λklmt−

− sin
kπ

a
x1 sin

lπ

b
y1 sin

mπ

c
z1 cos λklmt1

∣∣∣∣
)2

+

+
8

abc

( ∞∑
n=N+1

∞∑

l=N+1

∞∑
m=N+1

√
Eb2

klm

∣∣∣∣sin
kπ

a
x sin

lπ

b
y sin

mπ

c
z sin λklmt−
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− sin
kπ

a
x1 sin

lπ

b
y1 sin

mπ

c
z1 sin λklmt1

∣∣∣∣
)2

.

Легко бачити, що
∣∣∣∣sin

kπ

a
x sin

lπ

b
y sin

mπ

c
z cos λklmt− sin

kπ

a
x1 sin

lπ

b
y1x sin

mπ

c
z1 cos λklmt1

∣∣∣∣ ≤

≤
∣∣∣∣sin

kπ

a
x− sin

kπ

a
x1

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣sin
lπ

b
y − sin

lπ

b
y1

∣∣∣∣ +

+
∣∣∣sin mπ

c
z − sin

mπ

c
z1

∣∣∣ + |cos λklmt− cos λklmt1| ≤

≤ 2

∣∣∣∣∣sin
kπ
a

(x− x1)

2

∣∣∣∣∣+ 2

∣∣∣∣∣sin
lπ
b
(y− y1)

2

∣∣∣∣∣+ 2

∣∣∣∣sin
mπ
c

(z− z1)

2

∣∣∣∣+ 2

∣∣∣∣sin
λklm(t− t1)

2

∣∣∣∣ ≤

≤ kπ

a
h +

lπ

b
h +

mπ

c
h + λklmh = πh

(
k

a
+

l

b
+

m

c
+

√
k2

a2
+

l2

b2
+

m2

c2

)
≤

≤ 2πh

(
k

a
+

l

b
+

m

c

)
= 2πh

(
kbc + lac + mab

abc

)
.

Аналогiчно
∣∣∣∣sin

kπ

a
x sin

lπ

b
y sin

mπ

c
z sin λklmt− sin

kπ

a
x1 sin

lπ

b
y1 sin

mπ

c
z1 sin λklmt1

∣∣∣∣ ≤

≤ 2πh

(
k

a
+

l

b
+

m

c

)
=

2πh

abc
(kbc + lac + mab).

Отже (
E|uN(x, y, z, t)− uN(x1, y1, z1, t1)|2

)1/2 ≤

≤

 8

abc

( ∞∑

k=N+1

∞∑

l=N+1

∞∑
m=N+1

√
Ea2

klm

(
2πh

abc
(kbc + lac + mab)

))2

+

+
8

abc

( ∞∑

k=N+1

∞∑

l=N+1

∞∑
m=N+1

√
Eb2

klm

(
2πh

abc
(kbc + lac + mab)

))2



1/2

=

=
8πh

a
3
2 b

3
2 c

3
2




( ∞∑

k=N+1

∞∑

l=N+1

∞∑
m=N+1

√
Ea2

klm(kbc + lac + mab)

)2

+

+

( ∞∑

k=N+1

∞∑

l=N+1

∞∑
m=N+1

√
Eb2

klm(kbc + lac + mab)

)2



1/2

.

Такими ж мiркуваннями можна отримати, що

(
E|vN(x, y, z, t)− vN(x1, y1, z1, t1)|2

)1/2 ≤
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≤ 8πh

a
3
2 b

3
2 c

3
2




(
N∑

k=1

N∑

l=1

N∑
m=1

√
E(âklm − aklm)2(kbc + lac + mab)

)2

+

+

(
N∑

k=1

N∑

l=1

N∑
m=1

√
E (̂bklm − bklm)2(kbc + lac + mab)

)2



1/2

.

Розглянемо
E(âklm − aklm)2 =

= E




a∫

0

b∫

0

c∫

0

(
ξ̂(x, y, z)− ξ(x, y, z)

)
Vklm(x, y, z)dxdydz




2

=

= E




√
8

abc

a∫

0

b∫

0

c∫

0

(
ξ̂(x, y, z)− ξ(x, y, z)

)
sin

kπ

a
x sin

lπ

b
y sin

mπ

c
z




2

≤

≤



√
8

abc

a∫

0

b∫

0

c∫

0

√
E

(
ξ̂(x, y, z)− ξ(x, y, z)

)2

dxdydz




2

≤ 8Λ2.

Аналогiчно

E (̂bklm − bklm)2 = 8Λ2 k2l2m2

π2(k2c2b2 + l2a2c2 + m2a2b2)
.

Таким чином

E
[|vN(x, y, z, t)− vN(x1, y1, z1, t1)|2

]1/2 ≤

≤ 8πh

a3/2b3/2c3/2




(
N∑

k=1

N∑

l=1

N∑
m=1

2
√

2Λ(kbc + lac + mab)

)2

+

+

(
N∑

k=1

N∑

l=1

N∑
m=1

2
√

2Λ
klm

π
√

k2c2b2 + l2a2c2 + m2a2b2
(kbc + lac + mab)

)2



1/2

.

Отже отримаємо, що σ(h) = hAN , де

AN =
4π

a3/2b3/2c3/2

[(( ∞∑

k=N+1

∞∑

l=N+1

∞∑
m=N+1

√
Ea2

klm(kbc + lab + mab)
)2

+

+
( ∞∑

k=N+1

∞∑

l=N+1

∞∑
m=N+1

√
Ea2

klm(kbc + lab + mab)
)2]1/2

+

+2
√

2Λ
( (

N∑

k=1

N∑

l=1

N∑
m=1

(kbc + lac + mab)

)2

+

Наук. вiсник Ужгород ун-ту, 2010, вип. 21



ПОБУДОВА МОДЕЛI РОЗВ’ЯЗКУ ПРЯМОКУТНОГО ПАРАЛЕЛЕПIПЕДА 109

+

(
N∑

k=1

N∑

l=1

N∑
m=1

klm

π
√

k2c2b2 + l2a2c2 + m2a2b2
(kbc + lac + mab)

)2 )1/2]
.

Легко бачити, що мають такi спiввiдношення:

E|uN(x, y, z, t)|2 ≤

≤ 8

abc




( ∞∑

k=N+1

∞∑

l=N+1

∞∑
m=N+1

√
Ea2

klm

)2

+

( ∞∑

k=N+1

∞∑

l=N+1

∞∑
m=N+1

√
Eb2

klm

)2

 ,

E|vN(x, y, t)|2 ≤

≤ 8

abc




(
N∑

k=1

N∑

l=1

N∑
m=1

√
E (âklm − aklm)2

)2

+

+

(
N∑

k=1

N∑

l=1

N∑
m=1

√
E

(
b̂klm − bklm

)2
)2


 .

Отже з останнiх спiввiдношень випливає, що

ε0(N) =
8

abc

[



( ∞∑

k=N+1

∞∑

l=N+1

∞∑
m=N+1

√
Ea2

klm

)2

+

+

( ∞∑

k=N+1

∞∑

l=N+1

∞∑
m=N+1

√
Eb2

klm

)2



1/2

+

+2
√

2Λ

(
N +

1

π2

N∑

k=1

N∑

l=1

N∑
m=1

abc√
k2c2b2 + l2a2c2 + m2a2b2

)2 ]1/2

.

Пiдставивши знайденi значенi σ(h) та ε0(N) у рiвнiсть (6), одержуємо:

I(θε0) =
1√
2

w∫

0

(
ln

(
aAN

2x
+ 1

)
+

+ ln

(
bAN

2x
+ 1

)
+ ln

(
cAN

2x
+ 1

)
+ ln

(
TAN

2x
+ 1

))1/2

dx ≤

≤ 1√
2

w∫

0

(
ln

(
aAN

2x
+ 1

))1/2

dx +
1√
2

w∫

0

(
ln

(
bAN

2x
+ 1

))1/2

dx+

+
1√
2

w∫

0

(
ln

(
cAN

2x
+ 1

))1/2

dx +
1√
2

w∫

0

(
ln

(
TAN

2x
+ 1

))1/2

dx ≤

≤



w∫

0

(
aAN

2x

)1/2

dx +

w∫

0

(
bAN

2x

)1/2

dx +

w∫

0

(
cAN

2x

)1/2

dx+
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+

z∫

0

(
TAN

2x

)1/2

dx


 =

(
T 1/2 + a1/2 + b1/2 + c1/2

)
A

1/2
N ε

1/2
0 (N),

тодi рiвнiсть (5) можна записати у виглядi

Ã(δ, θ) ≤ exp



−

1

2

(
δ(1− θ)− 2

θ1/2

(
T 1/2 + a1/2 + b1/2 + c1/2

)2/3
A

1/2
N ε

1/2
0 (N)

ε0(N)

)2


 .

Якщо
(
T 1/2 + a1/2 + b1/2 + c1/2

)
A2

Nε2
0(N) < δ, то найменшого значення Ã(δ, θ)

набуває при

θ =

(
T 1/2 + a1/2 + b1/2 + c1/2

)2/3
A

1/3
N ε

1/3
0 (N)

δ2/3
,

а саме

min
θ

Ã(δ, θ) = exp



−

1

2

(
δ(1− θ)− 2

θ1/2

(
T 1/2 + a1/2 + b1/2 + c1/2

)2/3
A

1/2
N ε

1/2
0 (N)

ε0(N)

)2


 .

Отже, щоб при точностi δ отримати модель, що має надiйнiсть 1− γ, потрi-
бно, щоб виконувались нерiвностi:

(
T 1/2 + a1/2 + b1/2 + c1/2

)
A2

Nε2
0(N) < δ,


δ1/3

(
δ2/3 − 3

(
T 1/2 + a1/2 + b1/2 + c1/2

)2/3
A

1/3
N ε

1/3
0 (N)

)

ε0(N)




2

≥ 2 ln
1

γ
.

3. Приклад
Розглянемо задачу про вiльнi коливання прямокутної мембрани 0 < x < a,

0 < y < b iз закрiпленими кiнцями:

uxx + uyy = utt, (7)

u|t=0 = ξ(x, y),
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= η(x, y), (8)

u|S = 0, (9)

де u – вiдхилення мембрани вiд положення рiвноваги, що спiвпадaє з площиною
x, y, а S – межа прямокутника 0 < x < a, 0 < y < b.

Нехай початковi умови {ξ(x, y), x ∈ [0, a], y ∈ [0, b]}, {η(x, y), x ∈ [0, a], y ∈
[0, b]} – незалежнi строго субгауссовi випадковi поля.

Розв’язок задачi (7)— (9) записується у виглядi

u(x, y, t) =
∞∑

k=1

∞∑

l=1

Vkl(x, y)
[
akl cos

√
λklt + bkl sin

√
λklt

]
,

де власнi функцiї Vkl(x, y) є розв’язком рiвняння

Vxx + Vyy + λV = 0,
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якi задовольняють умовi (9). Використовуючи метод вiдокремлення змiнних
Vkl(x, y) можна записати у виглядi

Vkl(x, y) =
2√
ab

sin
kπ

a
x sin

lπ

b
y.

Власнi функцiї Vkl(x, y) вiдповiдають власним значенням λkl

λkl = π2

(
k2

a2
+

l2

b2

)
,

де k, l = 1, 2, ....
Коефiцiєнти akl i bkl мають вигляд

akl =

a∫

0

b∫

0

ξ(x, y)Vkl(x, y)dxdy,

bkl =

a∫

0

b∫

0

η(x, y)Vkl(x, y)dxdy.

Позначимо D = [0, a]× [0, b]× [0, T ].
Нехай {ξ̂(x, y), x ∈ [0, a], y ∈ [0, b]}, {η̂(x, y), x ∈ [0, a], y ∈ [0, b]} є моделями

випадкових полiв {ξ(x, y), x ∈ [0, a], y ∈ [0, b]}, {η(x, y), x ∈ [0, a], y ∈ [0, b]}.
Моделi ξ̂(x, y) i η̂(x, y) - незалежнi випадковi поля.
Позначимо

âkl =

a∫

0

b∫

0

ξ̂(x, y)Vkl(x, y)dxdy,

b̂kl =

a∫

0

b∫

0

η̂(x, y)Vkl(x, y)dxdy.

Моделлю випадкового процесу u(x, y, t) називатимемо суму

ûN(x, y, t) =
N∑

k=1

N∑

l=1

Vkl(x, y)
[
âkl cos

√
λklt + b̂kl sin

√
λklt

]
.

Зробимо позначення

∆N(x, y, t, N) = u(x, y, t)− ûN(x, y, t) = uN(x, y, t) + vN(x, y, t),

де

uN(x, y, t) =
∞∑

k=N+1

∞∑

l=N+1

Vkl(x, y)
[
akl cos

√
λklt + bkl sin

√
λklt

]
,

vN(x, y, t) =
N∑

k=1

N∑

l=1

Vkl(x, y)
[
(âkl − akl) cos

√
λklt + (̂bkl − bkl) sin

√
λklt

]
.
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Теорема 2. Нехай {ξ(x, y), x ∈ [0, a], y ∈ [0, b]}, {η(x, y), x ∈ [0, a], y ∈ [0, b]}
— незалежнi сумiсно строго субгауссовi випадковi процеси такi, що виконую-
ться умови:

a∫

0

b∫

0

√
E

(
ξ̂(x, y)− ξ(x, y)

)2

dxdy ≤ Λ,

a∫

0

b∫

0

√
E (η̂(x, y)− η(x, y))2dxdy ≤ Λ.

Тодi випадковий процес ûN(x, y, t) є моделлю, що наближає випадковий процес
u(x, y, t) з надiйнiстю 1− γ та точнiстю δ в областi D = [0, a]× [0, b]× [0, T ],
якщо γ та N такi, що виконуються нерiвностi:

(
T 1/2 + a1/2 + b1/2

)
A2

Nε2
0(N) < δ,

1

2


δ1/3

(
δ2/3 − 3

(
T 1/2 + a1/2 + b1/2

)2/3
A

1/3
N ε

1/3
0 (N)

)

ε0(N)




2

≥ ln
1

γ
,

де

AN =
2π

a3/2b3/2




( ∞∑

k=N+1

∞∑

l=N+1

√
Ea2

kl(kb + la)

)2

+

+

( ∞∑

k=N+1

∞∑

l=N+1

√
Eb2

kl(kb + la)

)2



1/2

+

+2Λ




(
N∑

k=1

N∑

l=1

(kb + la)

)2

+

(
N∑

k=1

N∑

l=1

kl

π
√

k2a2 + l2b2
(kb + la)

)2



1/2 )
,

ε0(N) =
4

ab

[



( ∞∑

k=N+1

∞∑

l=N+1

√
Ea2

kl

)2

+

( ∞∑

k=N+1

∞∑

l=N+1

√
Eb2

kl

)2



1/2

+

+2Λ

(
N +

1

π2

N∑

k=1

N∑

l=1

ab√
k2a2 + l2b2

)1/2 ]1/2

.

Покладемо тепер в умовах теореми (2 ) a = b = π, T = π, bkl = 0, η(x, y) =
0, а ξ(x, y) — гауссiв випадковий процес такий, що

ξ(x, y) =
∞∑

j=1

ξj sin(j (xy)),

де ξj — незалежнi нормально розподiленi випадковi величини такi, що Eξj =
0, Eξ2

j = bj, де b — деяке число таке, що 0 < b < 1.
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Нехай

ξ̂(x, y) = ξ̂M(x, y) =
M∑

j=1

ξj sin(j (xy)).

Отже
√
E

(
ξ(x, y)− ξ̂M(x, y)

)2

=
∞∑

j=M+1

bj sin2(j (xy)) ≤
∞∑

j=M+1

bj =
bM+1

1− b
,

тобто при заданому Λ M вибирається так, щоб виконувалась нерiвнiсть

π2bM+1

1− b
< Λ, тобто M ≥ ln (Λ(1− b))

ln(π2b)
.

В цьому випадку bkl = 0,

akl =

a∫

0

b∫

0

ξ(x, y)Vkl(x, y)dxdy = ξkl,

тобто Ea2
kl = bkl. Отже одержимо наступну рiвнiсть

ûN(x, y, t) =
2√
ab

N∑

k=1

N∑

l=1

âkl sin
kπ

a
x sin

lπ

b
y cos

(
π

√
k2

a2
+

l2

b2
t
)
.

Отже

AN =
2

π




∞∑

k=N+1

∞∑

l=N+1

√
bkl (k + l) + 2Λ




(
N∑

k=1

N∑

l=1

(k + l)

)2

+

+

(
N∑

k=1

N∑

l=1

kl(k + l)√
k2 + l2

)2



1/2

 ,

ε0(N) =
4

π2




∞∑

k=N+1

∞∑

l=N+1

√
bkl + 2Λ

(
N +

1

π

N∑

k=1

N∑

l=1

1√
k2 + l2

)1/2

 .

Таким чином, шуканою моделлю буде модель, де N таΛ пiдiбранi так, що розв’я-
завши нерiвнiсть

A2
Nε2

0(N) <
δ

3
√

π
,


δ1/3

(
δ2/3 − (243πANε0(N))1/3

)

ε0(N)




2

≥ 2 ln

(
1

γ

)
,

отримаємо, що модель ûN(x, y, t) наближає випадковий процес u(x, y, t) iз зада-
ною надiйнiстю та точнiстю.
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Рис. 1. Модель коливання мембрани в момент часу t = 0

Рис. 2. Модель коливання мембрани в момент часу t = 1

Рис. 3. Модель коливання мембрани в момент часу t = 2
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