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In this article some classes of differential equations defined in direct product of m-measurable
torus and n-measurable Euclidean space for which the conditions of existence of invariant toroidal
manifolds are satisfied, are invertigated.
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 �"�� +�����#� & "�����" ���#
���" ����"���# ��"�������! �����"���" ����! ������ �� ��� ��
���# *! �������
���� ���� �.��� +��"#)��� ��� ��
���, ���" ����"���# ��"�������! ������
"���"  ������* �� � �.���� ������* ������ ��������� ���! �"�#��$ "�'��)���!
" +#���� ��.���� ��� �� �"� ���"��� +�����$ �� "����� ��� ��#�� � ���
'���)$ � # #��! ���"� ����"���# ��,�� ������

2�'� #���� ������� �"�#��

ϕ̇ = a(ϕ), ẋ = Λ(ϕ)x + f(ϕ), 	��

" #��� ϕ ∈ Tm, x ∈ Rn, a(ϕ) 3  �+(���"� "������ ������# �� m�"�������
��� Tm, 2π�+�����)�� +� ��
��� ���+������ ϕj, j = 1, 2, ...,m� Λ(ϕ) � f(ϕ) 3
��+��"�� ����)�� �� "������ 2π�+�����)�� +� ϕj ������* "��+�"�����

4�'��)��� )��' ϕt(ϕ) �'"5#'�� +�(��� �' �"�#�� ������� 	�� �����$ %�
ϕ0(ϕ) = ϕ$ � )��' Ωt

τ (ϕ)3 �������� ��������* �������

ẋ = Λ(ϕt(ϕ))x 	6�

'� �
��* "�� ϕ ∈ Tm #� "�� +������� 4�� �����

G(0, τ, ϕ) =

{
Ω0

τ (ϕ)C(ϕτ (ϕ)), τ ≤ 0,
Ω0

τ (ϕ)(C(ϕτ (ϕ)) − E), τ > 0,

�� C(ϕ), ϕ ∈ Tm 3 ��+��"�� ����)�� ������#$ � ��'"��� ������&, 7����
����� ���� ������� �"�#��

ϕ̇ = a(ϕ), ẋ = Λ(ϕ)x,

#�%� ������ 
+∞∫
−∞

‖ G(0, τ, ϕ) ‖ dτ �"������ �.��
���� +� ϕ8

+∞∫
−∞

‖ G(0, τ, ϕ) ‖ dτ ≤ k < ∞, 	9�
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 /01/
 !�&� /2 
 3 1



����������� ���	��
�
 ����	� ���� �
���� � � � �

��� ���� ϕ ∈ Tm. �	
���� G(t, τ, ϕ) �������
�� ������	 ��� ��� t �= τ � � ���
t = τ ��
� ��� ����� ������� ���	 � ��������

G(τ + 0, τ, ϕ) − G(τ − 0, τ, ϕ) = E.

���� Ωϕ ! ω"���
�#
� �
�$�
� ���%��	 ������� � ���
�
� ������� �&�
ϕt(ϕ) ������� '� ϕ0(ϕ) = ϕ. (� ������� 
�������� � )&*� Ωϕ 
� �	��� �
�$�
�
��� ���� ϕ ∈ Tm � ���	 �������
���� +������ �������	 Tm� Ω = ∪

ϕ∈T m
Ωϕ.

,�
�#��� A = ∪
ϕ∈T m

Aϕ, �� Aϕ ! α"���
�#
� �
�$�
� ���%��	 ������� �

���
�
� ������� �&� ϕt(ϕ) ������� '� ϕ0(ϕ) = ϕ.
���� ��� ���� ϕ ∈ Tm ��
	� ���
���

lim
|t|→+∞

Λ(ϕt(ϕ)) = Λ. �-�

.� �
�#��� '� �����#
� +	
���� Λ(ϕ) 
� �
�$�
�� Ω � A � �����/ �������/
Λ(ϕ) = Λ ��� ���� ϕ ∈ Ω ∪ A. 0��� ����� �	���� ��������� �������� ����
������� Λ(ϕ) ���#
�"�����
���
��� ������	1

Λ(ϕt(ϕ)) =

(
Λ−(ϕt(ϕ)) 0

0 Λ+(ϕt(ϕ))

)
. �2�

������� �� ���� ����	� 
���	 ���� ����	� 
��� ���	
	�� ������
Λ �����		� ��� 	��� Re(λj(Λ)) �= 0, (j = 1, 2, ..., n)� ��
��� Re(λj(Λ)) < 0,
j = 1, 2, ..., k � Re(λj(Λ)) > 0, j = k + 1, ..., n� �� ��� ������	�� 	�������	��
2π�������
	�� �� ϕj, j = 1, 2, ..., m ��	���� f(ϕ) ������ �� ��! �	�����	�	�
���������	� �	�"	� x = u(ϕ)#

���������� 3����
��� ��
� 
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	 ������	 ��+���
�����
�� ���"

�
�� ���$
	 ��� ϕ ∈ Tm �� ��� ���������1

ẋ = Λ(ϕt(ϕ))x + f(ϕt(ϕ)). �4�

,�
�#��� #��� Ωt
τ (ϕ, Λ−) � Ωt

τ (ϕ, Λ+) ! �������
�� ��
����
�� ������

ẋ1 = Λ−(ϕt(ϕ))x1

�
ẋ2 = Λ+(ϕt(ϕ))x2

��������
�� ��� ���� ����������� ���
��

‖Ωt
τ (ϕ, Λ−)‖ ≤ Ke−γ(t−τ), t ≥ τ,

‖Ωt
τ (ϕ, Λ+)‖ ≤ Keγ(t−τ), t ≤ τ,

�5�

��� ������ ����
�� K � γ �� ��� �	��"���� t, τ ∈ R, ϕ ∈ Tm. ,���$��� ������"
�������� �����6 � 
����
���� �5�7 8�� ����� ��������� ����	��

�� �
�����#
�
�� 	 )�*7

9������� �������
� Ωt
τ (ϕ, Λ−) ���	���� �
�������
� ����������

�

Ωt
τ (ϕ, Λ−) = eΛ−(t−τ) +

t∫
τ

eΛ−(t−s)(Λ−(ϕs(ϕ)) − Λ−)Ωt
s(ϕ, Λ−)ds �:�

����� ������ ������� �� !�" #$%#" ��&� #' " ( %
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� ��� �����	 K > 0 � γ > 0

∥∥eΛ−(t−τ)
∥∥ ≤ Ke−γ(t−τ), t ≥ τ,


 ��� ���
��� �������� t ≥ T � ����� �
���� a

‖Λ−(ϕt(ϕ)) − Λ−‖ ≤ a,

� ������� ��� �
���

∥∥Ωt
τ (ϕ, Λ−)

∥∥ ≤ Ke−γ(t−τ) +

t∫
τ

Ke−γ(t−s) ‖Λ−(ϕs(ϕ)) − Λ−‖ ‖Ωs
τ (ϕ, Λ−)‖ ds,

eγ(t−τ)
∥∥Ωt

τ (ϕ, Λ−)
∥∥ ≤ K +

T∫
τ

Keγ(s−τ) ‖Λ−(ϕs(ϕ)) − Λ−‖ ‖Ωs
τ (ϕ, Λ−)‖ ds+

+

t∫
τ

Kaeγ(s−τ)‖Ωs
τ (ϕ, Λ−)‖ds.

� ���� ���� ��������
������
�
 ��
	�����

∥∥Ωt
τ (ϕ, Λ−)

∥∥ ≤ K1e
−(γ−Ka)(t−τ),

��

K1 = K +

T∫
τ

Keγ(s−τ) ‖Λ−(ϕs(ϕ)) − Λ−‖ ‖Ωs
τ (ϕ, Λ−)‖ ds.

����� �� ���������� � � ��!�
 ������ 
�
����"���� ������
�����# $���
"��
�� "����

G(t, τ, ϕ) =

{
diag(Ωt

τ (ϕ, Λ−), 0), t ≥ τ,
−diag(0, Ωt

τ (ϕ, Λ+)), t < τ.

%� ���������� � � ������
�& '� G(t, τ, ϕ) �
��������� �(����

‖G(t, τ, ϕ)‖ ≤ Ke−γ|t−τ |, �)�

��� K > 0, γ > 0 
 ��� *�������	 t, τ ∈ R, ϕ ∈ Tm. ��
	���+"� (�& ��������

+∞∫
−∞

‖G(0, τ, ϕ)‖ dτ ≤ 2K

γ
< ∞.

,!�& ��� ��!���� ϕ ∈ Tm -���(��

x∗(t) =

+∞∫
−∞

G(t, τ, ϕ)f(ϕτ (ϕ))dτ �./�

� �*��!���� ��� ���	 t ∈ R ����0����� ������ �1�#

����� ������ ������� �����
 � !�
 ��"� �# 
 $ !
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 ����	� ���� �
���� � � � �

��������� �	
� � ������

x∗(t) = u(ϕt(ϕ)) =

+∞∫
−∞

G(t, τ, ϕ)f(ϕτ (ϕ))dτ,

�� x = u(ϕ), u(ϕ) � 2π����������� �� ϕj, �j = 1, 2, ..., m� �������� ��������
������ ����������� �������

x = u(ϕ) =

+∞∫
−∞

G(0, τ, ϕ)f(ϕτ (ϕ))dτ. �		�

 ������ ��������!
"�#������ ����� #$����� ������� ������%

ϕ̇ = a(ϕ), ẋ = (Λ(ϕ) + B(ϕ))x + f(ϕ). �	&�

'����������

������� �� ����� ��� 	
�� ϕ ∈ Tm �
�� ������� ��� � ���
�� ��
����
	
�� 	��
��� ��
�� ��������� ������� Λ 	������� 	�� ��� Re(λj(Λ)) �= 0
(j = 1, 2, ..., n)� ������ Re(λj(Λ)) < 0 ��� j = 1, 2, ..., k, Re(λj(Λ)) > 0 ���
j = k + 1, ..., n� ���� �
�� ���� b > 0�  � ��� !�"#���� �������	��� 2π#
����������� �� ϕj, j = 1, 2, ..., m ������� B(ϕ) ������  �

max
ϕ∈ T m

‖B(ϕ)‖ ≤ b, �	(�


�
���� �$%� ��� ��	������� ��������"� ���&���

���������� )�������� ������� �����* � ����� +�$ ����#���� +� �������
,�����'���-����� G(t, τ, ϕ, Λ + B) ������� ������%

ẋ = Λ(ϕt(ϕ))x + B(ϕt(ϕ))x �	.�

��� �����% ������/ t �������* ������ ���� exp(−γ|t − τ |)� � ��� ������� *

x = u(ϕ) =

+∞∫
−∞

G(0, τ, ϕ, Λ + B)f(ϕτ (ϕ))dτ. �	0�

1�#������ ����# G(t, τ, ϕ) ������2 ,�����'���-����� ������� �&�� ��� #����
���%��* ������ �3�! )�� ������ ϕ ∈ Tm �������

x∗(t) =

+∞∫
−∞

G(t, τ, ϕ, Λ + B)f(ϕτ (ϕ))dτ �	4�

* �$������� ��� ���/ t ∈ R ��#�5�#��� �������� #������6 ��� ϕ ∈ Tm �� ���
���������

ẋ = (Λ(ϕt(ϕ)) + B(ϕt(ϕ)))x + f(ϕt(ϕ)),

����� ������ ������� �� !�" #$%#" ��&� #' " ( %



�� �� �� ���	
�� �� �� �		��

���� �����	
+∞∫
−∞

‖G(0, τ, ϕ, Λ + B)‖ dτ < ∞. 
��

�� ������ �� ���� ���������	 ����	 ������	� � ����� ������� �� 
!�  	 ����

�" ��# $���%�� &����'(���)������ ��� ����������# ������� ��

‖G(t, τ, ϕ, Λ + B)‖ ≤ K1e
−γ1|t−τ |, t, τ ∈ R, 
�*

��� ����	� ������	�  ���	� K1 � γ1, � ���� ��# �� %� ������� �� 
��+
,��� 	 ������#��� �� $���%�� x = u(ϕ), u(ϕ + 2π) = u(ϕ) �	-���� 
�.

�	�����# ����������� ����/������ ����	��  	 ���	 
�0+ 1������ ��������+
2��-������  ��3��������)��  	 ���� �	$����%�����	� �������

ϕ̇ = a(ϕ), ẋ = F (ϕ, x) + Λ(ϕ)x, 
�!

� ���) ϕ ∈ Tm� a(ϕ) ∈ CLip(T
m), Λ(ϕ) ∈ C(Tm), F (ϕ, x) ∈ C

(0,2)
ϕ,x (ϕ ∈ Tm, x ∈ Rn),

‖x‖ ≤ h, Λ(ϕ) 4 �	-���� 
.+ ,�5	6��� %�  	 ���� � �	-����

ϕ̇ = a(ϕ), ẋ = Λ(ϕ)x + B(ϕ, x)x + f(ϕ), 
07

�� f(ϕ) = F (ϕ, 0), B(ϕ, x) =
1∫
0

∂F (ϕ,τx)
∂(τx)

dτ. 8������� �� ����� ����	 � �������

�����������-� ���-��	��  	 ���	 
�!+

������� �� ����� ��� 	
�� ϕ ∈ Tm �
�� ������� ��� � ���
�� ��
����
	
�� 	��
��� ��
�� ��������� ������� Λ 	������� 	�� ��� Reλj(Λ) �= 0,
�j = 1, 2, ..., n�� ������ Reλj(Λ) < 0, ��� j = 1, 2, ..., k � Reλj(Λ) > 0, ���
j = k +1, ..., n. ���� �
���� �� � 
���� b0 > 0� m > 0 � ��
������ ���� 
����
!��"��� L� #� ��� $��%� �� �������	��� �� ϕ � x 	 �$��
�� ϕ ∈ Tm, ‖x‖ ≤ h,
2π%����������� �� ϕj, j = 1, 2, ..., m ������� F (ϕ, x) �� ��� #�

max
ϕ∈ T m

‖F (ϕ, 0)‖ = m,

max
ϕ∈ T m, ‖x‖≤h

‖B(ϕ, x)‖ = b0

� ∥∥∥B(ϕ, x
′
) − B(ϕ, x

′′
)
∥∥∥ ≤ L

∥∥∥x
′ − x

′′
∥∥∥ ,

�� B(ϕ, x) =
1∫
0

∂F (ϕ, τx)
∂(τx)

dτ, 
�
���� �&'� ��� ��	��������� ������������ �����%

	��(

���������� 9�������� �� 5�	 ������� ��������	� ��  	 ���� 
�!� ����
��# ����������	) ����/�����	) ���-��	�+

:�) ���-��	� 6����	���� ������� 5� ������	� ��3�	���� �� -���	%� 5�'
 ������� ��

Mk : x = u(k)(ϕ), ϕ ∈ Tm, k = 1, 2, ..., u(0)(ϕ) = 0,

����� ������ ������� ������  �� � ��!�  " � # �



����������� ���	��
�
 ����	� ���� �
���� � � � ��

����� � ���	 
 ����������� ����������� �������� ������� �������

ϕ̇ = a(ϕ), ẋ = Λ(ϕ)x + B(ϕ, u(k−1)(ϕ))x + f(ϕ), ����

����� ��������

x = u(k)(ϕ) =

+∞∫
−∞

G(0, s, ϕ, Λ + Bk−1)f(ϕs(ϕ))ds. ����

�������� � ��!�� "���#$��������� ������� ������ ��� ��% ���
 �!��� �&�' ��
����� ���������� ��� � %� ��������� ������ ��' (� � ��!�� "���#$���������
������� ������

ẋ = (Λ(ϕt(ϕ)) + B(ϕt(ϕ), 0))x

��% ���
 �!��� 

‖G(t, τ, ϕ, Λ + B0)‖ ≤ K1e
−γ1|t−τ |, t, τ ∈ R, ϕ ∈ Tm, ��)�

��� �����	 �������	 �����	 K1 � γ1, ��(� ������

max
ϕ∈ T m

‖B(ϕ, 0)‖ ≤ b0,

�� b0 * ��������� ����+ ,��� �� ������ ������ � ����� ��������' (� ����#
������� �������� x = u(1)(ϕ) �������

ϕ̇ = a(ϕ), ẋ = (Λ(ϕ) + B(ϕ, 0))x + f(ϕ)

��� 
 � ��
 ������

x = u(1)(ϕ) =

+∞∫
−∞

G(0, s, ϕ, Λ + B0)f(ϕs(ϕ))ds.

-� �������� M2 �������� ����������� ����������� �������� ������� ������

ϕ̇ = a(ϕ), ẋ = (Λ(ϕ) + B(ϕ, u(1)(ϕ)))x + f(ϕ),

� ����

x = u(2)(ϕ) =

+∞∫
−∞

G(0, s, ϕ, Λ + B1)f(ϕs(ϕ))ds.

.�(� ����� /���� �� %�� � ���� ��������� M1,M2, ..., Mk−1, �� �� ��������
Mk ����� ����������� ����������� �������� ���� ������� ������ ����+

0�������' (� ����� ������� ����� %�� � ���� ����������� �������� ��#
����� ��&�+ 1�� !���� ���� %���������� � ��� ' (� ����� %�� � ���� � �#
�!�2 u(k)(ϕ) ��� � ��#����� k = 1, 2, ..., ������� ������� ���������

u(k)(ϕ) ⇒ u(ϕ), ϕ ∈ Tm

� %�������' (� x = u(ϕ) ����
 ����������� ����������� �������� ��	�����
������� ��&�+

����� ������ ������� �� !�" #$�#" ��%� #& " ' �



�� �� �� ���	
�� �� �� �		��

�� ���� ���	
� ���������

∥∥u(1)(ϕ)
∥∥ ≤

+∞∫
−∞

‖G(0, s, ϕ, Λ + B0)‖ ‖f(ϕs(ϕ))‖ ds

���� ������
��� �����
 �����

max
ϕ∈ T m

∥∥u(1)(ϕ)
∥∥ ≤ 2K1

γ1

max
ϕ∈ T m

‖f(ϕ)‖ .

���������  � γ1h > K1m, ���


max
ϕ∈ T m

∥∥u(1)(ϕ)
∥∥ < h. ��!�

"��# 	�$ u(j)(ϕ), j = 1, 2, ..., k − 1 ��������� ��!� �����
����$% &�	� 	�$ j = k
�����'

max
ϕ∈ T m

∥∥u(k)(ϕ)
∥∥ ≤

+∞∫
−∞

‖G(0, s, ϕ, Λ + Bk−1)‖ ‖f(ϕs(ϕ))‖ ds ≤ 2K1

γ1

max
ϕ∈ T m

‖f(ϕ)‖ .

(� ��	
����� ������ ��������' $� � γ1h > K1m, �� 	�$ �����)� k = 1, 2, ...
*
����� u(k)(ϕ) ����� +��
	
����� �� ���� ����� +��
	
���� � ������
 Mk,
 � � ������������ ����,	������ �������� ������ ��-�%
���������� 
���� ��������� +����	������� u(k)(ϕ).
.������ ������� u(k+1)(ϕ) − u(k)(ϕ)% /�$ �
	�0$��)� ϕ ∈ Tm u(k)(ϕ) � ����0

�������� ���)���	�� ����$��$ ��-�� ����� u(k)(ϕt(ϕ)) ��	������$� ��������

d

dt
u(k)(ϕt(ϕ)) = (Λ(ϕt(ϕ)) + B(ϕt(ϕ), u(k−1)(ϕt(ϕ))))u(k)(ϕt(ϕ)) + f(ϕt(ϕ)),

� u(k+1)(ϕt(ϕ)) ��������

d

dt
u(k+1)(ϕt(ϕ)) = (Λ(ϕt(ϕ)) + B(ϕt(ϕ), u(k)(ϕt(ϕ))))u(k+1)(ϕt(ϕ)) + f(ϕt(ϕ)),

� ���
 ������$ u(k+1)(ϕt(ϕ)) − u(k)(ϕt(ϕ)) ��	������$� ��������

d
dt

(u(k+1)(ϕt(ϕ)) − u(k)(ϕt(ϕ))) = (Λ(ϕt(ϕ)) + B(ϕt(ϕ), u(k)(ϕt(ϕ))))(u(k+1)(ϕt(ϕ))−
−u(k)(ϕt(ϕ))) + (B(ϕt(ϕ), u(k)(ϕt(ϕ))) − B(ϕt(ϕ), u(k−1)(ϕt(ϕ))))u(k)(ϕt(ϕ)).

&��
 u(k+1)(ϕ) − u(k)(ϕ) �������� ����������
 ���1,	����
 ������
 ������
����$��

ϕ̇ = a(ϕ), ẋ = (Λ(ϕ) + B(ϕ, u(k)(ϕ)))x + (B(ϕ, u(k)(ϕ)) − B(ϕ, u(k−1)(ϕ)))u(k)(ϕ),

� ���� ��	������$� ���������

max
ϕ∈ T m

∥∥u(k+1)(ϕ) − u(k)(ϕ)
∥∥ ≤ 2K1

γ1

max
ϕ∈ T m

∥∥B(ϕ, u(k)(ϕ)) − B(ϕ, u(k−1)(ϕ))
∥∥ ∥∥u(k)(ϕ)

∥∥ ≤

����� ������ ������� ������ � ��� ��!� �" � # �
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�
 ����	� ���� �
���� � � � ��

≤ 2K1

γ1

· 2K1

γ1

max
ϕ∈ T m

‖f(ϕ)‖ · L · ∥∥u(k)(ϕ) − u(k−1)(ϕ)
∥∥ .

����� �����	 

������	 � ��������� ������� L ��������� ����	 �

L
2K1

γ1

h < 1,

������ 
����
�� ��� ��
������� ��������� �������
����� ������� {u(k)(ϕ)} 
!�����"��

lim
k→∞

u(k)(ϕ) = u(ϕ).
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�� x = u(ϕ) # ��
��������� ���$�
���� 
�%����&
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!"�"���
�� �� $������	 ���� k → ∞ 
 ��
����� '(()	 ������	 � �������
u(ϕ) �������# ��"����
�"��� '*+)	 
 ����� G(0, τ, ϕ, Λ + B) , ������� -����.
/�����"��� ����"��

ϕ̇ = a(ϕ), ẋ = [Λ(ϕ) + B(ϕ, u(ϕ))]x.

0��"	 u(ϕt(ϕ)) ��� ����.���$� ϕ ∈ Tm ����
�����# ��
�����

u̇(ϕt(ϕ)) = [Λ(ϕt(ϕ)) + B(ϕt(ϕ), u(ϕt(ϕ)))]u(ϕt(ϕ)) + f(ϕt(ϕ)),

� ���� ���$�
�� x = u(ϕ) # ��
��������� ���$�
���� ����"�� '*1) �"��"��
��
"�"�� 
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