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Finding estimates for the remainder of two-dimensional interpolation continued fractions.
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Dn(x, y) = Φn
0 (x, y) +

n

K
i=1

aii(x, y)

Φn
i (x, y)

, 	��

�� Φn
i (x, y) = bii(x, y) +

n

K
j=i+1

aji(x, y)

bji(x, y)
+

n

K
j=i+1

aij(x, y)

bij(x, y)
,

aij(x, y) �= 0, bij(x, y), i, j = 0, 1, . . . , n 8 ��)��#�" .����"/ �#�( $�"���( #
��'�"� �*����" G ⊂ R

2.
9�4� ����������� �������� �*������� ���������� �������� ��' �#�#��

�"��( ����&��#�( ��*"# +�- �,- ��
�� )����#��� � #"�)�#"��"��� ��7� 	��
#"���5���' �#�( �$���������( �����%���"#- ��*�� Dn(x, y) = Pn(x, y)/Qn(x, y) .

1�$��%��� %��$

P n
k (x, y)

Qn
k(x, y)

= Φn
k(x, y) +

n

K
i=k+1

aii(x, y)

Φn
i (x, y)

, k = 0, 1, . . . , n,

k � $���5��- ��*��- k � ”(#"��” ��7� 	��� !�3 �"��� �������� �)"##"���5��
��'

P n
k (x, y)

Qn
k(x, y)

= Φn
k(x, y) + ak+1k+1(x, y)

/
P n

k+1(x, y)

Qn
k+1(x, y)

, k = n − 1, n − 2, . . . , 0, 	��

�� P n
n (x) = bnn(x, y), Qn

n(x, y) = 1, Φn
n(x, y) = bnn.

:��" Pn(x, y) = P n
0 (x, y), Qn(x, y) = Qn

0 (x, y).
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�� ��� ���	��
�� � P n
k (x, y) �
 Qn

k(x, y) �
����	������ �
������ ����������
��������������

P n
k (x, y) = Φn

k(x, y)P n
k+1(x, y)+ak+1k+1(x, y)·Qn

k+1(x, y), Qn
k(x, y) = P n

k+1(x, y). ���

��� k = n − 1 �
���

P n
n−1(x, y) = Φn

n−1(x, y)bnn(x, y) + ann(x, y) =

= Φn
n−1(x, y)Φn

n(x, y)

(
1 +

ann(x, y)

Φn
n−1(x, y)Φn

n(x, y)

)
,

Qn
n−1(x, y) = bnn(x, y) = Φn

n(x, y).

��� k = n − 2 �
���

P n
n−2(x, y) = Φn

n−2

(
Φn

n−1(x, y)bnn(x, y) + ann(x, y)
)

+ an−1n−1(x, y)Φn
n(x, y) =

= Φn
n−2(x, y)Φn

n−1(x, y)Φn
n(x, y)

(
1 +

ann(x, y)

Φn
n−1(x, y)Φn

n(x, y)
+

an−1n−1(x, y)

Φn
n−2(x, y)Φn

n−1(x, y)

)
,

�

Qn

n−2(x, y) = Φn
n−1(x, y)bnn(x, y) + ann(x, y) =

= Φn
n−1(x, y)Φn

n(x, y)

(
1 +

ann(x, y)

Φn
n−1(x, y)Φn

n(x, y)

)
.
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P n
k (x, y) = An

k

(
1 +

n−1∑
i=k

Ψi + · · · +
n+1−2νk∑

i1=k

Ψi1

n+3−2νk∑
i2=i1+2

Ψi2 · · ·
n−1∑

iνk
=iνk−1+2

Ψiνk

)
,

Qn
k(x, y)=An

k+1

(
1+

n−1∑
i=k+1

Ψi + · · · +
n+1−2μk∑
i1=k+1

Ψi1

n+3−2μk∑
i2=i1+2

Ψi2 · · ·
n−1∑

iμk
=iμk−1+2

Ψiμk

)
,

�*�

��

An
s = An

s (x, y) =
n∏

i=s

Φn
i (x, y), Ψi = Ψi(x, y) =

ai+1i+1(x, y)

Φn
i (x, y) · Φn

i+1(x, y)
,

νk =

[
(n + 1 − k)

2

]
, μk =

[
(n − k)

2

]
.

+��� 
�
	�# ,����	� -.	��
/0�����#
 �	� Pn(x, y) �
 Qn(x, y) ����������#�
	
�"�#���#� ���(� ���������� �
� ��#	��1

Pn(x, y) = An
0

(
1 +

n−1∑
i=0

Ψi + · · · +
n+1−2m1∑

i1=0

Ψi1

n+3−2m1∑
i2=i1+2

Ψi2 · · ·
n−1∑

im1=im1−1+2

Ψim1

)
,

Qn(x, y) = An
1

(
1 +

n−1∑
i=1

Ψi + · · · +
n+1−2m2∑

i1=1

Ψi1

n+3−2m2∑
i2=i1+2

Ψi2 · · ·
n−1∑

im2=im2−1+2

Ψim2

)
,

�%�

�� m1 = [(n + 1)/2], m2 = [n/2].
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Rn
k,s(x, y) =

n+1−2k∑
i1=s

Ψi1

n+3−2k∑
i2=i1+2

Ψi2 · · ·
n−1∑

ik=ik−1+2

Ψik ,

�	 s ∈ {0, 1}, k = 1, 2, . . . , m, m ∈ {νk, μk}� 	��� ������� �� Rn
k,s(x, y) ���������

��� ����������	���

Rn
k,s(x, y) =

n+1−2k∑
i=s

Ψi · Rn
k−1,i+2(x, y), Rn

0,s(x, y) = 1.

�	�	
 ��
� �� !"# �� !$# ��% �� � �� ��������  �������

P n
k (x, y) = An

k(x, y) ·
νk∑
i=0

Rn
i,k(x, y), Qn

k(x, y) = An
k+1(x, y) ·

μk∑
i=0

Rn
i,k+1(x, y), !&#

��

Pn(x, y) = An
0 (x, y) ·

m1∑
i=0

Rn
i,0(x, y), Qn(x, y) = An

1 (x, y) ·
m2∑
i=0

Rn
i,1(x, y).

'�� ��������( ��
� ���� � �	�� ����
����� ���� ���� �� �	�
	� � �	�
�
�) ���*+����( �
�����

������� � !,�	���������-�
�����	.�� /01#� ��������	
 ���
∞
K

k=1
ak/bk �

���������	�	 ���������	 ���������� ���� | bk | � | ak | + 1, k = 1, 2, . . . . ���
��� n�� ����	 ��� �	���!����� �������� | fn | < 1, n = 1, 2, . . .

	��� �� "���
 #���	�� #	�����	�	 aij(x, y) �� �������	�	 bij(x, y) �$��
%&' ��� ��� ���#��� (x, y) ∈ G ������������� ��������

|aji(x, y)| � d, |bji(x, y)| � d + 1, i, j = 0, 1, . . . , n, j �= i, !2#

γ � |aii(x, y)| � d2, d2 + 3 � |bii(x, y)| � β, i = 0, 1, . . . , n,

�� d, γ, β ���� ����( )��

d2 + 1 � |Φn
i | � β + 2.

���������� 3*����� Φn
i �� ��� �+

|Φn
i | =

∣∣∣∣∣bii(x, y) +
n

K
j=i+1

aji(x, y)

bji(x, y)
+

n

K
j=i+1

aij(x, y)

bij(x, y)

∣∣∣∣∣ �

� |bii(x, y)| −
∣∣∣∣∣

n

K
j=i+1

aji(x, y)

bji(x, y)

∣∣∣∣∣ −
∣∣∣∣∣

n

K
j=i+1

aij(x, y)

bij(x, y)

∣∣∣∣∣ .

����� ������ �	�
	�� 4� ��
������ Φn
i � d2 +1. 5	
������� |Φn

i | � β+2 ��	������
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���� �� ����� ����	

� �	���
	�	 aij(x, y) �� �
���

	�	 bij(x, y) ����
��� �������
��� ����	 ���	 �� ����∣∣Rn

k,s(x, y)
∣∣ � ρk · Ck

n+1−s−k, ���

�� ρ = d2/(d2 + 1)2, k = 1, 2, . . . , m, s ∈ {0, 1}, m ∈ {νk, μk}.
���������� �����	
���	� �
��� ������ �
��
����� ��������� �����

k = 1� � ���� �������

Rn
1,s(x, y) =

n−1∑
i=s

Ψi =
n−1∑
i=s

ai+1i+1(x, y)

Φn
i (x, y) · Φn

i+1(x, y)
,

� ���� 
����!���� "�� # ���$ %� |Ψi| � ρ, � 
���
∣∣Rn

1,s(x, y)
∣∣ � ρ · C1

n−s.
&
!�$ 
����!���� ����� ��� k = 1� '����	
��$ ���� �������
�	� �"� �	��
k = 1, 2, . . . , l − 1� '�� k = l �
�����$ %�

Rn
l,s(x, y) =

n+1−2l∑
i=s

Ψi · Rn
l−1,i+2(x, y).

(��� � �����%���� �������� 
� ����� "�� ���$ %�

∣∣Rn
l,s(x, y)

∣∣ �
n+1−2l∑

i=s

ρ · ρl−1 · C l−1
n−l−i = ρl ·

n+1−2l∑
i=s

C l−1
n−l−i = ρl C l

n−l−s+1.

���	��� �� �� � ��� ����	

� �	���
	�	 aij(x, y) �� �
���

	�	 bij(x, y)
���� ��� �������
��� ����	 �!� ��

|Qn
k(x, y)| < (β + 2)n−k · ϕn−k+1, |P n

k (x, y)| < (β + 2)n−k+1 · ϕn−k+2,

��

|Qn(x, y)| < (β + 2)n · ϕn+1, |Pn(x, y)| < (β + 2)n+1 · ϕn+2,

��

ϕn =
((

1 +
√

1 + 4ρ
)n

−
(
1 +

√
1 − 4ρ

)n)
· 2−n ·

(√
1 − 4ρ

)−1

.

���������� )� �����	
� �*� 
� "�� + ���"����$ %�

|Qn
k(x, y)| �

∣∣An
k+1

∣∣ · [
n−k

2 ]∑
i=0

∣∣Rn
i,k+1(x, y)

∣∣ � (β + 2)n−k ·
[n−k

2 ]∑
i=0

ρi Ci
n−k−i.

�����	
��,�	� �����- �����	
- � ��.���
�����

[n/2]∑
i=0

ρi ·Ci
n−i =

((
1 +

√
1 + 4ρ

)n+1

−
(
1 +

√
1 − 4ρ

)n+1
)
· 2−(n+1) ·

(√
1 − 4ρ

)−1

,

�
����� 
����!���� �"� Qn
k(x, y)� )�,� �������	
� ������
�	� ���"� �����
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�

����� ���	
�� f(x, y) ��������� �� ������� G = [α, β] × [α, β] �� ��������
�� ������ ���������� � ������ ���	� Gn = X × Y = {(xi, yj) : xi ∈ X, yj ∈ Y },
�� X = {xi : xi ∈ [α, β], xi �= xl, �� i �= l, i, l = 0, 1, . . . , n} �� Y = {yj : yj ∈
[α, β], yj �= yl, �� j �= l, j, l = 0, 1, . . . , n.}.
���������� �� � !������"	��#!��� $%&

Dn(x, y) =
Pn(x, y)

Qn(x, y)
= Φn

0 (x, y) +
n

K
k=1

(x − xk−1)(y − yk−1)

Φn
k(x, y)

, '()

�� Φn
i (x, y) = bii +

n

K
j=i+1

x − xj−1

bji

+
n

K
j=i+1

y − yj−1

bij

.

 ��	� *�����+ ,� �� � '() - �. � � ���������� �����"��	��� aki(x, y) =
x − xk−1, aik(x, y) = y − yk−1, aii(x, y) = (x − xi−1)(y − yi−1), k > i, i, k =
0, 1, . . . , n, � ���������� ��������	��� bki(x, y) = bki, i, k = 0, 1, · · · , n, /
0����"��	 Pn(x, y) �� ��������	 Qn(x, y) �� � '() ���*� �����" *���

����������� �� �������1 ������� ������� 2�����#3������� '4)+ �� Ψi =
(x− xi−1) · (y − yi−1)/(Φn

i (x, y) ·Φn
i+1(x, y)). !����
�-��� ���*� '() �������1�"��

� ����� ��������
��

Dn(xi, yj) = f(xi, yj) = cij, i, j = 0, 1, . . . , n .

������� �� ��� ���������	
 ��� '() �
������	��� �� ��������������

bij = δs−1
ij , i, j = 0, 1, . . . , n, s = max{i, j}, '56)

��

δk
ij =

xik · yjk

δk−1
ij + θk

j · δk−1
ik + θk

i · δk−1
kj + θk

i · θk
j · δk−1

kk

, δ−1
ij = cij, k = 0, . . . , n − 1,

xij =

{
xi − xj, ��
 i > j,

1, ��
 i � j,
yij =

{
yi − yj, ��
 i > j,

1, ��
 i � j,
θt

s =

{−1, ��� s > t,
0, ��� s � t.

�������  � ����� �
�����	��� ���	���� ����
 
!" ������� f(x, y) �
������� 	� ���������� � �#$��	� G,% �$� ��& ����� ���

'("% ���������	
 ���)� �
������	��� ���������
 ������& � 	����� ��	�
 Gn ��
�����$��
 '!*"+
," ���������	
 ��� '(" ������$����	� ����


| bij | � d + 1, i �= j, d2 + 3 � | bii | � β1, i = 1, . . . , n, �� d = β − α �= 1;

-" ����� 	���� (x∗, y∗) ∈ G, x∗ /∈ X, y∗ /∈ Y, 	���% .� �
�����	��� ��������	�

| bn+1,j(x∗) | � d + 1, | bi,n+1(y∗) | � d + 1, d2 + 3 � | bn+1,n+1(x∗, y∗) | � β1,

�� bn+1,j(x∗), bi,n+1(y∗), bn+1,n+1(x∗, y∗) �
������	��� �� �����$��
 '!*" �$�
�
�����% ��$
 xn+1 = x∗, yn+1 = y∗/

����� ������ � !"#"$ ���%�& '())& ��*� ''



�� �� �� �����

���� ��� ���	
 �	����

|f(x∗, y∗) − Dn(x∗, y∗)| �

∣∣∣∣∣∣∣∣
γn+1

(β1 + 2)ϕ2

n∏
s=1

(β1 + 2)2(n−s)+4ϕn−s+2 · ϕn−s+3

−

−∑n
m=0

2dm+n−1(d − 1)2

(dn+1−m − 1)(dn+2−m − 1)

∣∣∣∣∣ ,

�� γ � |(x − xi)(y − yi)|, i = 0, 1, . . . , n.
���������� ����� (x∗, y∗) /∈ Gn �	
��� ���� ������� �������� 
����

���� �� ��������� �����
� f(x, y) � ������  
���
Gn+1 = {x0, . . . , xn, xn+1} × {y0, . . . , yn, yn+1}! �� xn+1 = x∗, yn+1 = y∗.

Dn+1(x, y) = Φn+1
0 (x, y) +

n+1

K
i=1

(x − xi−1)(y − yi−1)

Φn+1
i (x, y)

, "##$

�� Φn+1
i (x, y) = bii +

n+1

K
j=i+1

x − xj−1

bji

+
n+1

K
j=i+1

y − yj−1

bij

.

%���
�
���� bij, i, j = 0, 1, . . . , n � ���� "##$ �����& �
���� �
�'��
���
����
�
���� � ���� "($ �� '�������)! � ����
�
���� bn+1,i = bn+1,i(x∗), bi,n+1 =
bi,n+1(y∗), bn+1,n+1 = bn+1,n+1(x∗, y∗) 
 �������)�& � �� "#*$�

���� "##$ � 
����'�+��
���! ����� Dn+1(x∗, y∗) = f(x∗, y∗) �� '�������)! �
���


f(x∗, y∗) − Dn(x∗, y∗) = Dn+1(x∗, y∗) − Dn(x∗, y∗).

,
��� ����+� �
����
  � 
��
� '
��
���� ����
� -./

Dn+1 − Dn =
n∑

m=0

(−1)n+1

( n+1∏
j=m+1

ajm

Qn,m Qn+1,m
+

n+1∏
j=m+1

amj

Qm,n Qm,n+1

)
m∏

s=1

ass

F n
s F n+1

s
+

+
(−1)n

n+1∏
s=1

ass

F n+1
n+1

n∏
s=1

F n
s F n+1

s

,

"#0$

�� F n
k = Φn

k(x, y) +
n

K
i=k+1

aii(x, y)

Φn
i (x, y)

, k = 0, 1, . . . , n − 1, F n
n = Φn

n(x, y), Qn,m 1

�������� +���)	���	� �����
n

K
i=m

aim

bim

, Qm,n 1 �������� +���)	���	� �����

n

K
i=m

ami

bmi

. ,
��� -(/! 2� |Qn,m| �
dn+1−m − 1

d − 1
! m = 0, 1, . . . , n�

3�4�! F n
k =

P n
k

Qn
k

! ���
 +�	�� '��������� �! 2� F n
k = Qn

k−1. 3�
��� �
��
 �&

"#0$ �����

|Dn+1−Dn|�
∣∣∣∣∣∣

n+1∏
s=1

|ass|

|F n+1
n+1 | n∏

s=1
|F n

s | |F n+1
s |−

n∑
m=0

( n+1∏
j=m+1

|ajm|
|Qn,m| |Qn+1,m|+

n+1∏
j=m+1

|amj |
|Qm,n| |Qm,n+1|

)
m∏

s=1

|ass|
|F n

s | |F n+1
s |

∣∣∣∣∣∣.
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������� �� ��� �������	 
��� ����� � ���������	 ����
��	 ��	����∣∣∣∣∣∣∣∣
γn+1

(β1 + 2)ϕ2

n∏
s=1

(β1 + 2)2(n−s)+4ϕn−s+2 · ϕn−s+3

−
n∑

m=0

2dm+n−1(d − 1)2

(dn+1−m−1)(dn+2−m−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣
�

� |f(x∗, y∗) − Dn(x∗, y∗)|�
n∑

m=0

2dm+n−1(d − 1)2

(dn+1−m − 1)(dn+2−m − 1)
+

1

d2n
.

	
�
����� ������
� C ′ � ������ ��������� ����
����
 ��!����
 
���"

Dn(x, y) = Φn
0 (x, y) +

n

K
i=1

bii(x, y)

Φn
i (x, y)

, #$%&

��

Φn
i (x, y) = 1 +

n

K
j=i+1

bji(x, y)

1
+

n

K
j=i+1

bij(x, y)

1
, i = 1, 2, . . . , n,

Φn
0 = b00 +

n

K
i=1

bi0(x, y)

1
+

n

K
i=1

b0i(x, y)

1
.

'����
 #(& ��
)������ ����
�
 ��
 Ψi =
bi+1i+1

Φn
i Φn

i+1

. *�����	�� �� �� $ �� +

��,�� �-��������
 � ������
 �������� ����

���� �� ���� �������	 ��������� bij(x, y) �
���	��������� ������	�����
����������� ����
 �� ! "��������#��� ����
��	 
�����

|bij| � t(1 − t), i, j = 0, 1, . . . , n, j �= i,

|bii| � 2t, i = 0, 1, . . . , n, � 0 � t � 1/2.

$��	�
�%1 − 2t � |Φn

i | � 1 + 2t;
&% ∣∣Rn

k,s

∣∣ � ρk
1C

k
n+1−s−k, � ρ1 =

2t

(1 − 2t)2
.

������� �� '�(� ��	 �������	 ��������� bij(x, y) �
���	��������� �����)
�	����� ����������� ����
 �� ! "��������#��� 
���� ���  * ��

|Qn
k(x, y)| < (1 + 2t)n−k · ϕ̄n−k+1, |P n

k (x, y)| < (1 + 2t)n−k+1 · ϕ̄n−k+2,

|Qn(x, y)| < (1 + 2t)n · ϕ̄n+1, |Pn(x, y)| < (1 + 2t)n+1 · ϕ̄n+2,

�

ϕ̄n =
((

1 +
√

1 + 4ρ1

)n

−
(
1 +

√
1 − 4ρ1

)n)
· 2−n ·

(√
1 − 4ρ1

)−1

.
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�

Dn(x, y) = Φn
0 (x, y) +

n

K
i=1

bii(x − xi−1)(y − yi−1)

Φn
i (x, y)

, ����

��

Φn
i (x, y) = 1 +

n

K
j=i+1

bji(x − xj−1)

1
+

n

K
j=i+1

bij(y − yj−1)

1
, i = 1, 2, . . . , n

Φn
0 = b00 +

n

K
i=1

bi0(x − xi−1)

1
+

n

K
i=1

b0i(y − yi−1)

1
,

�� bij, i, j = 0, 1, . . . , n � ����
�
����
�
���� bij ����� ���! � "	��� 
��������
#� $����	� ����"�� ���� �%

���&

β
(k)
ij =

ω
(k−1)
ij

xikyj k

[
1

β
(k−1)
ij

+
θk

j

β
(k−1)
ik

+
θk

i

β
(k−1)
kj

+
θk

j θk
i

β
(k−1)
kk

]
,

�� ω
(k−1)
ij =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

β
(k−1)
ik , '��� j > i, i < k,

β
(k−1)
kj , '��� i > j, j < k,

β
(k−1)
kk , '��� i � k, j � k,

β
(0)
ij =

cij + θ0
j ci0 + θ0

i c0j + θ0
jθ

0
i c00

xi0 yj0

, i, j = 0, 1, . . . , n, k = 1, 2, . . . , n − 1.
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��������� ���!

bij = β
(k−1)
ij , i, j = 0, 1, . . . , n, k = max{i, j}. ��(�

������� 	� "�#�� �
$����	��! ���	���� ����
%
�� ���$��! f(x, y), �
���&��� � ����'�'��� � ��(��	� G) �(! ��* ���������
�

C ′+��� ����) $��������	
 !$��� �
���&��	��! ���&���!�
 ���$��* � ���(�#
��	$
 Gn,
-� $��������	
 C ′+��� ���� ������(��!�	� ����


|aij| � t(1 − t), i, j = 0, 1, . . . , n, i �= j

γ1 � |aii| � 2t, i = 0, 1, . . . , n,

�� 0 � t� 1/2, aij =bij(y−yj−1), aji =bji(x−xj−1), i>j aii =bii(x−xi−1)(y−yi−1),
.� ����� 	�&$� (x∗, y∗) ∈ G) x∗ /∈ X, y∗ /∈ Y ) �(! !$�* �
$����	��! ��'�����	�
|an+1j(x∗)| � t(1 − t), j = 0, . . . , n, |ain+1(y∗)| � t(1 − t), i = 0, 1, . . . , n,
γ1 � |an+1n+1(x∗, y∗)| � 2t, �� ��(
&
�
 bn+1j(x∗), bin+1(y∗), bn+1n+1(x∗, y∗) �
���/
&��	��! �� ��'��(��
 ��0� � �
���$�) $�(
 xn+1 = x∗, yn+1 = y∗.
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|f(x∗, y∗) − Dn(x∗, y∗)| �

∣∣∣∣∣∣∣∣
γn+1

1

(1 + 2t)ϕ̄2

n∏
s=1

(1 + 2t)2(n−s)+4ϕ̄n−s+2 · ϕ̄n−s+3

−

−∑n
m=0

21−mtn−2m+1(1 − t)n−m+1((1 − t)n−m+1 − tn−m+1)

(1 − t)n−m+3 − tn−m+3

∣∣∣∣∣ .

��������� ���	�
���� �������� ������� ��
��������� ����	����� � ��� �� ������� �� ��������� ����� �� ��������

������� �� ��� ��������	 
��� ����� � ���������	 ����
��	 ��	����∣∣∣∣∣∣∣∣
γn+1

1

t1ϕ̄2

n∏
s=1

t
2(n−s)+4
1 ϕ̄n−s+2ϕ̄n−s+3

−
n∑

m=0

tn−2m+1(1−t)n−m+1((1−t)n−m+1−tn−m+1)

2m−1((1−t)n−m+3−tn−m+3)

∣∣∣∣∣∣∣∣
�

≤|f(x∗, y∗)−Dn(x∗, y∗)|�
n∑

m=0

tn−2m+1(1−t)n−m+1((1−t)n−m+1 − tn−m+1)

2m−1((1−t)n−m+3−tn−m+3)
+

1

(2t)n
,

� t1 = 1 + 2t�
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