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A problem on rigid body motions around pinning point that execute quasi-periodic oscillations with
high frequency and with small amplitude is considered. An explicit form of vibration forces poten-
tial and bifurcational parameter are discovered. The stationary points dependent on bifurcational
parameter of time-averaged system potential are find.
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1

2

∫
D

ρ(R)
∥∥∥Q̇R + α̇

( t

ε

)∥∥∥2

dR, &+(

�� ρ(·) � ���
��� 
���� Q̇ ∈ TQSO(3) � ��������� �� ��
������ ���
��� � 
��"�

Q� α̇(s) =
dα(s)

ds
� ‖ · ‖ � ��������� ������ ��������� �
�����
��� ��������

����
��� � ����
��� R3� ��# ������ �������
� �����"�	, -•-�
.� ������ /'0� �����
�� Q−1Q̇ 	 ��������
������ � ����	 	����# ���
��

Ω = Ω(Q̇) � ���
�� ��
���� *������
� � 
��� 
���#� �� �� ������� R ∈ R3

������	
�� ������
� Q−1Q̇R = [Ω, R]� �� [·, ·] � �����"� ���
������ ����
�� �

����������� ����
���� !��������� �� ��� ������� $���������� Q ∈ SO(3)
����������� Ω : TQSO(3) �→ R3 &Q̇ �→ Ω(Q̇)( 	 ����#��� ������$������

!����,�� �� 
�� �� �� ����������� ���
��� ����� ������
� �������� $���
�"�,� �� ������
� ��*� ��� ���� t� �����
� $���"�� ����
����� ������� &+( �����
��
� $���"�,

K =
1

2

∫
D

ρ(R)
∥∥[Ω, R]

∥∥2
dR+

∫
D

ρ(R)α̇
( t

ε

)
l•(

Q[Ω, R]
)
dR =

1

2
AΩ•Ω+μ

( t

ε
, Q

)
•Ω,

�� A : R3 → R3 � �����
�� ����"��� μ(s,Q) = α̇(s)[c,Q−1l]� c =

∫
D

ρ(R)RdR �

���
��� �� ������,	 ����
�� ���� 
��� �� ����������
�� #��� "��
�� ����"�� �
�� ����� ����
���� 1�
��"������ ������ ����	
�� $���"�	,

Πg(Q) = g

∫
D

ρ(R)(QR) • edR = g(Qc) • e,

�� g � ���������� �������� ������� e � ���
�������# ��
�
2������
����� ��
���������# �������� ���� c �= 0�
�
��� ��
���
����, ������, �������������� ��%	�
� 	 ���������� ���
��

�� � ���$�����"�#��� ����
���� SO(3) � ������������

L = K − Πg =
1

2
AΩ • Ω + μ

( t

ε
,Q

)
• Ω − g(Qc) • e. &3(

1���#���� ��� ����������� ���
��� �� ���$�����"�#���� ����
��� SO(3)
�� ������
������ ���
��� �� ����
������ ���*�������� T ∗SO(3)� 4�# ���� ��
���#��,	
�� �
�����
��� ����� �� ��������, ����
������ 5�������� 6 ���
��� �� �# P ∈ T ∗

QSO(3) � �����
��� #��� ������� �� ���
��� Q̇ ∈ TQSO(3)

�������� P (Q̇)� 
��� ������
����� � ������ -����������������- P, Q �����
��	
�� $������,

H = max
Q̇∈TQSO(3)

(
P (Q̇) − L

)
.
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� ������ ����	�
� ���� ���� �������� � ����������� ������ �����������
�������� M, Q� ���	���� ���� ��� �!� ����	������ "� �������� � ��	����
��
������ ��� ����#�$ %&� '� ()*
���������� 	* ���������� 	
	����  ������������ +,- �� �������������
���� ���	���� SO(3) ������������ ������������� 	
	���� �� R3 × SO(3) 
��������������

H = H
( t

ε
,M,Q

)
= max

Ω∈R3

(
M • Ω − L

)
,

�� (M, Ω) ∈ R3 × SO(3)� ���		����� 	�������� �� T ∗SO(3) �
�������	� ����
��	���


{f(Q), g(Q)} = 0, {f(Q),M•a} =
d

dt

∣∣∣
t=0

f(Q exp(ta)), {M•a,M•b} = −M•[a, b]

��� �	�� ������� f, g ∈ C∞(SO(3), R3) � ��� �	�� a, b ∈ R3�

.���� exp(ta) ��������� �	�������������� 
���� ������� ��� ���� R3 �

�������� ������� ���	�� �� a ∈ R3� ����
d

dt

∣∣∣
t=0

exp(ta)R = [a,R] 	�� � ��

R ∈ R3*
�������� ����$ ��
��	 
������������ H* / ������ argmax

Ω∈R3

(M • Ω − L) =

A−1(M −μ)� �� H =
1

2
A−1(M −μ) • (M −μ) + Πg* 0 ���	����$ �� �� �� 
������

������ +� ������������ "� α̇(s) ��� �������  ���	��- ��� ��
��	

H̄ = PT H =
1

2
A−1M • M + Πv + Πg,

	� PT � �������� � ���	����� �� �� ���

Πv =
1

2
PT

(
α̇2

( t

ε

))
A−1[c,Q−1l] • [c,Q−1l].

1�!���� ���� � ������ ����	�
� ���� � ����!��! �����! ����������� ���
	�
��� 2���#�� Πv* 3���#�� ����
� ���� ������!�� �����#������ ����#�$���
 �� %4)* 3���#�! Π = Πg+Πv �	��� �������� �����#����� � ���	����� �� �� ��
 � ����*


� ���������� ���� ������������ H̄� ���������  ��#������� �����
� ���	����
� 
������������ H̄* � ����� ���
� �� #�������� ����� �����������
��������� ���������� ����� �� ��	���� ��	����	�!��  ��$��� ���������� ����
����
�* /����	��� "� #� ��	��� ���	��� � 	� ��	������� ����� �����������
��������� ��������� 2���#�� Π*

5�� ����� ��	�������� 	�� ����	��6
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���� l ∦ e7

 
����� "� 5���� ����������� �	�$ �!� ��������� ��	��� ������������ � ��
���� l ‖ e*

8����	�� �����  ��#������� �� ����� Q ∈ SO(3) 2���#�� Π ����� ��	���
� ��
��	�

d

dt

∣∣∣
t=0

Π(exp(ta)Q) = 0 	�� � �� a ∈ R3. +9-

:���	�� � ����$ �� ���� ����� +9- ����� ���� � � ��
��	�

����� ������ ���� �! ��"#�$ %&''$ ��(� %%
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d

dt

∣∣∣
t=0

Π(exp(ta)Q) = g(Qc) • [e, a]+

+
1

2
PT

(
α̇2

( t

ε

))(
A−1[c,Q−1l] • [

c,Q−1[l, a]
]
+ A−1

[
c,Q−1[l, a]

] • [c,Q−1l]
)
. ���

���������� 	� �������� 	
��� Q ∈ SO(3)� �� ��
� ��� �� 
���	��	��� �

��� 
��
����
 �� ���� a ∈ R3� �� � �	���
���
�
� 	
��
� ������� Π�

����	 
�������� �	 � ������� � �������� �	��� Q ∈ SO(3)� ��� ��	� Qc ‖
l� �� � �����	����	 �	��	 !������ Π� " ������� � �	��� Q ∈ SO(3)� ���
��	� Qc ‖ l� #	� ���� �����	����	 �	��	 !������ Π� 	������� ����
 ��� �
�	�	��# ����#�

$	
%����#	 �������	 �����
� �� &�� ��	#� �����#	� �	 l = e� 
�#�����
'� � ��
� (	����� l �� −l� )	(	���#	 ����	� l �	 	��	�	�#	���	%	 ��
��� �
R3 ����	��#� m �� n ����#�� �	 m ⊥ l� ‖m‖ = 1� n = [l,m]� *�
 	�#�����

�%����	��� ����#	 ������� �	 	������ %��(� SO(3) ���(	����� ���� (	�	��
��� ����� (�� ��	#� �����������	� +	%	 ������ ������� 	����	�	 ��(�������+ 


����	�	# l� �	��	 l =
c

‖c‖ � � ����'� (������ ���(��� (	 ��	#� (�	���� l • r = 0

(�������� ���(�	�� A−1r • r = 1� ��(������� �
�	� ����	�� m�
"����#	 �� SO(3) �	������ �		������� ψ ∈ R mod 2π� θ ∈ (0, π)� ϕ ∈ R

mod 2π 
� (�����	# Q = Q(ψ, θ, ϕ) = exp(ϕl) exp(θm) exp(ψl)�
� ��, �		�������, 
 ���,������# �	%	� �	

exp(θm)l = l cos θ − n sin θ, exp(ϕl)n = n cos ϕ − m sin ϕ,

!������ Πg ������� ��%���� Πg = g‖c‖ cos θ� !������ Πv -

Πv =
1

2
PT

(
α̇2

( t

ε

))
‖c‖2f(ψ) sin2 θ,

�� f(ψ) = A−1
(
exp(−ψl)m

) • (
exp(−ψl)m

)
� &	
����#	

δ = g‖c‖, κ =
1

2
PT

(
α̇2

( t

ε

))
‖c‖2,

�	��
Π = δ cos θ + κf(ψ) sin2 θ.

.�	�,���� �#	�� �����	�����, �	�	� !������ Π � �		�������, (ψ, θ, ϕ) (��
��(�������� � ��%����

f ′(ψ) sin2 θ = 0, κf(ψ) sin 2θ − δ sin θ = 0. �/�
0������� !������ Π 
������ ��'� ��� ψ �� θ� ����#� �	
%������ �� �� !����� 
��, ��	, 
#����,�

&�	�����
��#	 (��'� �������� � �/�� 1��	 sin θ = 0� �	 θ = 0 ��	 θ = π�
1��	 f ′(ψ) = 0� �	 	������� ������ ����	��

√
f(ψ) exp(−ψl)m (�� 
#��� ψ

	(���� ���(�� ���+ ���	� ����� (������	# ���(�	��� A−1r • r = 1 (�	���	 l •
r = 0� �	 �	�#� ��	%	 ����	�� ������� #���#����	%	 �#����#����	%	� 
��������
�	�� ��� � �	��������# #��'�+ �����'�+� 
 (��	��+ 
�
�����	%	 ���(��� 2 	%����
�� ����� (	����	�	%	 (	�	���� ����� #��#	 f ′(0) = f ′(π

2
) = f ′(π) = f ′(3π

2
) = 0�

(���	#� �	���#� #���#�#� � ψ = 0 � ψ = π �� ��, �	���, f ′′ > 0��

���� ������ ������� ������ ��  � ��!� ��



����������� ��	
� ������� ���� ��

������� ��	
�� ������� �	����� Π � ����������� ����� ��� ��
���(
κf ′′(ψ) sin2 θ 0

0 2κf(ψ) cos 2θ − δ cos θ

)
. ���

� 	��� ������ ����������� ������� ��� �����   �	����� Π ���
�� ����!"
��� �����	��� � ������ � ���� ψ = 0 �# ψ = π� � �������� �	�� θ ���������!��
	�����

σ sin 2θ − sin θ = 0, 2σ cos 2θ − cos θ > 0, �$�

�� σ =
κf(0)

δ
��� ψ = 0� � σ =

κf(π)

δ
��� ψ = π%

&��� �$� ������������ 	��� ���	����� ������'��
 ����!�
 �����	�	
�	����� U(θ, σ) = σ sin2 θ+cos θ� ��� �����(� �	����� Π � ���������� ��#��
σ ��� ψ = 0 �# ψ = π%
)��	�����*�� �������� ��������� σ �������(�!�� 	��( ���	����� ���"

��
 ����� �	����� U ′
θ(·, σ) : (0, π) → R� � ����+

σ sin 2θ − sin θ = 0, 2σ cos 2θ − cos θ = 0.

� ���� ������� ���� σ =
1

2
�# σ = −1

2
� θ = 0 �# θ = π%

,� ���� �������
 �����'���� ������� ����* ���	�!���%

�������� ���� σ ∈
(
−1

2
,
1

2

)
� �� ��	�
�� U(θ, σ) �� ���	� ����� �	���

θ− = π� ���� σ >
1

2
� �� ��	�
�� U(θ, σ) ���� ����� θ− �� �� ��	� �����

�	��� θ+ = 0�
�	
���	� & �#�� ��
���	�� ������ �� �	� ��'�
 �����
 ���� ���"
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