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/��$�0� � ��!&� $ �������� Ĩu (t) ≡ u (1 − t) , u ∈ C [0, 1]* �� ��&� ��!1���'
�� I �� ������ L2 (0, 1)* Ĩ ⊂ I�
/�!��#�0� ��������2
B(L2 (0, 1))− "����� ������ ����������� ��������� ! L2 (0, 1) � L2 (0, 1) ,
H0 ≡ {u ∈ L2 (0, 1) : Iu = u} , H1 ≡ {u ∈ L2 (0, 1) : Iu = −u} ,
Wm

2 (0, 1)− 0��3��� %����� ! �������� Cm−1(0, 1)* ����� (� Dm−1
t u− �"���4'

��� ���������� �� 	5*�� �� Dm
t u ∈ L2(0, 1)* Dt− �������� $�%�����4���� �

�� "�$�' ��6 %����6 u ∈ Hi, ����0�70� ������ Iu (t) = (−1)i u (t) , i = (0, 1).
/�!��#�0� ��������� p0 ≡ E+I

2
, p1 ≡ E−I

2
, E− ����3�� ����������� ! ��������

L2 (0, 1) � L2 (0, 1)�
8�!&� ��0� $� � ���������� ��������� I �� pi, (i = 0, 1)�

��&� '� ���������	� 
 ��� �����������

�� DtIu = −IDtu, u ∈ W 1
2 (0, 1)�

�� I2 = E�

�� Dtpiu = p1−iDtu, u ∈ W 1
2 (0, 1) , (i = 0, 1)�

�� D2
t piu = piD

2
t u, u ∈ W 2

2 (0, 1) , (i = 0, 1)�

���������� ����$�0� ���1� ����$3��� 2 DtIu(t) = Dtu(1− t) = −IDtu(t).
�� "�$�' ��6 ����������6 �� )5*�. %����6 u(t) 0�70� I2u(t) = Ĩ2u(t) = Ĩ(u(1 −
t)) = u(1 − (1 − t)) = u(t). 9! �!��#��� ��������� I*  � ��!1����� �� ���'
��� L2(0, 1) ��������� Ĩ* �������7 $��&� ����$��1��� $� $������6 %����6
u(t) ∈ L2(0, 1)�
����$�0� ����7 ����$3��� $� i = 02 Dtp0u = Dt(

E+I
2

)u = (E−I
2

)Dtu =
p1Dtu, u(t) ∈ W 1

2 (0, 1). :����&#�� $� i = 1* Dtp1u = Dt(
E−I

2
)u = (E+I

2
)Dtu =

p0Dtu, u(t) ∈ W 1
2 (0, 1).

8�!&� ��0� ������7 ����$3��� ��0� $� i = 0* DtDt(p0u) = Dt(p1Dtu) =
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p0Dt(Dtu) = p0D
2
t u, u ∈ W 2

2 (0, 1). ��� i = 1 ���� �	�
������ ��	������ ����
��������
���� ��	������

���� �� ��������� p0, p1 	 ��������
������ � ������� L2 (0, 1)�

���������� ��������� �� ���
���
 p0, p1 � �
�����
�� 	 �
����
� L2(0, 1)�
p2

i = pi, (i = 0, 1)�
���
���	� � �!������� ���
���
�	 p0, p1 �� �	�
������ " ���# ��
������

p2
i =

E + (−1)iI

2

E + (−1)iI

2
=

1

4
(E + 2(−1)iI + E) =

1

2
(E + (−1)iI) = pi,

��	������ �� �
�����
 p0, p1− �
����������� p0p1 = 1
4
(E + I)(E − I) = 1

4
(E −

I2) = 1
4
(E − E) = 0, (i = 0, 1).

���� ��	������

���� �� ������ L2 (0, 1) ���
����	��� � ������������ ��� ��������

H0, H1� L2 (0, 1) = H0 ⊕ H1�

���������� $������� %���&� u ∈ L2(0, 1)� ����� ����� � 	����� ���

� u(t) = u(t)+u(1−t)
2

+ u(t)−u(1−t)
2

= p0u(t) + p1u(t), p0u ∈ H0, p1u ∈ H1. '�(�
�� L2(0, 1) ⊆ H0 + H1, (p0 + p1)u(t) = p0u(t) + p1u(t) = u(t), p0 + p1 = E.
)��� �
����
�	 � �
���������� � ������� p0, p1− �
���
�����
� ��� ����
�� L2(0, 1) ⊇ H0 + H1 ���	���� *���� L2 (0, 1) = H0 ⊕ H1.
���� ��	������

���� �� �
�� u ∈ Hj

⋂
W 1

2 (0, 1) , �� Dtu ∈ H1−j� (j = 0, 1)�

���������� �
�+�	� � ���� # ��
����� 
�	������IDtu(t) = −DtIu(t), u ∈
W 1

2 (0, 1).
,�+�- u ∈ H0

⋂
W 1

2 (0, 1)� ���� Iu(t) = u(t). *���� IDtu(t) = −Dtu(t) ∈ H1. .���
������� ��� 	����� u ∈ H1

⋂
W 1

2 (0, 1), IDtu(t) = −DtIu(t) = (−1)(−1)Dtu(t) =
Dtu(t) ∈ H0.
���� ��	������
/�!������� 	����	���� ���������0 �
�-�	�0 !������

L0u(t) ≡ −D2
t u(t) = f(t), f ∈ L2 (0, 1) , 1#2

{
l00u ≡ u(0) + u(1) = 0,
l01u ≡ u(0) − u(1) = 0.

1"2

3�
�! L0 ��!����� ���
���
 !����� 1#2� 1"2 ��
�����- ���
�&�� L0v ≡
−D2

t v� D (L0) ≡ {v (t) ∈ W 2
2 (0, 1) : v (0) = v (1) = 0} , V (L0) ≡ {v0

k ∈ L2 (0, 1) :
v0

k(t) =
√

2 sin πkt, k ∈ N
}
� �	����� �
����
 H(L0)− !������� ����� D(L0)

!� ��
�� ‖ u ‖2
H(L0) = ‖ u ‖2

L2(0,1) + ‖ D2
t u ‖2

L2(0,1)�
)����
����� 	����	���� ���
���
� L0 ����� �������� 	����� ���
����

	�
���� �� ����������� 	 ��
� ��� �����������

�� �� 
���! ��
�� σ0(L0) ��������� L0 
����	��� �  ���

���� ��� !� �"#$%$& � '(�) *+�*) �!,� *- ) . �
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����� ��� �� ��� �
���� �� ��

σ0 (L0) =
{
λk = π2k2, k = 1, 2, ...

}
.

�� ������� 	
����� ������ V (L0) ��������� L0 ��	���� ���������	���

���� �������� L2 (0, 1)�

����� Li
0 : Hi → L2 (0, 1)− ���	�

� �������� L0 
� ������� Hi, (i =

0, 1),

Vi (L0) ≡
{

v0
2r−(−1)i ∈ V (L0)

⋂
Hi, r ∈ N

}
, σi (L0) ≡

{
λ2r−(−1)i ∈ σ (L0) , r ∈ N

}
.

���� �� ���	�
����� � ���� �	�������� 

!� "������� Li
0, ��� ������ σi(L0) �� ������� 	
����� ������ Vi(L0)# ���

��	���� ���������	��� ���� �������� Hi# (i = 0, 1)�
�� L0$L0

0 + L1
0�

���������� �������� ������
� ��
���� u ∈ H0

⋂
H(L0)� ���� � ���� �

������ �� −D2
t u ∈ H0� ��������!� ���
���� "#$ �� �����	�

� � ���� # ����%

�� ��& −D2
t u = f, f ∈ H0. ' ��
�!�

� �������� L0

0 ������ & (� ����� l01u = 0
����
� ���� ��������!
�� )�� ����� ��*� ������� ����� "+$ 
����� ��,����
l00u ≡ 2u(0) = 0�
-�
���� u ∈ H0

⋂
H(L0)  ����.����� ����!�/

−D2
t u = f, f ∈ H0, l

0
0u ≡ u(0) + u(1) = 2u(0) = 0.

0�� ����!� �������� ������� L0
0�

1
���,�!
� ��� ��
���2 u ∈ H1

⋂
H(L0) ������ �� ������� ����!�/

−D2
t u = f, f ∈ H1& l01u ≡ u(0) − u(1) = 2u(0) = 0.

)�� ����� ����� l00u = 0 �����	� ���� �� ��
�!�

� ������� H1� ��������%
!� ���� 3 ������ �� ���
����/ L0 = L0

0 + L1
0.

4������� Hi  ����������� ������� L2(0, 1)& �� �� ��
�!�

�� ������� V (L0)
������ ��& (� Vi(L0)− ����
������
� ���� � �������� Hi, (i = 0, 1)�
5��� ������
��

������� ��
�!�

�/ M  �
�	�
� ����
����& (���
� ���
�!�
�� ����%

����� � L2 (0, 1) � L2 (0, 1)& Mj ≡
{

S ∈ M : SI = (−1)j+1 S, IS = (−1)j S
}

, (j =

0, 1)�

���� �� %�&� �������� S ∈ Mj �� S : H1−j

⋂
D (S) → Hj, S : Hj

⋂
D (S) →

0, (j = 0, 1)�

���������� ����� j = 1& ���� �� ��
�!�

�� �
�	�
� M1 ��� ������
�,�
�������� S ∈ M1 �����	������ ���
����/ SI = S, IS = −S. ���� S = S+S

2
=

S+SI
2

= Sp0, S = S+S
2

= S−IS
2

= E−I
2

S = p1S.
4�	�& �� ��������& (� S : H0

⋂
D(S) → H1.

4������� p0, p1− ������������ � L2(0, 1)& �� ��� ������
�2 ��
���2 u ∈ H1

������ �� ���
���� Su = Sp1u = Sp0p1u = 0. 1
���,�!
� �������� ������ ���
j = 0�
5��� ������
��

���� �� '���� S ∈ Mj# ���� S2 = 0# (j = 0, 1)�

���������� 6��,��
��� ������ ��� j = 1. ����� v ∈ D(S2), v = v0 +
v1, v0 ∈ H0, v1 ∈ H1� )��
�!��� Sv = u1. ����& ��������!�& (� ������� S ∈ M1&
������ �� � �����	�

� ���� 7/ S : H1

⋂
D (S) → 0& S : H0

⋂
D (S) → H1� ���%

�� u1 ∈ H1�

	���� ������ ��� ! " ��#$�� %&�%� ��'� %( � ) �
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��� ���	�� ����	���
����� ���	
��	
 ��	���� ��

����� S2(v) = S(Sv) = S(S(v0 + v1)) = S(u1) = 0. ��� j = 0 	
��	���� �
�
�
	����� ����
����
�
���� 	
��	��
�

����� 
����
� Q ∈ M1� Q : W 2
2 (0, 1) → L2(0, 1)�

�
�������
  ���
�� ��	���!

LQu(t) ≡ L0u(t) + Qu(t) = f(t), f(t) ∈ L2(0, 1), "#$

{
l00u ≡ u(0) + u(1) = 0,
l01u ≡ u(0) − u(1) = 0.

"%$

&���� LQ 
������
 
����
� ��	��� "#$� "%$� D(LQ) = D(L0).
'� ������� �������
��� 
����
�� LQ 
���( ������� ��
����!

������� �� ��� ������	�
� ������� Q ∈ M1 ����	������ 	�����	��

�� �	���	� ����	�� �	���	� �������� L0 �� LQ ������������

��  ����!� ����	�� ������� V (LQ) "��
� ������� ���	� � ������
L2 (0, 1)�

���������� )
*�	�(�
 �������� ������� V (LQ)!

vk (t, Q) = v0
k (t) + v1

k (t, Q) , (k ∈ N). "+$

��� k = 2r, v0
2r (t) ∈ H1. , �
�
� -
 Q ∈ M1� ��(�
 Q : H1 → 0, Qv0

2r (t) =
0, LQv0

2r = λ2rv
0
2r, (r ∈ N).

�����
v2r (t, Q) = v0

2r (t) , (r ∈ N). ".$

��� k = 2r − 1 ��*���(�
 ����	
�� /�� 0�1 v1
2r−1(t, Q) � ��
���� H1�

2
���
Qv1

2r−1 (t, Q) = 0, (r ∈ N) .

)�	������1�� "#$ � �������� LQvk(t, Q) = λvk(t, Q) 	�� k = 2r − 1 
�����(�


(−D2
t + Q)(v0

2r−1 (t) + v1
2r−1(t, Q)) = λ2r−1(v

0
2r−1 (t) + v1

2r−1(t, Q)), (r ∈ N). "3$

2
��� (−D2
t − λ2r−1

)
v1

2r−1 (t, Q) = −Qv0
2r−1 (t) , (r ∈ N).

4��	��
 � �
����	 
����
� S : v0
k(t) ≡ v1

k(t, Q), (k ∈ N)� �� 0�
�� Sv0
2r =

0 , Sv0
2r−1 (t) ≡ v1

2r−1 (t, Q) , (r ∈ N).
�� ��� � λ2r−1v

0
2r−1 = −D2

t v
0
2r−1 = L0v

0
2r−1� �
 Qv0

2r−1 = (SL0 − L0S)v0
2r−1�

,� 
��������� 
����
��� Q �� S ��(�
! 0 = Qv0
2r = (SL0 − L0S)v0

2r, (r ∈ N).
�����

Qv0
n = (SL0 − L0S)v0

n, (n ∈ N).

4���
��1�� ����
��� "+$� "3$ 
�����(�


vk(t, Q) = (E + S)v0
k(t), (k ∈ N).

, ����
��� "%$ ������(� -
 σ (L0) ⊂ σ (LQ)�

���� ��� !� �"#$%$& � '(�) *+�*) �!,� *- ) . �



�� �� �� ����	
����� ��� �� ��� �
���� �� ��

��������� 	� 
�
���� {vk (t, Q)}∞k=1 ���� � ��
���� L2 (0, 1)�
����� h ��������� ������� � ��
���� L2(0, 1)� ����� �� ����� � ���� �����
����� � ������� 
��� h = h0 + h1, �� h1 ∈ H1, h0 ∈ H0.
 �� k = 2p − 1 ��!��"
(h, v2p−1)L2(0,1) = (h0 + h1, v

0
2p−1)L2(0,1) = (h0, v

0
2p−1)L2(0,1) = 0, (p ∈ N). #
������


�
���� {v0
2p−1}∞p=1 �������� � ��
���� H0, �� h0 = 0� ���� h = h1�

 �� k = 2p ��������$�� 	� v1
2p ∈ H0 ������!�� (h1, v

1
2p)L2(0,1) = 0, ����

(h1, v2p)L2(0,1) = (h1, v
0
2p + v1

2p)L2(0,1) = (h1, v
0
2p)L2(0,1) = 0, (p ∈ N)� % ��������&


�� 
�
���� {v0
2p}∞p=1 � ��
���� H1 ������!� 	� h1 = 0� � ���� h ≡ 0� ��'��


�
���� V (LQ)− ���� (��������) � ��
���� L2 (0, 1) � σ (L0) = σ (LQ)�
������� ���������

�� ������� �	
	� ��������� �	�	� ������� �	�	 ���������� �����  !"��#��$% &� �'
�����(� �� �))*�' ++) ,�
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