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A connections of the inverse derivatives of the second type with the derivatives and the inverse
derivatives of Thiele are investigated in this paper. A formulae for expressed of the inverse deriva-
tives of the second type between the derivatives by means of quotient of two Hankel’s determinants
are got. The nonlinear relation between the inverse derivatives of second type and inverse deriva-
tives of Thiele is designated.
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lim
x∗→x

x − x∗
f(x) − f(x∗)

= �f(x) =
1

f ′(x)
,
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� �f(x0) = +∞�
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��� x0  �f(x0) = −∞�
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 ������ f(x) �
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��
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�
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��� x0� �� ����� � 	
��

x0 ∈ Ω, f ′(x0) = ±∞� 	
� �f(x0) = 0�

-&������ )�3���� (n)f(x) n6�� )��*��( n � 2, �&���',#���* $� ��)�%���,
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(n)f(x) = n · �((n−1)f(x)
)

+ (n−2)f(x), (0)f(x) = f(x). 
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���� �����	
 f(x) � ����	 ���� x = x∗ ��� �������	 ���	��	 �� n��� ���
��
�� �������� � �� ����� ����� � ����
�	 ����������� �����  � ���������
������� !	�� "#$ %

f(x) ≈ f(x∗) +
x − x∗
�f(x∗) +

x − x∗
2 �[�f(x∗)] +

x − x∗
3 �[(2)f(x∗)] + · · · +

x − x∗
n �[(n−1)f(x∗)]

.

&� �������� '�����
 �� ����()
 �� ������ ����

H
(n)
0 = 1, H

(n)
k =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

cn cn+1 · · · cn+k−1

cn+1 cn+2 · · · cn+k
***

***
* * *

***
cn+k−1 cn+k · · · cn+2k−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, k = 1, 2, 3, . . . ,

�� cn =
f (n)(x)

n!
, n = 0, 1, 2, . . . , c−1 = 0.

& ����	 "+$ �)�������� � ���� �,
 �� �	� ���������� ���	����� �����	� �
�� ���	����� 	  ������ ��������� �� �������� ���	��� (n)f(x) �	��� �	���-����
���� �� ������	� '�����


(2k−1)f(x) =
H

(3)
k−1

H
(1)
k

, (2k)f(x) =
H

(0)
k+1

H
(2)
k

, k � 1 . ./0
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��� ���� � ������ ���
������ ��� ����� 6���5 ����
��	
 f(x)� x ∈ Ω�  �����  ������
�� � ����� �������

Λ = {xi : xi ∈ Ω, i = 0, 1, · · · , n, xi �= xj ��� i �= j}, yi = f(xi), i = 0, 1, · · · , n .

1����	
 f(x) 	��������()
 � Ω ⊂ R ��������� 	������
�	5��� ����������
������ !	�� "/$

f(x) ≈
(

b0 +
x − x0

b1 +

x − x1

b2 + · · · +

x − xn−1

bn

)−1

,

�� ����	�	��� bk �� �����()
 ���� �������	 �	 ���	 /��� ��� ��)�����
�����

b0 = ρ0[x0] =
1

y0

, b1 = ρ1[x0, x1] =
(x1 − x0)y0y1

y0 − y1

,

bk = ρk[x0, . . . , xk] − ρk−2[x0, . . . , xk−2], k = 2, 3, . . . , n.
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ρ2n[x0, x1, . . . , x2n] =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 y0 x0 x0y0 . . . xn−1
0 xn−1

0 y0 xn
0

1 y1 x1 x1y1 . . . xn−1
1 xn−1

1 y1 xn
1




















 
 















1 y2n x2n x2ny2n . . . xn−1
2n xn−1

2n y2n xn
2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
:

:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 y0 x0 x0y0 . . . xn−1
0 xn−1

0 y0 xn
0y0

1 y1 x1 x1y1 . . . xn−1
1 xn−1

1 y1 xn
1y1




















 
 















1 y2n x2n x2ny2n . . . xn−1
2n xn−1

2n y2n xn
2ny2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, ��

ρ2n+1[x0, x1, . . . , x2n+1] =

= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 y0 x0 x0y0 . . . xn−1
0 y0 xn

0y0 xn+1
0 y0

1 y1 x1 x1y1 . . . xn−1
1 y1 xn

1y1 xn+1
1 y1




















 
 















1 y2n+1 x2n+1 x2n+1y2n+1 . . . xn−1
2n+1y2n+1 xn

2n+1y2n+1 xn+1
2n+1y2n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
:

:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 y0 x0 x0y0 . . . xn−1
0 xn−1

0 y0 xn
0 xn

0y0

1 y1 x1 x1y1 . . . xn−1
1 xn−1

1 y1 xn
1 xn

1y1



















 
 




















1 y2n+1 x2n+1 x2n+1y2n+1 . . . xn−1
2n+1 xn−1

2n+1y2n+1 xn
2n+1 xn

2n+1y2n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, ��

��������� �	 �������� �������	 ρn[x0, x1, . . . , xn]
 ��� ��� ���� ��	���

��� �� x
 ��� ���������
 �� ���� ����� � ����� ���������� ��������
 −∞
�� +∞
 ��������� ��������� �������� ���� ���� � ���������� ����� [n]f(x)

�����

[n]f(x) = ρn[x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
n+1

] = lim
x0,x1,...,xn→x

ρn[x0, x1, . . . , xn]. ��

� ��� ��������� �� �������� ������� �� � !��� ��"�� ��#�$�%&�!� �� ����'
�� �% ��$!����� �������!��� ������

[0]f(x) =
1

f(x)
, [1]f(x) = −f2(x)

f ′(x)
, [n]f(x) = n �([n−1]f(x)) + [n−2]f(x), n � 2.

(��&�!�� ����)�* f(x) & ��������+ ���)% �&�+ ���� ,��� ���� ��!� &� �-�	

f(x) =

(
1

f(x∗)
+

x − x∗
[1]f(x∗) +

x − x∗
2 �([1]f(x∗)) + · · · +

x − x∗
n �([n−1]f(x∗)) + · · ·

)−1

.
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� �� ��� n = 0 ����$!0 x0 � x1 &����&���� ���$!�&��� x � x + h
 2 &����#��'
��� #�$��0���� � ���������� &�������� &�� ��� � � �-��� ���/�+� �������� ��
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h � ��������� �� 	�
���� �
�� � ����
����� ���������
 ��������� ��� ���	��
	� ��������
 ������ ���������� �
 x �
 ������� ������ ���	�� �
 ������
���������� ����
���� ��
������
 ��������� �
 ������ ����������� �����
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[1]f(x) = ρ1[x, x] = − lim
x0,x1→x

∣∣∣∣ f(x0) x0 f(x0)
f(x1) x1 f(x1)

∣∣∣∣ :

∣∣∣∣ 1 f(x0)
1 f(x1)

∣∣∣∣ =

= − lim
h→0

∣∣∣∣ f(x) x f(x)
f(x + h) (x + h) f(x + h)

∣∣∣∣ :

∣∣∣∣ 1 f(x)
1 f(x + h)

∣∣∣∣ =

= − lim
h→0

∣∣∣∣ f(x) x f(x)
f(x+h)−f(x)

h
xf(x+h)−f(x)

h
+ f(x + h)

∣∣∣∣ :

∣∣∣∣ 1 f(x)

1 f(x+h)−f(x)
h

∣∣∣∣ =

= −
∣∣∣∣ c0 xc0

c1 xc1 + c0

∣∣∣∣ :

∣∣∣∣ 1 c0

0 c1

∣∣∣∣ = −
∣∣∣∣ c0 0

c1 c0

∣∣∣∣ : c1 =

∣∣∣∣ c−1 c0

c0 c1

∣∣∣∣ : c1 =
H

(−1)
2

H
(1)
1

.

! "#$% ��� n = 1 �
����� x0 � x1 ���������� �����
���� x � x+h� � �&�' ����
�
����
' ��������� �������� �����	� ����
 ��� ����������' ��������� ���	�	�
����
% ����� �������� �
 h ��������� � ��
������ �
 ��������� h �� ����� �
�������
� �
����� x2 �����
���� x + h% ��������� � �&�' ����
����
' ��������
�����	� ����
 �
 �������� ���	�	� ����
 ��������� �
 h ��� ��������� �������
	� ����
% �
�� �������� ��������� � ��
������ �
 h2 �
 ��������� h �� �����
! ����
����� ��
������
 ��������� �������� ���	�	� ������ ��������� �
 x
��� ����������' ��������� ������	� ������ � �&���
 ����
����� ��������� �

������ �������� (���� ����
���� ���������
 ��������� �
 ���	�� �������%
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[2]f(x) = lim
x0,x1,x2→x

ρ2[x0, x1, x2] = lim
x0,x1,x2→x

∣∣∣∣∣∣
1 f(x0) x0

1 f(x1) x1

1 f(x2) x2

∣∣∣∣∣∣ :

∣∣∣∣∣∣
1 f(x0) x0f(x0)
1 f(x1) x1f(x1)
1 f(x2) x2f(x2)

∣∣∣∣∣∣ =

= lim
x2→x
h→0

∣∣∣∣∣∣
1 f(x) x
1 f(x + h) x + h
1 f(x2) x2

∣∣∣∣∣∣ :

∣∣∣∣∣∣
1 f(x) xf(x)
1 f(x + h) (x + h)f(x + h)
1 f(x2) x2f(x2)

∣∣∣∣∣∣ =

= lim
h→0

∣∣∣∣∣∣
1 f(x) x
0 f ′(x) 1
1 f(x + h) x + h

∣∣∣∣∣∣ :

∣∣∣∣∣∣
1 f(x) xf(x)
0 f ′(x) xf ′(x) + f(x)
1 f(x + h) (x + h)f(x + h)

∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣
1 c0 x
0 c1 1
0 c2 0

∣∣∣∣∣∣ :

∣∣∣∣∣∣
1 c0 xc0

0 c1 xc1 + c0

0 c2 xc2 + c1

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
1 c0 x
0 c1 1
0 c2 0

∣∣∣∣∣∣ :

∣∣∣∣∣∣
1 c0 0
0 c1 c0

0 c2 c1

∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣c1 1
c2 0

∣∣∣∣ :

∣∣∣∣c1 c0

c2 c1

∣∣∣∣ = c2 :

∣∣∣∣c0 c1

c1 c2

∣∣∣∣ =
H

(2)
1

H
(0)
2

.
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[3]f(x) = lim
x0,x1,x2,x3→x

ρ3[x0, x1, x2, x3] =
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= − lim
x0,x1,x2,x3→x

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 f(x0) x0f(x0) x2
0f(x0)

1 f(x1) x1f(x1) x2
1f(x1)

1 f(x2) x2f(x2) x2
2f(x2)

1 f(x3) x3f(x3) x2
3f(x3)

∣∣∣∣∣∣∣∣
:

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 f(x0) x0 x0f(x0)
1 f(x1) x1 x1f(x1)
1 f(x2) x2 x2f(x2)
1 f(x3) x3 x3f(x3)

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= − lim
x2,x3→x

h→0

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 f(x) xf(x) x2f(x)
1 f(x + h) (x + h)f(x + h) (x + h)2f(x + h)
1 f(x2) x2f(x2) x2

2f(x2)
1 f(x3) x3f(x3) x2

3f(x3)

∣∣∣∣∣∣∣∣
:

:

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 f(x) x xf(x)
1 f(x + h) x + h (x + h)f(x + h)
1 f(x2) x2 x2f(x2)
1 f(x3) x3 x3f(x3)

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= − lim
x3→x
h→0

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 f(x) xf(x) x2f(x)
0 f ′(x) xf ′(x) + f(x) x2f ′(x) + 2xf(x)
1 f(x + h) (x + h)f(x + h) (x + h)2f(x + h)
1 f(x3) x3f(x3) x2

3f(x3)

∣∣∣∣∣∣∣∣
:

:

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 f(x) x xf(x)
0 f ′(x) 1 xf ′(x) + f(x)
1 f(x + h) x + h (x + h)f(x + h)
1 f(x3) x3 x3f(x3)

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= − lim
h→0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 f(x) xf(x) x2f(x)
0 f ′(x) xf ′(x) + f(x) x2f ′(x) + 2xf(x)

0
f ′′(x)

2!
x
f ′′(x)

2!
+ f ′(x) x2f ′′(x)

2!
+ 2xf ′(x) + f(x)

1 f(x + h) (x + h)f(x + h) (x + h)2f(x + h)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
:

:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 f(x) x xf(x)
0 f ′(x) 1 xf ′(x) + f(x)

0
f ′′(x)

2!
0 x

f ′′(x)

2!
+ f ′(x)

1 f(x + h) x + h (x + h)f(x + h)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= −

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 c0 xc0 x2c0

0 c1 xc1 + c0 x2c1 + 2xc0

0 c2 xc2 + c1 x2c2 + 2xc1 + c0

0 c3 xc3 + c2 x2c3 + 2xc2 + c1

∣∣∣∣∣∣∣∣
:

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 c0 x xc0

0 c1 1 xc1 + c0

0 c2 0 xc2 + c1

0 c3 0 xc3 + c2

∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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�� ��	���� 
������ ��������� �� x2 � �������� ������� 
������ ���������

�� 2x ��� ����������� ��������� ���������� 
������� � ���������	 ����������

��������� �������� ��	���� 
������ ��������� �� x ��� ����������� ���������

���������� 
������� ���� ������ ���������� ��������� �� ������ 
�������� �

���������	 ��
������ ����
������ ��
���� ����� �� ����� 
��������� !��

������� ���������� ��������� �� ��	��� 
������� �� ����
������ 
��������

����� ������ ������� ������ � ��� ��!� ��



������� ��	
�	��� ������� �
����� ���� � � ���

�������� �	
�� �����

[3]f(x) = −

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 c0 0 0
0 c1 c0 0
0 c2 c1 c0

0 c3 c2 c1

∣∣∣∣∣∣∣∣
:

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 c0 x 0
0 c1 1 c0

0 c2 0 c1

0 c3 0 c2

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣
c1 c0 0
c2 c1 c0

c3 c2 c1

∣∣∣∣∣∣ :

∣∣∣∣∣∣
c1 1 c0

c2 0 c1

c3 0 c2

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
0 c0 c1

c0 c1 c2

c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣ :

∣∣∣∣c1 c2

c2 c3

∣∣∣∣ =
H

(−1)
3

H
(1)
2

.

�����	�� ����� � �	�	����� ���	�
� ���	����� ������� ������  !�
���� k!� ����
� ����� ������ "��
���� #������� ��	 ���	�
�� $% k = 2n&
'% k = 2n + 1�

$% (��	) k = 2n� *
�	��� � +,% �	����� x0 � x1 �������� x � x + h- � ��
����	���
	�- �������� �������� ���.� ���
	 ��� ���������� ��������� ���/
�� ���
	- ������ �	 h ��������
 � ��	�����
 �	 �������� h � ����& ����
�����	��� x + h �	����� x2- �������� � �� ����	���
	� �������� ���.�
���
	 �	 �������� ����� ���
	 ������� �	 h ��� ��������� ������ ���/

	- ������ ��������
 � ��	�����
 �	 h2 �	 �������� h � ����& � �� ��& �	
��	����� 
��� �����	��� x + h �	����� x2n- �������� � �� ����	���
	�
�������� ���.� ���
	- �������� ����� ���
	 ������� �	 h- � �� ��- ���/
�����  0!� ���
	 ������� �	 h2n−1 ��� ���������  012!� ���
	- ������
��������
 � ��	�����
 �	 h2n �	 �������� h � ����� �����	���

[2n]f(x) = lim
x0,x1,...,x2n→x

ρ2n[x0, x1, . . . , x2n] =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 c0 x xc0 . . . xn−1 xn−1c0 xn

0 c1 1 xc1 + c0 . . .
(

n−1
1

)
xn−2

1∑
i=0

(
n−1

i

)
xn−1−ic1−i

(
n
1

)
xn−1

0 c2 0 xc2 + c1 . . .
(

n−1
2

)
xn−3

2∑
i=0

(
n−1

i

)
xn−1−ic2−i

(
n
2

)
xn−2

���
���

���
���

� � �
���

���
���

0 c2n 0 xc2n + c2n−1 . . . 0
n−1∑
i=0

(
n−1

i

)
xn−1−ic2n−i 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

:

:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 c0 x xc0 . . . xn−1 xn−1c0 xnc0

0 c1 1 xc1 + c0 . . .
(

n−1
1

)
xn−2

1∑
i=0

(
n−1

i

)
xn−1−ic1−i

1∑
i=0

(
n
i

)
xn−ic1−i

0 c2 0 xc2 + c1 . . .
(

n−1
2

)
xn−3

2∑
i=0

(
n−1

i

)
xn−1−ic2−i

2∑
i=0

(
n
i

)
xn−ic2−i

���
���

���
���

� � �
���

���
���

0 c2n 0 xc2n + c2n−1 . . . 0
n−1∑
i=0

(
n−1

i

)
xn−1−ic2n−i

n∑
i=0

(
n
i

)
xn−ic2n−i

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

3�4 ������� "������ 5 ����	���
	� ��������
	 � ��	�����
	 ��� ��/
������ ������ �������� �����) �������) �	 x& ���� ��� .��� �����/
��� �����) �������) �	 x2 � ��������) �������) �	 2x& � �� ��& ��� 2n!�

����� ������ �� !"!# ��$%�& �'��& ��(� ��



��� �� �� ���	
�� 
� �� �����

��������� ��	
�� ��������� �� xn−1� ��������� ��������� ��
(

n−1
1

)
xn−2�

� �� ��� 2n− 2�� ��������� ��
(

n−1
n−2

)
x� � ���������	 ���������� ���� ��
� ���

2n + 1�
� ������ ��������� ��	
�� ��������� �� xn� ��������� ���������
��

(
n
1

)
xn−1� � �� ��� 2n�� ��������� ��

(
n

n−1

)
x� ����������

[2n]f(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 c0 x 0 x2 . . . xn−1 0 xn

0 c1 1 c0 2x . . .
(

n−1
1

)
xn−2 0

(
n
1

)
xn−1

0 c2 0 c1 1 . . .
(

n−1
2

)
xn−3 0

(
n
2

)
xn−2

���
���

���
���

���
� � �

���
���

���
0 c2n 0 c2n−1 0 . . . 0 cn+1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
:

:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 c0 x 0 x2 . . . xn−1 0 0
0 c1 1 c0 2x . . .

(
n−1

1

)
xn−2 0 0

0 c2 0 c1 1 . . .
(

n−1
2

)
xn−3 0 0

���
���

���
���

���
� � �

���
���

���
0 c2n 0 c2n−1 0 . . . 0 cn+1 cn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

��������� ���������� �� ����� ��������� ��!� ���	!"��� ��������� �� ��	#

�� ��������� � ���� $ �%�& ����������& �����	�	 ���������� �������� n
������ '��� ��
�� ��������� ����!"���� ��������� �� �������� ���������� (�#
����

[2n]f(x) = (−1)n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

cn+1 cn . . . c3 c2

cn+2 cn+1 . . . c4 c3
���

���
� � �

���
���

c2n c2n−1 . . . cn+2 cn+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

cn cn−1 . . . c1 c0

cn+1 cn . . . c2 c1
���

���
� � �

���
���

c2n c2n−1 . . . cn+1 cn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

� ����������& ���������� ������� ����� ������" �� ��������� ��	
�� �� �#
����������� � �� �� $ ����!"���	 %	�� ��������� [n/2] ����������� �������� � 	
���������	 ) [(n+1)/2] ������������ *�%��� � ���& ����������& %	�� ���%!���
n ����������� �������� �����	����

[2n]f(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c2 c3 . . . cn cn+1

c3 c4 . . . cn+1 cn+2
���

���
� � �

���
���

cn+1 cn+2 . . . c2n−1 c2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c0 c1 . . . cn−1 cn

c1 c2 . . . cn cn+1
���

���
� � �

���
���

cn cn+1 . . . c2n−1 c2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

H
(2)
n

H
(0)
n+1

.

+, -�&�� k = 2n + 1� .�/� � 01, � �%�& ����������& ��������� ������" x0 �
x1� ���������� x � x+h �� �������� ���!�
���� ��2� ��%�� ������� �!������ ��#
��
� ����� ��� ���������& �!������� ��	
�
� ������ ���!��� �� h ����!"���
� ��������� �� ����	���� h �� �	!� ��!�� ��������� x+h ������" x2� �������
	 ����������& �!������ ����
� ����� � �!������ ��	
�
� ����� ��������
�� h� ��� �!������� ����"�
� ������ ���!��� ����!"��� � ��������� �� h2 ��
����	���� h �� �	!� � �� ��� �� ��������� 3���	!	 �!� �%������2 �&����2
4�
� ��	 2n + 1�
� �����	�

[2n+1]f(x) = lim
x0,x1,...,x2n+1→x

ρ2n+1[x0, x1, . . . , x2n+1] =

����� ������ ������� ��� �� �!��� ��"� ��



������� ��	
�	��� ������� �
����� ���� � � ���

= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 . . . xn−1c0 xnc0 xn+1c0

0 . . .
1∑

i=0

(
n−1

i

)
xn−1−ic1−i

1∑
i=0

(
n
i

)
xn−ic1−i

1∑
i=0

(
n+1

i

)
xn+1−ic1−i

���
� � �

���
���

���

0 . . .
n−1∑
i=0

(
n−1

i

)
xn−1−ic2n+1−i

n∑
i=0

(
n
i

)
xn−ic2n+1−i

n+1∑
i=0

(
n+1

i

)
xn+1−ic2n+1−i

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
:

:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 . . . xn−1 xn−1c0 xn xnc0

0 . . .
(

n−1
1

)
xn−2

1∑
i=0

(
n−1

i

)
xn−1−ic1−i

(
n
1

)
xn−1

1∑
i=0

(
n
i

)
xn−ic1−i

���
� � �

���
���

���
���

0 . . . 0
n−1∑
i=0

(
n−1

i

)
xn−1−ic2n+1−i 0

n∑
i=0

(
n
i

)
xn−ic2n+1−i

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

��� ����� 	� 
 � ���������� �������� ��������� ���� ������� �� �����
�
���� ����	�� �� ������� �
� ��� ������������ ����� 

[2n+1]f(x) = −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 c0 x 0 . . . xn−1 0 0 0
0 c1 1 c0 . . .

(
n−1

1

)
xn−2 0 0 0

���
���

���
���

� � �
���

���
���

���
0 c2n+1 0 c2n . . . 0 cn+2 cn+1 cn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
:

:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 c0 x 0 . . . xn−1 0 xn 0
0 c1 1 c0 . . .

(
n−1

1

)
xn−2 0

(
n
1

)
xn−1 0

���
���

���
���

� � �
���

���
���

���
0 c2n+1 0 c2n . . . 0 cn+2 0 cn+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

!������� ���������� �� ����� �����"�� � ���
 �� ������� ���
� �� ���
�

 ���� �� ��
����� �
�"	�� ����� �������� �� ������
�� ������ �� ���������
�
� 
 ���� �
�"� ��������� 

[2n+1]f(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 c0 . . . cn−1 cn

c0 c1 . . . cn cn+1
���

���
� � �

���
���

cn cn+1 . . . c2n c2n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c1 c2 . . . cn cn+1

c2 c3 . . . cn+1 cn+2
���

���
� � �

���
���

cn+1 cn+2 . . . c2n c2n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

H
(−1)
n+2

H
(1)
n+1

.

����� ����� ������ ������� ����#��	�

���������� 	
 �������� ��	�
�� ��� ���� ������������ ����� ��������

��	�
�� �� ��
������� ����������� ��������

[2n]f(x) =
H

(2)
n

H
(0)
n+1

, [2n+1]f(x) =
H

(−1)
n+2

H
(1)
n+1

, n � 0 . $%&

�
 ������ ��������� �������� ���� ���� �� ���������� ���������

����
 '� $(& �� $%& ��������� )� �
# �*������ ���
����� (��� ���� ��
�*������ ���
����� �
� ������� ���	��� 
���� �������� ��������+	���
[2n]f(x) =

1
(2n)f(x)

. ,� ���������	 �
����
���� ���
���� �������� ���	���� ��

����� ������ �� !"!# ��$%�& �'��& ��(� ��



��� �� �� ���	
�� 
� �� �����

�� ��� �� ��� 	
�� ������� � ���
 ���������
��� ���
 ����� ����� �� ��
�
�
	������� ���	��� ��� �  !" ������� �

[1]f = −f 2(1)f, [3]f = −((3)f − (1)f)((2)f)2 − f2 · (1)f.

# ����	$��� �������� �%�� �������� ��������� &���
	� H
(−1)
n+2 �� �����'

	� (��	��� � ���� ������� ������� ��� ���)���$�� � �
���) ��) ����*�)�
�� +) �	�
�����
 ����
���,

H
(−1)
n+2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 c0 c1 . . . cn

c0 c1 c2 . . . cn+1

c1 c2 c3 . . . cn+2
���

���
���

� � �
���

cn cn+1 cn+2 . . . c2n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 0 c0

c0 c1

∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c3 c4 . . . cn+2

c4 c5 . . . cn+3
���

���
� � �

���
cn+2 cn+3 . . . c2n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−

−
∣∣∣∣ 0 c0

c1 c2

∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c2 c3 . . . cn+1

c4 c5 . . . cn+3
���

���
� � �

���
cn+2 cn+3 . . . c2n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ . . . +

∣∣∣∣cn−1 cn

cn cn+1

∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c1 c2 . . . cn

c2 c3 . . . cn+1
���

���
� � �

���
cn cn+1 . . . c2n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

-������ �
�
�

G(x) = −
∣∣∣∣ 0 c0

c1 c2

∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c2 c3 . . . cn+1

c4 c5 . . . cn+3
���

���
� � �

���
cn+2 cn+3 . . . c2n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+. . .+

∣∣∣∣cn−1 cn

cn cn+1

∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c1 c2 . . . cn

c2 c3 . . . cn+1
���

���
� � �

���
cn cn+1 . . . c2n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

��� ������ �� �� .���	 ��� �� ��� �����/�� �

[2n+1]f(x) = −c2
0

H
(3)
n

H
(1)
n+1

+
G(x)

H
(1)
n+1

= −f2(x) · (2n+1)f(x) +
G(x)

H
(1)
n+1

.
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