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The behavior of the solutions of two conjugate harmonic oscillators under the random perturbations
of the ”white noise” type of the Ito form is investigated. The explicit form of the amplitude, phase
of the system of damped oscillators is found. The behavior of the amplitude, phase of the system
of damped oscillators is investigated.
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 !�"	 ��������� !�� �"� �� ���# ���������"# ��$"�� ���� �  � ��% &�
�'"�(� !�� �"� ��) ���# ����*�"� �"+��$���!�"# �������! ��(���� '�����({

ü1(t) + 2h1u̇1(t) + k2
1u1(t) = 0, u1(0) = u10, u̇1(0) = u̇10,

ü2(t) + 2h2u̇2(t) + k2
2u2(t) = 0, u2(0) = u20, u̇2(0) = u̇20

	��

� u0i, u̇0i , '��� ���� '���-��� � .�"���� � ��$"�� ���� (u2
i0 + u̇2

i0 > 0)/ ki >
0, hi , ��+�$��� "  � � ��$"�� ����/ ui(t), u̇i(t) , '���-��� � .�"���� ! ��$",
�� ���� � ���� ���( t > 0; i = 1, 2�
0"� �� 	�� ������� �� �"� �� �"+��$���!�"# ������! '�.��� '�����(⎧⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩
ẋ1(t) = x2(t),

ẋ2(t) = −k2
1x1 − 2h1x2,

ẋ3(t) = x4(t),

ẋ4(t) = −k2
2x3 − 2h2x4

	��

�
x1(t) = u1(t); x2(t) = u̇1(t); x3(t) = u2(t); x4(t) = u̇2(t).

1 ���� ���* �"� �� �����"�� � �� �"� �" 	�� ��2��-�� !��  ����) 3
� �����"�� ��" 	x1(t), x2(t), x3(t), x4(t))% ��� �(#�� !�� '� +�����*  ���� ���4�
5����� .������ !  ���" 3 ��'������ �����- �� "����� �� ���

(x2(t),−k2
1x1(t) − 2h1x2(t), x4(t),−k2

2x3(t) − 2h2x4(t)).

6�� � ��-�"�"# �(#��  ���" 3 ( +������( '��� ��� ���-" ! ��� ������
h2

i − k2
i , i = 1, 2�

������-��� '������" ��2��-(���!��4  ���" 3 �� +�����* '��&"�� X1OX2

'�" �"'�����"# �2(����# �����- �� ��� +�����4 .�"���� �% ( �"'���( ����,
�� ������������ ��$"�� ���% '������ � 789� ��� �"'���( ���# �'��-�"# ���,
������"# ��$"�� ���� �2(��"# ����� ����-�"�" �������!�"�" '��$���"%
������-��� '������" ��2��-(���!��4  ���" 3 '�" 0 < h < k 	�����)�"*
��$"�� ���"* '��$�� 2(�� '������ � 7:9�

�05,9 " &+$, 
)/���# 5+4�5< �=��< "$!9 ��
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(x2(t),−k2
1x1(t) − 2h1x2(t), x4(t),−k2

2x3(t) − 2h2x4(t))

�	���� ������ � �����  
� ��� ������� |hi| < ki i = 1, 2 !�"���#��� ���������
���� ���$��%&

'�� ������( ���������( �	������( ���
��� !)% ����
���#�
��� � ���
���
�
�(��
����( �������$������( ������  
�& *�� ���������� 
���� ���
���+ ����
"�����
��� ��"����� ���
��� ������� ��"����,

ẋ(t) = Bx(t)ξ̇; ξ = (ξ1(t), ξ2(t)), !-%

��

B =

⎛
⎜⎜⎝

0 1 0 0
−k2

1 −2h1 0 0
0 0 0 1
0 0 −k2

2 −2h2

⎞
⎟⎟⎠ ,

ξ̇1(t) = g11(t) + g21(t)ẇ1(t);

ξ̇2(t) = g12(t) + g22(t)ẇ2(t);

gij(t) . ����������� ����$��/ ẇi(t) . ���(����� ��� �����������"� ���$��� !�	����
���� � �����  
�%&

0������� !-% ��������� ���"����
� �� ��������  
�

dx(t) = Bx(t)dξi(t);i = 1, 4; !1%

ξ1(t) =

t∫
0

g11(s)ds+

t∫
0

g21(s)dw1(s); ξ2(t) =

t∫
0

g12(s)ds+

t∫
0

g22(s)dw2(s).

������� ���
���� ����������, μi =
√

k2
i − h2

i / λ1i = −hi + μi+ λ2i = −hi − μi+

α1j =
t∫

0

g1j(s)ds/ α2j =
t∫

0

g2
2j(s)ds/ j = 1, 2+ i = 1, 2&

��� ���$� ���
���� 
������,
������� �& ����� x(t) � ��	
��	� ���� ���� 	 ���
������� � ��� 
��� t � 0
����� ����� ��
������

x1(t) = A1(t)
√

2 cos(φ1(t) +
π

4
), x2(t) = A1(t)(λ

2
11 + λ2

12) sin(φ1(t) + γ1),

x3(t) = A2(t)
√

2 cos(φ2(t) +
π

4
), x4(t) = A2(t)(λ

2
21 + λ2

22)(sin φ2(t) + γ2).

��

A1(t) =
1

λ11 − λ12

√
(y2

11(t) − y2
12(t)), A2(t) =

1

λ21 − λ22

√
(y2

21(t) − y2
22(t)),

yij(t) = yij(0) exp{−λ2
ij

2
α2i(t) + λijξ(t)}, i = 1, 2, j = 1, 2,

y11(0) = −λ12u10 + u̇10, y21(0) = −λ11u10 + u̇10,

y21(0) = −λ22u20 + u̇20, y22(0) = −λ21u20 + u̇20,

����� ������ ������� ������ ����� �� � ��
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tgφ1(t) =
y12(0)

y11(0)
exp{−2μ1[h1α2i(t) + ξ(t)]}, tgγ1 = −λ11

λ12

,

tgφ2(t) =
y21(0)

y21(0)
exp{−2μ2[h2α2i(t) + ξ(t)]}, tgγ2 = −λ21

λ22

, i = 1, 2.

���������� ��������	� �
�
��� ���������� ������ x(t)� �� ���	� 	����
�� B � 
�����
 ��� ���	� �������� ��	�� ��������	� ����� y(t) = Tx(t)
� 	������

T =

⎛
⎜⎜⎝

−λ21 1 0 0
−λ21 1 0 0

0 0 −λ22 1
0 0 −λ22 1

⎞
⎟⎟⎠ .

 ��
 �
����
���

TBT−1 =

⎛
⎜⎜⎝

λ11 0 0 0
1 λ21 0 0
0 0 λ12 0
0 0 1 λ22

⎞
⎟⎟⎠

! �������� ��	� 	����
 "� #������ 
������ ��� ��� ������ y(t) ���	��
$	� ���%����&�� �������
��'�� 
������ (��

dy(t) = TBT−1y(t)dξ(t),

� ����
�
$���	 �������

a1(t, y) = g11(t) (λ11y11, y11 + λ21y12) ; a2(t, y) = g12(t) (λ12y11, y11 + λ22y12) ;

a3(t, y) = g11(t) (λ11y21, y21 + λ21y22) ; a4(t, y) = g12(t) (λ12y21, y21 + λ22y22) ;

�� ����
�
$���	 �����
)

b1(t, y) = g21(t) (λ11y11, y11 + λ21y12) ; b2(t, y) = g22(t) (λ12y11, y11 + λ22y12) ;

b3(t, y) = g21(t) (λ11y21, y21 + λ21y22) ; b4(t, y) = g22(t) (λ12y21, y21 + λ22y22) .

#�
��� *+, ���%���	� ����� ������ ���-���
�.

yij(t) = yij(0) exp{−λ2
ij

2
α2i(t) + λijξ(t)}, i = 1, 2, j = 1, 2,

y11(0) = −λ12u10 + u̇10, y12(0) = −λ12u10 + u̇10,

y21(0) = −λ22u20 + u̇20, y22(0) = −λ21u20 + u̇20.

/��
�'�� x(t) = T−1y(t)� �� ��%����&� ����� ������ ������ y(t)� ���	��
$	� ����0���� ��������� ����	��

����������	 1��&� ����� ������ ���-���� 
������ ��� ������� �
� ���
���
��� �����
� gij(t) 	���� 2������� 	����
 ������%��&�% ��������
� � ���
�
�'��	 ������	 ���� �	��
����

����� ��	�
�� x(t)  ��������� ���� ��� � ����������� ��� t → ∞ ��� �����!

3� α2i
P=1→ ∞4 i = 1, 24

+� βi1
P=1→ ∞4 i = 1, 24

�����  !"#$� 
%&'(') �#*+�, �-��,  $.� ��
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√
α2i(t) ln ln α2i(t)

βi1

P=1→ 0, i = 1, 2; ��

β11 = −λ2
11

2
α12 − λ11α11(t), β21 = −λ2

21

2
α22 − λ21α21(t) ��� h > k,

β11 = −λ2
12

2
α12 − λ12α11(t), β21 = −λ2

22

2
α22 − λ22α21(t) ��� h < −k.

����

��A1i(t)
P=1→ 0 ��� t → ∞�

��φi(t)
P=1→ ∞	 
��� hi > ki φi(t)

P=1→ π
2
	 
��� hi < −ki	 ��� ���������� �����	

�� ����������
 ���������� −λ1iu10 + u̇10 > 0 � −λ2iu20 + u̇20 > 0	 i = 1, 2.
��������
� 	
����� λi2 < λi1 � λi1λi2 = ki

2 > 0� i = 1, 2� �� ���������� �����
�� �� i = 1, 2� ������� ��������� �� ��� t → ∞

−λ2
1i

2
α12 − λ1iα11(t)

P=1→ −∞, −λ2
2i

2
α22 − λ2iα21(t)

P=1→ −∞.

���� ��� ����� �� ����! ����"���� �������� ������� 
�
����

Ai(t) = Ai(0) exp

{
βi1(t) − (λi1 + λi2)

t∫
0

g2i(s)dωi(s)

}
,

��
t∫

0

g2i(s)dωi(s) =ω̃i(α2i(t))� ω̃i(t) # �������
���! ���$�
% &�����
������� '�����

�������� � � ���(��'

P

{
lim
t→∞

|ω̃i(α2i(t))|

[2α2i(t) ln ln α2i(t)]
1
/2

= 1

}
= 1,

� ���� ������� ��)��� �� Ai(t)
P=1→ 0 ��� t → ∞� i = 1, 2% ��������� ���������

������� �����
�� ��������� (�� φi(t)� i = 1, 2, ���������
� ���� ������ ���*
��������� ��������� ������� � +,-%

��������� . ��/��� ��������� ���
��! ����� ����� �� 
�
���� ����  ��*
�������� �
$������� ���������� �/����� ���� '/�� � 0���' � (���� 1��
������ ������� (�����2 0�����
��% �� ��������2 
�
���� ���� 
����
������

�������� �
$������� � ������ ���!���� ����! �� �� � ��
������ ���������
������� �� (��% 3���� ����! �� �� ������� �� (�� 
�
���� ���� 
����
��*
���� �
$������� ������ ��� ��������� ������������ (���$�! gij(t) �����
/������� ����� ����� �
$������� � �������� �������� ��
�� �������%

�� �������� ����� 	
� ����� ���
� �� �� ������ ���������� � ��� ������ � !�� � "#! $�
%� �
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