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ÓÇÀÃÀËÜÍÞÞ×ÈÉ ÏIÄÕIÄ ÄÎ ÏÎÁÓÄÎÂÈ
ÁÀÃÀÒÎÊÐÎÊÎÂÈÕ ÌÅÒÎÄIÂ ÐÎÇÂ'ßÇÓÂÀÍÍß ÇÀÄÀ×I
ÊÎØI

The method of uncertain factors of creation of the main algorithms of multistep methods of the
solution of a Cauchy problem for the ordinary differential equations is considered.

Çàïðîïîíîâàíî óçàãàëüíþþ÷èé ïiäõiä äî ïîáóäîâè áàãàòîêðîêîâèõ ìåòîäiâ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i
Êîøi äëÿ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó Êîøi äëÿ çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ïåðøî-
ãî ïîðÿäêó

y′ = f(t, y), y(t0) = y0. (1)
ßê âiäîìî, ïðè ïîáóäîâi áàãàòîêðîêîâèõ ìåòîäiâ äëÿ ðîçâ'ÿçàííi çàäà÷i (1) âè-
êîðèñòîâóþòü àáî åêâiâàëåíòíå iíòåãðàëüíå ñïiââiäíîøåííÿ

y(tn+1) = y(tn) +

∫

(

tn−1)
(tn)f(t, y(t))dt,

i çàìiíó ïiäiíòåãðàëüíî¨ ôóíêöi¨ iíòåðïîëÿöiéíèì ìíîãî÷ëåíîì Ëàãðàíæà, Íüþ-
òîíà, Åðìiòà [1-3], àáî ðiçíèöåâó ôîðìóëó âèãëÿäó

1

h

k∑

i=0

αiyn+i =
k∑

i=0

βif(tn+i, yn+i), αk 6= 0,

ç âèêîðèñòàííÿì ôîðìóëè Òåéëîðà äëÿ ïîäàííÿ y(tn+1) i f(tn+1, yn+1) = y′
n+1

[1,2]. Îäíàê, ïðè ïðàêòè÷íié ðåàëiçàöi¨, öå äîñèòü òðóäîìiñòêi ïðîöåñè.
Äëÿ óçàãàëüíåííÿ ïiäõîäó é óíèêíåííÿ âêàçàíèõ òðóäíîùiâ ôîðìóëè áàãà-

òîêðîêîâèõ ìåòîäiâ áóäåìî øóêàòè ó âèãëÿäi

yn+1 =
k∑

i=0

aiyn−1 + hb−1f(tn+1, yn+1) + h

k∑

i=0

bif(tn−i, yn−i),

àáî

yn+1 =
k∑

i=0

aiyn−1 + hb−1y
′
n+1 + h

k∑

i=0

biy
′
n−i, (2)

äå y′
n+1 = f(tn+1, yn+1), y′

n−i = f(tn−i, yn−i) � çíà÷åííÿ ïîõiäíî¨ øóêàíî¨ ôóíêöi¨,
ai, b−1, bi, (i = 0, 1, . . . , k) � äåÿêi íåâiäîìi êîåôiöi¹íòè, ÿêi çíàõîäÿòüñÿ ç ïåâíèõ
óìîâ.

Íàøîþ ìåòîþ ¹ âèáið òàêîãî ïiäõîäó äî ïîáóäîâè ôîðìóë òèïó (2), ÿêèé äà¹
ìîæëèâiñòü äîñèòü ïðîñòî îòðèìàòè øèðîêèé íàáið àëãîðèòìiâ ÿê ÿâíîãî, òàê
i íåÿâíîãî òèïó. Çîêðåìà, ÿêùî ïîêëàñòè b−1 = 0, òî îäåðæó¹ìî ìåòîäè ÿâíîãî
òèïó, à â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó � íåÿâíîãî.
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Iäåÿ çàïðîïîíîâàíîãî ïiäõîäó ïîëÿãà¹ â íàñòóïíîìó: ÿêùî çàäà÷à Êîøi (1)
ìà¹ òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê ó âèãëÿäi ïîëiíîìà ñòåïåíi k

y(t) = α0 + α1t + α2t
2 + . . . + αkt

k,

äå α0, α1, . . . , αk � êîíñòàíòè, òî çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè (2) öåé ðîçâ'ÿçîê
ìîæíà çíàéòè òî÷íî. Ðîçãëÿíåìî äåÿêi êîíêðåòíi âèïàäêè.

1. Ìåòîä Àäàìñà-Áàøôîðòà Ìåòîä Àäàìñà-Áàøôîðòà ¹ ÿâíèì áàãàòîêðî-
êîâèì ìåòîäîì, ÿêèé îäåðæó¹òüñÿ ç ôîðìóëè (2) çà óìîâè, ùî α1 = α2 =
. . . , αk = 0, b−1 = 0. Òîäi ôîðìóëà (2) íàáóâà¹ âèãëÿäó

yn+1 = α0yn + h

k−1∑

i=0

biy
′
n−1. (3)

Íåâiäîìi êîåôiöi¹íòè a0, b0, b1, . . . , bk−1 áóäåìî øóêàòè ç óìîâè, ùî ôîðìóëà
(3) ¹ òî÷íîþ äëÿ âñiõ ïîëiíîìiàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ, ñòåïiíü ÿêèõ íå ïåðåâèùó¹ k.
Çà òàêi ïîëiíîìè âiçüìåìî ïîëiíîìè âèãëÿäó:

y(t) = 1
h0 (tn+1 − t)0, y′(t) = 0, m = 0;

y(t) = 1
hm (tn+1 − t)m, y′(t) = − m

hm (tn+1 − t)m−1, m = 1, 2, . . . , k.
(4)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïîëiíîìè (4) ïîáóäó¹ìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâ-
íÿíü äëÿ çíàõîäæåííÿ íåâiäîìèõ êîåôiöi¹íòiâ íàñòóïíèì ÷èíîì: îá÷èñëèìî
çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ y(t) ïðè tm+1 i tn òà ¨¨ ïîõiäíî¨ y′(t) ïðè tn−i, i = 0, 1, . . . , k− 1
i ïiäñòàâèìî ¨õ ó ôîðìóëó (3), â ðåçóëüòàòi ÷îãî îäåðæèìî ñèñòåìó:

m = 0 : 1 = a0;
m = 1 : 0 = a0 − b0 − b1 − . . . − bk−1;

m = 2 : 0 = a0 − 2b0 · 1 − 2b1 · 2 − . . . − 2bk−1 · k;
m = 3 : 0 = a0 − 3b0 · 12 − 3b1 · 22 − . . . − 3bk−1 · k2;

. . .
m = k : 0 = a0 − kb0 · 1k−1 − kb1 · 2k−1 − . . . − kbk−1 · kk−1.

(5)

ßêùî âðàõóâàòè, ùî a0 = 1 i êîæíå ç ðiâíÿíü, ïî÷èíàþ÷è ç äðóãîãî ðîçäi-
ëèòè âiäïîâiäíî íà 2, 3, . . . , k, òî îäåðæàíó ñèñòåìó ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

B · b = d ⇒




1 1 1 . . . 1
1 2 3 . . . k
1 22 32 . . . k2

. . . . . . . . . . . . . . .
1 2k−1 3k−1 . . . kk−1







b0

b1

b2

. . .
bk−1




=




1
1
2
1
3

. . .
1
k




(6)

Îñêiëüêè âèçíà÷íèêîì äàíî¨ ñèñòåìè ¹ âèçíà÷íèê Âàí-äåð-Ìîíäà, òî ñèñòå-
ìà ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê.

Çàóâàæåííÿ 1. Äëÿ êîæíîãî ç ìåòîäiâ ìè áóäåìî íàâîäèòè ôîðìóëè ëè-
øå äëÿ êiëüêîõ çíà÷åíü . Ôîðìóëè äëÿ iíøèõ ëåãêî îäåðæàòè çà äîïîìîãîþ
íàâåäåíèõ ïðîãðàì.
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Çàóâàæåííÿ 2. Îöiíêè ïîõèáîê íàâåäåíèõ ôîðìóë ìîæíà çíàéòè â öè-
òîâàíié ëiòåðàòóði. Íà ëiñòèíãó 1 íàâåäåíî ïðîãðàìó, ðåàëiçîâàíó çàñîáàìè
ïàêåòó Mathcad, çà äîïîìîãîþ ÿêî¨: ôîðìó¹òüñÿ ìàòðèöÿ B òà ïðàâà ÷àñòè-
íà d ñèñòåìè, ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ ñèñòåìà òà ôîðìó¹òüñÿ âåêòîð c êîåôiöi¹íòiâ
ôîðìóë Àäàìñà-Áàøôîðòà äëÿ k = 1, 2, 3. Ñàìi ôîðìóëè Àäàìñà-Áàøôîðòà
íàáèðàþòüñÿ ó ðó÷íîìó ðåæèìi.

2. Ìåòîä Àäàìñà-Ìóëòîíà Ìåòîä Àäàìñà-Ìóëòîíà ¹ íåÿâíèì áàãàòîêðî-
êîâèì ìåòîäîì, ÿêèé îäåðæó¹òüñÿ ç ôîðìóëè (2) ïðè óìîâi, ùî a1 = a2 = · · · =
ak = 0. Òîäi ôîðìóëà (2) íàáóäå âèãëÿäó

yn+1 = a0yn + hb−1y
′
n+1 + h

k−2∑

i=0

biy
′
n−i (7)

Äëÿ çíàõîäæåííÿ íåâiäîìèõ êîåôiöi¹íòiâ âèêîðèñòà¹ìî ïîëiíîìè (4):

m = 0 : 1 = a0, çâiäêèa0 = 1;
m = 1 : 0 = 1 − b−1 · 1 − b0 · 1 − b1 · 1 − . . . − bk−2 · 1;

m = 2 : 0 = 1 − 2b−1 · 0 − 2b0 · 1 − 2b1 · 2 − . . . − 2bk−2 · k;
m = 3 : 0 = 1 − 3b−1 · 02 − 3b0 · 12 − 3b1 · 22 − . . . − 3bk−2 · k2;

. . .
m = k : 0 = 1 − kb−1 · 0k−1 − kb0 · 1k−1 − kb1 · 2k−1 − . . . − kbk−2 · kk−1,

(8)

ßêùî êîæíå ç ðiâíÿíü, ïî÷èíàþ÷è ç ïåðøîãî ðîçäiëèòè âiäïîâiäíî íà −1,
−2, −3, . . . ,−k, òî îäåðæàíó ñèñòåìó ìîæíà çàïèñàòè ó ìàòðè÷íîìó âèãëÿäi

B · b = d ⇒




1 1 1 . . . 1
0 1 2 . . . k
0 1 22 . . . k2

. . . . . . . . . . . . . . .
0 1 2k−1 . . . kk−1







b−1

b0

b1

. . .
bk−2




=




1
1
2
1
3

. . .
1
k




(9)

Îñêiëüêè âèçíà÷íèê äàíî¨ ñèñòåìè âiäìiííèé âiä íóëÿ, òî ñèñòåìà ìà¹ ¹äèíèé
ðîçâ'ÿçîê. Íà ëiñòèíãó 2 íàâåäåíî ôîðìóëè Àäàìñà-Ìóëòîíà äëÿ .

Çàóâàæåííÿ 3. Ïðè ïîáóäîâi íàñòóïíèõ ìåòîäiâ ìè íå áóäåìî çàïèñóâàòè
ñèñòåìó ðiâíÿíü òèïó (6), îñêiëüêè àëãîðèòìè ¨õ ïîáóäîâè òà ¨õ âèãëÿä, äëÿ
ðîçãëÿäóâàíèõ , íàâåäåíî íà âiäïîâiäíîìó ëiñòèíãó. ßêùî ðiâíÿííÿ (1) íå ¹
"æîðñòêèì", òî, ÿê ïðàâèëî, âèêîðèñòîâóþòü ÿâíèé i íåÿâíèé áàãàòîêðîêîâi
ìåòîäè i îòðèìóþòü òàê çâàíèé ìåòîä ïðî-ãíîçó i êîðåêöi¨. Îäíèì iç íàéáiëüø
âiäîìèõ ìåòîäiâ ïðîãíîçó i êîðåêöi¨ ¹ îá'¹äíàííÿ ìåòîäiâ Àäàìñà-Áàøôîðòà i
Àäàìñà-Ìóëòîíà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó òî÷íîñòi : , . Äëÿ òîãî, ùîá ïî÷àòè îá÷è-
ñëåííÿ íåîáõiäíî çàçäàëåãiäü çíàéòè òðè ïåðøi çíà÷åííÿ ( - çàäàíå ç ïî÷àòêîâî¨
óìîâè), çà äîïîìîãîþ ÿêèõ îá÷èñëþþòüñÿ çíà÷åííÿ . �õ, çàçâè÷àé, îá÷èñëþþòü
ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó òî÷íîñòi.
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3. Íåÿâíèé ìåòîä Ãiðà Ìåòîä Ãiðà (ìåòîä äèôåðåíöiþâàííÿ íàçàä) ¹ íåÿâ-
íèì áàãàòîêðîêî-âèì ìåòîäîì, ÿêèé îäåðæó¹òüñÿ ç ôîðìóëè (2) ïðè óìîâi, ùî
. Òîäi ôîðìóëà (2) íàáóäå âèãëÿäó . (10) Íà ëiñòèíãó 3 íàâåäåíî ôîðìóëè Ãiðà
äëÿ .
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4. ßâíèé ìåòîä Íþñòðåìà Ìåòîä Íþñòðåìà ¹ ÿâíèì áàãàòîêðîêîâèì ìåòî-
äîì, ÿêèé îäåðæó-¹òüñÿ ç ôîðìóëè (2) ïðè óìîâi, ùî . Òîäi ôîðìóëà (2) íàáóäå
âèãëÿäó . (11) Íà ëiñòèíãó 4 íàâåäåíî ôîðìóëè Íiñòðåìà äëÿ .
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5. ßâíèé ìåòîä Ìiëíà Ôîðìóëè ÿâíîãî ìåòîäó Ìiëíà ìîæíà ïîáóäóâàòè
âèêîðèñòàâøè ñïiââiäíîøåííÿ (5) ïðè . Òîäi ôîðìóëà (2) íàáóäå âèãëÿäó . (12)
Íà ëiñòèíãó 5 íàâåäåíî ÿâíi ôîðìóëè Ìiëíà îäåðæàíi äëÿ i .
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6. Íåÿâíèé ìåòîä Ìiëíà Ôîðìóëè íåÿâíîãî ìåòîäó Ìiëíà ìîæíà ïîáóäó-
âàòè âèêîðèñòàâøè ïîëiíîìè (4) ïðè . Íà ëiñòèíãó 6 íàâåäåíî íåÿâíi ôîðìóëè
Ìiëíà, îäåðæàíi äëÿ i .

Íà îñíîâi ÿâíèõ i íåÿâíèõ ôîðìóë Ìiëíà ìîæíà ðåàëiçóâàòè ìåòîä ïðîãíîçó
i êîðåêöi¨ ç iòåðàöiéíîþ îáðîáêîþ. Äëÿ ôîðìóë Ìiëíà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó ïî-
÷àòêîâå íàáëèæåííÿ îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ , (13) à iòåðàöiéíèé ïðîöåñ ìà¹
âèãëÿä , . (14) Àíàëîãi÷íèé iòåðàöiéíèé ïðîöåñ ìîæíà ðåàëiçóâàòè çà äîïîìîãîþ
ôîðìóë Ìiëíà øîñòîãî ïîðÿäêó : , (15) , . (16) Äëÿ òîãî, ùîá ïî÷àòè îá÷èñëåííÿ
íåîáõiäíî çàçäàëåãiäü çíàéòè âiäïîâiäíó êiëüêiñòü ïåðøèõ çíà÷åíü. �õ, ÿê i ìå-
òîäè ïðåäèêòîð-êîðåêòîð íà áàçi ôîðìóë Àäàìñà-Áàøôîðòà i Àäàìñà-Ìóëòîíà,
îá÷èñëþþòü ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòà âiäïîâiäíîãî ïîðÿäêó òî÷íîñòi.
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7. Ìåòîä Ìiëíà-Ñiìïñîíà Ìåòîä Ìiëíà-Ñiìïñîíà ¹ íåÿâíèì áàãàòîêðîêî-
âèì ìåòîäîì, ÿêèé îäåðæó¹òüñÿ ç ôîðìóëè (2) ïðè óìîâi, ùî . Òîäi ôîðìóëà
(2) íàáóäå âèãëÿäó . (17) Íà ëiñòèíãó 7 íàâåäåíî ôîðìóëè Ìiëíà-Ñiìïñîíà äëÿ
, îäåð-æàíi çà äîïîìîãîþ ïàêåòó Mathcad.
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8. Iíòåðïîëÿöiéíèé ìåòîä Åðìiòà Iíòåðïîëÿöiéíèé ìåòîä Åðìiòà áóäó¹-
òüñÿ çà ôîðìóëîþ . (18) Íà ëiñòèíãó 8 íàâåäåíî ôîðìóëè iíòåðïîëÿöiéíîãî
ìåòîäó Åðìiòà äëÿ .
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9. Åêñòðàïîëÿöiéíèé ìåòîä Åðìiòà Åêñòðàïîëÿöiéíèé ìåòîä Åðìiòà áó-
äó¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ . (19) Íà ëiñòèíãó 9 íàâåäåíî åêñòðàïîëÿöiéíi ôîðìóëè
Åðìiòà äëÿ .
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