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ÏÐÎ ÐÎÇÏÎÄIË ÑÓÏÐÅÌÓÌIÂ ÏÐÈÐÎÑÒIÂ ÂÈÏÀÄÊÎÂÈÕ
ÏÐÎÖÅÑIÂ Ç ÏÐÎÑÒÎÐIÂ Fψ(Ω).
The conditions of sampling continuity are investigated and estimates for distributions of supremums
increments of processes from spaces Fψ(Ω) are evaluated.

Äîñëiäæóþòüñÿ óìîâè âèáiðêîâî¨ íåïåðåðâíîñòi òà çíàõîäÿòüñÿ îöiíêè äëÿ ðîçïîäiëiâ ñóïðå-
ìóìiâ ïðèðîñòiâ ïðîöåñiâ ç ïðîñòîðiâ Fψ(Ω).

Âñòóï. Ïðîñòîðè âèïàäêîâèõ âåëè÷èí Fψ(Ω) áóëè ââåäåíi �ðìàêîâèì i Îñòðîâ-
ñüêèì â [1]. Ðîáîòà [3], ïðèñâÿ÷åíà äåòàëüíîìó âèâ÷åííþ öèõ ïðîñòîðiâ. Öÿ
ðîáîòà ¹ ïðîäîâæåííÿì [3]. Òóò âèâ÷àþòüñÿ óìîâè âèáiðêîâî¨ íåïåðåðâíîñòi âè-
ïàäêîâèõ ïðîöåñiâ ç Fψ(Ω) òà îöiíêè ðîçïîäiëiâ ñóïðåìóìiâ ¨õ ïðèðîñòiâ. Ïîäiáíi
îöiíêè äëÿ ïðîöåñiâ ç Subϕ(Ω) îòðèìàíi â [2].

Ðîáîòà ñêëàäà¹òüñÿ ç âñòóïó òà òðüîõ ðîçäiëiâ. Â ïåðøîìó ðîçäiëi íàâåäåíî
íåîáõiäíi âiäîìîñòi ç òåîði¨ ïðîñòîðiâ Fψ(Ω). Â äðóãîìó ðîçäiëi çíàéäåíî îöiíêè
äëÿ ðîçïîäiëiâ ñóïðåìóìiâ ïðèðîñòiâ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ ç Fψ(Ω) òà îòðèìàíî
óìîâè âèáiðêîâî¨ íåïåðåðâíîñòi ç éìîâiðíiñòþ îäèíèöÿ öèõ ïðîöåñiâ. Â òðåòüîìó
ðîçäiëi ðåçóëüòàòè äðóãîãî ðîçäiëó çàñòîñîâóþòüñÿ äî âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ ç
Fψ(Ω) âèçíà÷åíèõ íà [0, T ].

1. Ïðîñòîðè Fψ(Ω).
Îçíà÷åííÿ 1. [3] Íåõàé ψ(u) > 0, u ≥ 1 � ìîíîòîííî çðîñòàþ÷à íåïå-

ðåðâíà ôóíêöiÿ (âàãîâà ôóíêöiÿ), òàêà ùî ψ(u) → ∞, ÿêùî u → ∞. Âèïàäêîâà
âåëè÷èíà ξ íàëåæèòü ïðîñòîðó Fψ(Ω), ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

sup
u≥1

(E |ξ|u)
1/u

ψ(u)
< ∞.

Ïðîñòið Fψ(Ω) � ïðîñòið Áàíàõà ç íîðìîþ [3]

‖ξ‖ψ = sup
u≥1

(E |ξ|u)
1/u

ψ(u)
.

Òåîðåìà 1. [3] Íåõàé âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ íàëåæèòü ïðîñòîðó Fψ(Ω),
òî äëÿ áóäü-ÿêîãî x > 0 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

P {|ξ| > x} ≤ inf
u≥1

‖ξ‖u
ψ (ψ(u))u

xu
.

Îçíà÷åííÿ 2. [3] Äîäàòíüî ìîíîòîííî íåñïàäíà ïîñëiäîâíiñòü (κ(n) ,

n ≥ 1) íàçèâà¹òüñÿ M - õàðàêòåðèñòèêîþ (ìàæîðóþ÷îþ õàðàêòåðèñòèêîþ)
ïðîñòîðó Fψ(Ω), ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξi, i = 1, 2, . . . , n ç
öüîãî ïðîñòîðó âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

∥

∥

∥

∥

max
1≤i≤n

|ξi|

∥

∥

∥

∥

ψ

≤ κ(n) max
1≤i≤n

‖ξi‖ψ .
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Òåîðåìà 2. [3] Ïîñëiäîâíiñòü

κ(n) = sup
u≥1

inf
v>0

n
1

u+v
ψ(u + v)

ψ(u)

¹ M-õàðàêòåðèñòèêîþ (ìàæîðóþ÷îþ õàðàêòåðèñòèêîþ) ïðîñòîðó Fψ(Ω).
Ïðèêëàä 1. [3] Ôóíêöiÿ ψ(u) = uα, äå α > 0, òî

P {|ξ| > x} ≤ exp







−
α

e

(

x

‖ξ‖ψ

)1/α






i ìàæîðóþ÷à õàðàêòåðèñòèêà κ(n) = (ln n)α (

e
α

)α.
Ïðèêëàä 2. [3] Ôóíêöiÿ ψ(u) = eau, äå a > 0, òî ïðè x > ‖ξ‖ψ

P {|ξ| > x} ≤ exp











−

(

ln x
‖ξ‖ψ

)2

2a











i ìàæîðóþ÷à õàðàêòåðèñòèêà κ(n) = e2
√

a ln n−a.
Ïðèêëàä 3. [3] Ôóíêöiÿ ψ(u) = eu2, òî ïðè x > ‖ξ‖ψ

P {|ξ| > x} ≤ exp











−
2
(

ln x
‖ξ‖ψ

)3/2

33/2











i ìàæîðóþ÷à õàðàêòåðèñòèêà κ(n) = exp
{

3
22/3 (ln n)2/3 − 1

}

.

Ïðèêëàä 4. Ðîçãëÿíåìî ïðîñòið Fψ(Ω), äå ψ(u) = (ln(u + 1))λ, λ > 0. Çíà-
éäåìî îöiíêó äëÿ P {|ξ| > x} , x > 0 i ξ ∈ Fψ(Ω). Îñêiëüêè

P {|ξ| > x} ≤
‖ξ‖u

ψ (ln(u + 1))λu

xu
, u ≥ 1, (1)

òî ïîêëàäåì u + 1 = exp

{

(

x
‖ξ‖ψ

)1/λ
1
z

}

, z > 0. Òîäi, ïiäñòàâëÿþ÷è öåé âèðàç â
íåðiâíiñòü (1), îòðèìà¹ìî

(

‖ξ‖ψ (ln(u + 1))λ

x

)u

=
1

zλu
= exp {−λu ln z} =

exp







−λ(ln z)



exp







(

x

‖ξ‖ψ

)1/λ
1

z







− 1











=

zλ exp







−λ(ln z) exp







(

x

‖ξ‖ψ

)1/λ
1

z













.
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Äàëi ïîêëàäåìî â îñòàííié íåðiâíîñòi z = e, òî

P {|ξ| > x} ≤ eλ exp







−λ exp







(

x

‖ξ‖ψ

)1/λ
1

e













.

Çíàéäåìî ìàæîðóþ÷ó õàðàêòåðèñòèêó öüîãî ïðîñòîðó. Îñêiëüêè

κ(n) = sup
u≥1

inf
v>0

n
1

u+v
ψ(u + v)

ψ(u)
≤ inf

v>0
z(v)n

1
v+1 ,

äå z(v) = sup
u≥1

ψ(u+v)
ψ(u)

, à
(

ln(u+v+1)
ln(u+1)

)′
≤ 0, òî z(v) =

(

ln(v+2)
ln 2

)λ

, òîäi κ(n) =

inf
v>0

(

ln(v+2)
ln 2

)λ

n
1

v+1 . Êîëè n = 1, òî κ(n) = 1, à ïðè n > 1 ïîêëàäåìî v = ln n,
òîäi

κ(n) =

(

ln(ln n + 2)

ln 2

)λ

n
1

ln n+1 ≤

(

ln(ln n + 2)

ln 2

)λ

e.

2. Îöiíêè ðîçïîäiëiâ ñóïðåìóìiâ ïðèðîñòiâ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ ç
Fψ(Ω).

Íåõàé X = {X(t), t ∈ T} � âèïàäêîâèé ïðîöåñ, T = (T, ρ) � êîìïàêòíèé
ìåòðè÷íèé ïðîñòið, ρ � ìåòðèêà. Ðîçãëÿíåìî N(u) � ìåòðè÷íà ìàñèâíiñòü (÷èñëî
çàìêíåíèõ êóëü ðàäióñà u, ùî ïîêðèâàþòü ìíîæèíó T) ïðîñòîðó (T, ρ) i b =

sup
t,s∈T

ρ(t, s), β = σ

(

inf
s∈T

sup
t∈T

ρ(t, s)

)

, ïîêëàäåìî εk = σ(−1)
(

bpk
)

, äå k = 0, 1, 2, . . .,

à p ∈ (0, 1). Vεk
� ìíîæèíà öåíòðiâ çàìêíåíèõ êóëü ðàäióñà íå áiëüøå εk, ùî

ïîêðèâàþòü (T, ρ) ïðè÷îìó ÷èñëî öèõ êóëü ìiíiìàëüíå (ìiíiìàëüíà εk ñiòêà) i
N(εk) � ÷èñëî òî÷îê Vεk

. Ïîçíà÷èìî V =
∞
⋃

k=0

Vεk
.

Îçíà÷åííÿ 3. Âèïàäêîâèé ïðîöåñ X ∈ Fψ(Ω), ÿêùî äëÿ âñiõ t âèïàäêîâà
âåëè÷èíà X(t) ∈ Fψ(Ω).

Îçíà÷åííÿ 4. [3] Âiäîáðàæåííÿì αk(t), äå t ∈ V íàçèâà¹òüñÿ òàêå âiä-
îáðàæåííÿ V → Vεk

, ùî αk(t) ∈ Vεk
òà ρ(t, αk(t)) ≤ εk (ÿêùî t ∈ Vεk

, òî
αk(t) = t).

Òåîðåìà 3. Íåõàé X(t) � ñåïàðàáåëüíèé âèïàäêîâèé ïðîöåñ íà (T, ρ) ç ïðî-
ñòîðó Fψ(Ω) i âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

sup
ρ(t,s)≤h

∥

∥X(t) − X(s)
∥

∥

ψ
≤ σ(h), (2)

äå σ(h) íåïåðåðâíà ìîíîòîííî çðîñòàþ÷à ôóíêöiÿ, òàêà ùî σ(0) = 0. Âèêîíó-
¹òüñÿ óìîâà

α
∫

0

κ

(

N
(

σ(−1)(u)
))

du < ∞, (3)

äå κ(n) � ìàæîðóþ÷à õàðàêòåðèñòèêà, à σ(−1)(u) � îáåðíåíà ôóíêöi¨ äî σ(u);
0 < ε ≤ α � äåÿêå ÷èñëî, à k � òàêå öiëå ÷èñëî, ùî εk < ε ≤ εk−1. Òîäi

Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó, 2012, âèï. 23 , N 1



ÏÐÎ ÐÎÇÏÎÄIË ÑÓÏÐÅÌÓÌIÂ ÏÐÈÐÎÑÒIÂ ÂÈÏÀÄÊÎÂÈÕ ÏÐÎÖÅÑIÂ. . . 87

ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü
∥

∥

∥

∥

∥

sup
ρ(t,s)≤ε

|X(t) − X(s)|

∥

∥

∥

∥

∥

ψ

≤ κ (Dk(ε, p)) σ(ε)
3 − p

1 − p
+

2
1

p(1 − p)

σ(ε)p
∫

0

κ

(

N
(

σ(−1)(u)
))

du = Sk(ε, p),

äå Dk(ε, p) � ÷èñëî òî÷îê u, v ç Vεk
, òàêèõ ùî ‖X(u) − X(v)‖ ≤ σ(ε)3−p

1−p
òà

ïðè áóäü-ÿêîìó δ > 0 ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

P

{

sup
ρ(t,s)≤ε

|X(t) − X(s)| > δ

}

≤ inf
u≥1

(Sk(ε, p))u (ψ(u))u

δu
. (4)

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî ñïðàâäæóþòüñÿ íåðiâíîñòi
σ(εk) < σ(ε) ≤ σ(εk−1), bpk < σ(ε) ≤ bpk−1.

Ïîçíà÷èìî Vk =
∞
⋃

j=k

Vεj
. Îñêiëüêè çà óìîâè (2) ïðîöåñ íåïåðåðâíèé çà éìîâið-

íiñòþ (äèâ. äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.1 ç [3]), òî Vk � ñåïàðàíòà, òîìó
sup

ρ(t,s)≤ε
t,s∈T

|X(t) − X(s)| = sup
ρ(t,s)≤ε
t,s∈Vk

|X(t) − X(s)| .

Íåõàé òåïåð t òà s òàêi òî÷êè, ùî t, s ∈ Vk òà ρ(t, s) ≤ ε. Îñêiëüêè t òà
s íàëåæàòü Vk òî iñíóþòü òàêi m ≥ k òà r ≥ k, ùî t ∈ Vεm , à s ∈ Vεr .
Ïîçíà÷èìî tm = t, tm−1 = αm−1(tm), tm−2 = αm−2(tm−1), . . . , tk = αk(tk+1) i
sr = s, sr−1 = αr−1(sr), sr−2 = αr−2(sr−1), . . . , sk = αk(sk+1). Î÷åâèäíî, ùî
âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

X(t) − X(s) =
m−1
∑

l=k

(X(tl+1) − X(tl)) + (X(tk) − X(sk)) −
r−1
∑

l=k

(X(sl+1) − X(sl)) . (5)

Ç (5) âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü

|X(tk) − X(sk)| ≤ |X(t) − X(s)| +
m−1
∑

l=k

|X(tl+1) − X(tl)| +
r−1
∑

l=k

|X(sl+1) − X(sl)| .

Îòæå,

‖X(tk) − X(sk)‖ψ ≤ ‖X(t) − X(s)‖ψ +
m−1
∑

l=k

‖X(tl+1) − X(tl)‖ψ +

r−1
∑

l=k

‖X(sl+1) − X(sl)‖ψ ≤ σ(ε) +
m−1
∑

l=k

σ(εl) +
r−1
∑

l=k

σ(εl) ≤ σ(ε) + 2
∞

∑

l=k

σ(εl) =

σ(ε) + 2
∞

∑

l=k

bpl = σ(ε) + 2b
pk

1 − p
≤ σ(ε) + 2σ(ε)

1

1 − p
= σ(ε)

3 − p

1 − p
. (6)

Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó, 2012, âèï. 23 , N 1



88 Þ. Þ. ÌËÀÂÅÖÜ

Iç (5) òåïåð îòðèìó¹ìî íåðiâíiñòü

|X(t) − X(s)| ≤
m−1
∑

l=k

|X(tl+1) − X(tl)| +
r−1
∑

l=k

|X(sl+1) − X(sl)|+

|X(tk) − X(sk)| ≤
m−1
∑

l=k

max
u∈Vεl+1

|X(u) − X(αl(u))| +
r−1
∑

l=k

max
u∈Vεl+1

|X(u) − X(αl(u))|+

max
u,v∈Vεk

‖X(u)−X(v)‖≤σ(ε) 3−p
1−p

|X(u) − X(v))| ≤ max
u,v∈Vεk

‖X(u)−X(v)‖≤σ(ε) 3−p
1−p

|X(u) − X(v))|+

2
∞

∑

l=k

max
u∈Vεl+1

|X(u) − X(αl(u))| . (7)

Îñêiëüêè îñòàííié âèðàç â íåðiâíîñòi (7) íå çàëåæèòü âiä t, s ∈ Vk, òàêèõ ùî
ρ(t, s) ≤ ε, òî âðàõîâóþ÷è ñåïàðàáåëüíiñòü ïðîöåñó X ç éìîâiðíiñòþ îäèíèöÿ
ìà¹ìî íåðiâíiñòü

sup
ρ(t,s)≤ε
t,s∈T

|X(t) − X(s)| = sup
ρ(t,s)≤ε
t,s∈Vk

|X(t) − X(s)| ≤

max
u,v∈Vεk

‖X(u)−X(v)‖≤σ(ε) 3−p
1−p

|X(u) − X(v)| + 2
∞

∑

l=k

max
u∈Vεl+1

|X(u) − X(αl(u))| ≤ N2(εk). (8)

Òîäi ç (8) òà îçíà÷åííÿ κ(n) îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü

∥

∥

∥

∥

∥

sup
ρ(t,s)≤ε

|X(t) − X(s)|

∥

∥

∥

∥

∥

ψ

≤

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

max
u,v∈Vεk

‖X(u)−X(v)‖≤σ(ε) 3−p
1−p

|X(u) − X(v)|

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

ψ

+

2
∞

∑

l=k

∥

∥

∥

∥

max
u∈Vεl+1

|X(u) − X(αl(u))|

∥

∥

∥

∥

ψ

≤ κ (Dk(ε, p)) σ(ε)
3 − p

1 − p
+2

∞
∑

l=k

κ (N(εl+1)) σ(εl).

Ðîçãëÿíåìî äðóãèé äîäàíîê â ïðàâié ÷àñòèíi îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi
∞

∑

l=k

κ (N(εl+1)) σ(εl) =
∞

∑

l=k

κ

(

N
(

σ(−1)(bpl+1)
))

bpl,

òî
bpl+1
∫

bpl+2

κ

(

N
(

σ(−1)(u)
))

du ≥ κ

(

N
(

σ(−1)(bpl+1)
))

(bpl+1 − bpl+2),

bpl
κ

(

N
(

σ(−1)(bpl+1)
))

≤
1

p(1 − p)

bpl+1
∫

bpl+2

κ

(

N
(

σ(−1)(u)
))

du.
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Òîäi

∞
∑

l=k

κ (N(εl+1)) σ(εl) ≤
1

p(1 − p)

bpk+1
∫

0

κ

(

N
(

σ(−1)(u)
))

du ≤

1

p(1 − p)

pσ(ε)
∫

0

κ

(

N
(

σ(−1)(u)
))

du.

Òåîðåìó äîâåäåíî.
Çàóâàæåííÿ 1. Âñi ðåçóëüòàòè, ÿêi ìàþòü ìiñöå äëÿ ìåòðè÷íîãî ïðî-

ñòîðó ñïðàâåäëèâi i â ïñåâäîìåòðè÷íîìó ïðîñòîði.
Íàñëiäîê 1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 3 i êðiì òîãî ñïðàâäæó-

¹òüñÿ óìîâà σ(ε)κ (Dk(ε, p)) → 0 ïðè ε → 0. Òîäi
∥

∥

∥

∥

∥

sup
ρ(t,s)≤ε

|X(t) − X(s)|

∥

∥

∥

∥

∥

ψ

→ 0 (9)

ïðè ε → 0. Êðiì òîãî, âèïàäêîâèé ïðîöåñ X(t) ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíèé íà (T, ρ)
ç éìîâiðíiñòþ îäèíèöÿ.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè çà óìîâ íàñëiäêó ïðè ε → 0 Sk(ε, p) → 0, òî òâåðäæåí-
íÿ (9) î÷åâèäíå. Ç íåðiâíîñòi (4) âèïëèâà¹, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî u > 1 ñïðàâåäëèâî

P

{

sup
ρ(t,s)≤ε

|X(t) − X(s)| > δ

}

≤
(Sk(ε, p))u (ψ(u))u

δu
,

òî ïðè ε → 0 sup
ρ(t,s)≤ε

|X(t) − X(s)| → 0. Îòæå iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü ε̌n, òàêà ùî

ε̌n+1 < ε̌n, ε̌n → 0 ïðè n → ∞, ùî sup
ρ(t,s)≤ε̌n

|X(t) − X(s)| → 0 ïðè n → ∞ ç

éìîâiðíiñòþ îäèíèöÿ. Îñêiëüêè sup
ρ(t,s)≤ε

|X(t) − X(s)| ìîíîòîííî ñïàäà¹ ïî ε, òî i

sup
ρ(t,s)≤ε

|X(t) − X(s)| → 0 ïðè ε → 0 ç éìîâiðíiñòþ îäèíèöÿ.

Òåîðåìà 4. Íåõàé X(t) � ñåïàðàáåëüíèé âèïàäêîâèé ïðîöåñ íà (T, ρ) ç ïðî-
ñòîðó Fψ(Ω), äå ψ(u) � òàêà âàãîâà ôóíêöiÿ, ùî äëÿ ìàæîðóþ÷î¨ õàðàêòåðè-
ñòèêè ïðîñòîðó Fψ(Ω) âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

κ(n2) ≤ Cκ(n), (10)

äå C > 0 � äåÿêà êîíñòàíòà.
ßêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (3), òîäi ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü

∥

∥

∥

∥

∥

sup
ρ(t,s)≤ε

|X(t) − X(s)|

∥

∥

∥

∥

∥

ψ

≤ A(C)

σ(ε)
∫

0

κ

(

N
(

σ(−1)(u)
))

du = Šk(ε), (11)

äå A(C) =
4(3C2−12C+4)

3C+2
·
(

C+2
C−2

)2.
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I ïðè áóäü-ÿêîìó δ > 0 ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

P

{

sup
ρ(t,s)≤ε

|X(t) − X(s)| > δ

}

≤ inf
u≥1

(

Šk(ε)
)u

(ψ(u))u

δu
. (12)

Äîâåäåííÿ. Òåîðåìà 4 âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 3. Äiéñíî, Dk(ε, p) ≤ (N(εk))
2 ≤

(

N
(

σ(−1)(bpk)
))2, òîìó

σ(ε)κ (Dk(ε, p)) ≤ κ

(

N2
(

σ(−1)(bpk)
))

σ(ε).

Îñêiëüêè âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (10) òî

κ

(

N2
(

σ(−1)(bpk)
))

σ(ε) ≤ Cκ

(

N
(

σ(−1)(bpk)
))

σ(ε). (13)

Ëåãêî áà÷èòè, ùî
bpk
∫

bpk+1

κ

(

N
(

σ(−1)(u)
))

du ≥ κ

(

N
(

σ(−1)(bpk)
))

bpk(1 − p),

òîìó

κ

(

N
(

σ(−1)(bpk)
))

≤
1

bpk−1p(1 − p)

bpk
∫

bpk+1

κ

(

N
(

σ(−1)(u)
))

du ≤

1

σ(ε)p(1 − p)

σ(ε)
∫

0

κ

(

N
(

σ(−1)(u)
))

du.

Îòæå, ç (13) âèïëèâà¹

κ (Dk(ε, p)) σ(ε)
3 − p

1 − p
+

2

p(1 − p)

σ(ε)p
∫

0

κ

(

N
(

σ(−1)(u)
))

du ≤

κ

(

N2
(

σ(−1)(bpk)
))

σ(ε)
3 − p

1 − p
+

2

p(1 − p)

σ(ε)
∫

0

κ

(

N
(

σ(−1)(u)
))

du ≤

Cκ

(

N
(

σ(−1)(bpk)
))

σ(ε)
3 − p

1 − p
+

2

p(1 − p)

σ(ε)
∫

0

κ

(

N
(

σ(−1)(u)
))

du ≤

1

p(1 − p)

(

C ·
3 − p

1 − p
+ 2

)

σ(ε)
∫

0

κ

(

N
(

σ(−1)(u)
))

du.

Ìiíiìóì âèðàçó 1
p(1−p)

(

C · 3−p
1−p

+ 2
)

íàáóâà¹òüñÿ â òî÷öi p = 3C+2
2C+4

. Ïiäñòàâëÿþ÷è
öå çíà÷åííÿ â îñòàííþ íåðiâíiñòü, îòðèìà¹ìî ïîòðiáíå.

Òåîðåìó äîâåäåíî.
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Çàóâàæåííÿ 2. Óìîâè òåîðåìè âèêîíóþòüñÿ äëÿ ôóíêöié ψ(u) = uα,
ψ(u) = (ln(u + 1))λ. ßêùî ψ(u) = uα, òî κ(n2) = 2α

κ(n) òîáòî C = 2α, à
êîëè ψ(u) = (ln(u + 1))λ, òî κ(n2) =

(

ln(2(ln n+1))
ln 2

)λ

e ≤ 2λ
κ(n) òîáòî C = 2λ.

Çàóâàæåííÿ 3. Íåõàé W (h), h > 0 íåïåðåðâíà ìîíîòîííî ñïàäíà ôóíêöiÿ,
ùî N(h) ≤ W (h). Òîäi óìîâà (3) âèêîíó¹òüñÿ êîëè

z
∫

0

κ

(

W
(

σ(−1)(u)
))

du < ∞ (14)

Íàñëiäîê 2. Íåõàé â òåîðåìi 4

σ(h) =
R

(κ (W (h)))1/γ
,

äå γ � äåÿêå ÷èñëî, òàêå ùî 0 < γ < 1. Òîäi
∥

∥

∥

∥

∥

sup
ρ(t,s)≤ε

|X(t) − X(s)|

∥

∥

∥

∥

∥

ψ

≤ A(C)
R

1 − γ
(κ (W (ε)))

γ−1
γ = Q(ε, γ)

òà äëÿ áóäü-ÿêîãî δ > 0 ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü

P

{

sup
ρ(t,s)≤ε

|X(t) − X(s)| > δ

}

≤ inf
u≥1

(Q(ε, γ))u (ψ(u))u

δu
. (15)

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, â öüîìó âèïàäêó σ(−1)(u) = W (−1)
(

κ
(−1)

(

Rγ

uγ

))

. Òîäi
σ(ε)
∫

0

κ

(

W
(

σ(−1)(u)
))

du =

σ(ε)
∫

0

Rγ

uγ
du =

Rγ

1 − γ
σ(ε)1−γ < ∞. (16)

Ïðèêëàä 5. ßêùî âàãîâà ôóíêöiÿ ψ(u) = uα, äå α > 0, òî

P {|ξ| > δ} ≤ exp

{

−
α

e

(

δ

Q(ε, γ)

)1/α
}

i âèêîðèñòîâóþ÷è çíà÷åííÿ ìàæîðóþ÷î¨ õàðàêòåðèñòèêè ç ïðèêëàäó 1 îòðè-
ìà¹ìî

σ(h) = R
( e

α
ln W (h)

)−α/γ

, 0 < γ < 1.

Ïðèêëàä 6. ßêùî ψ(u) = eau, äå a 6= 0, òî ïðè δ > Q(ε, γ)

P {|ξ| > δ} ≤ exp











−

(

ln δ
Q(ε,γ)

)2

2a











i âèêîðèñòîâóþ÷è çíà÷åííÿ ìàæîðóþ÷î¨ õàðàêòåðèñòèêè ç ïðèêëàäó 2 îòðè-
ìà¹ìî

σ(h) = R · exp

{

−
2

γ

√

a ln W (h) +
a

γ

}

, 0 < γ < 1.
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Ïðèêëàä 7. ßêùî ψ(u) = eu2, òî ïðè δ > Q(ε, γ)

P {|ξ| > δ} ≤ exp











−
2
(

ln δ
Q(ε,γ)

)3/2

33/2











i âèêîðèñòîâóþ÷è çíà÷åííÿ ìàæîðóþ÷î¨ õàðàêòåðèñòèêè ç ïðèêëàäó 3 îòðè-
ìà¹ìî

σ(h) = R · exp

{

−
1

γ

(

3

22/3
(ln W (h))2/3 − 1

)}

, 0 < γ < 1.

Ïðèêëàä 8. ßêùî ψ(u) = (ln(u + 1))λ, äå λ > 0, òî

P {|ξ| > δ} ≤ zλ exp

{

−λ(ln z) exp

{

(

δ

Q(ε, γ)

)1/λ
1

z

}}

i âèêîðèñòîâóþ÷è çíà÷åííÿ ìàæîðóþ÷î¨ õàðàêòåðèñòèêè ç ïðèêëàäó 4 îòðè-
ìà¹ìî

σ(h) = Re−1/γ

(

ln 2

ln(ln W (h) + 2)

)λ/γ

, 0 < γ < 1.

3. Âèïàäêîâi ïðîöåñè âèçíà÷åíi íà [0, T ].
Òåîðåìà 5. Íåõàé X = {X(t), t ∈ [0, T ]}, äå T > 0 � ñåïàðàáåëüíèé ïðîöåñ

ç ïðîñòîðó Fψ(Ω). Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

sup
|t−s|≤h

∥

∥X(t) − X(s)
∥

∥

ψ
≤ σ(h),

äå σ = {σ(h), h > 0} � íåïåðåðâíà ìîíîòîííî çðîñòàþ÷à ôóíêöiÿ, òàêà ùî
σ(0) = 0. Äëÿ áóäü-ÿêîãî α > 0 âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

z
∫

0

κ

(

T

2σ(−1)(u)
+ 1

)

du < ∞,

òîäi ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü
∥

∥

∥

∥

∥

sup
t∈[0,T ]

|X(t) − X(s)|

∥

∥

∥

∥

∥

ψ

≤ A(C)
R

1 − γ

(

κ

(

T

2ε
+ 1

))
γ−1

γ

= Q̃(ε, γ).

Êðiì òîãî? äëÿ áóäü-ÿêîãî δ > 0 ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü

P

{

sup
t∈[0,T ]

|X(t) − X(s)| > δ

}

≤ inf
u≥1

(

Q̃(ε, γ)
)u

(ψ(u))u

δu
. (17)

Äîâåäåííÿ. Òåîðåìà 5 âèïëèâà¹ ç íàñëiäêó 2, îñêiëüêè ìåòðè÷íà ìàñèâíiñòü
iíòåðâàëó [0, T ] îöiíþ¹òüñÿ òàê

N(u) ≤
T

2u
+ 1 = W (u).
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Ïðèêëàä 9. ßêùî ôóíêöiÿ ψ(u) = uα,äå α > 0, òî

P {|ξ| > δ} ≤ exp











−
α

e





δ

A(C) R
1−γ

(

e
α

ln
(

T
2ε

+ 1
))

α(γ−1)
γ





1/α










Àíàëîãi÷íî ìîæíà ðîçãëÿíóòè âñi iíøi ïðèêëàäè, ÿêi áóëè íàâåäåíi.
Â áàãàòüîõ âèïàäêàõ ëåãêî îòðèìàòè òàêó îöiíêó

‖X(t) − X(s)‖ψ ≤ g · |t − s|τ , (18)

äå 0 < τ ≤ 1. Ïîêàæåìî, ÿê ç òàêî¨ îöiíêè ìîæíà îòðèìàòè îöiíêó âèãëÿäó

sup
|t−s|≤h

‖X(t) − X(s)‖ψ ≤ R

(

e

α
ln

(

T

2h
+ 1

))−α/γ

(19)

Íåõàé 0 < j < 1 i u > 0, òî j ln
(

1 + 1
u

)

≤ ln
(

1 + 1
uj

)

≤ 1
uj , òîáòî uj ≤ 1

j ln(1+ 1
u)
.

Òåïåð, ÿêùî áóäü-ÿêå r > 0, òî urj ≤ 1

jr(ln(1+ 1
u))

r . I ÿêùî âçÿòè r, òàêå ùî rj = τ ,
òî ìà¹ìî uτ ≤ 1

( τ
r )

r
(ln(1+ 1

u))
r . Ïåðåïèøåìî íåðiâíiñòü (18) òàê

‖X(t) − X(s)‖ψ ≤ g

∣

∣

∣

∣

2h

T

∣

∣

∣

∣

τ

·
T τ

2τ
≤ g

T τ

2τ

1
(

τ
r

)r (

ln
(

1 + T
2h

))r . (20)

ßêùî â îñòàííié íåðiâíîñòi ïîêëàäåìî, ùî r = −α
γ
, òî ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü (19),

äå R = g T τ

2τ

(

e
τγ

)α/γ

.
Ìiíiìóì ó ïðàâié ÷àñòèíi íåðiâíîñòi (20) íàáóâà¹òüñÿ â òî÷öi

r = τ ln

(

1 +
T

2h

)

e−τ ln(1+ T
2h),

òîäi îòðèìà¹ìî

‖X(t) − X(s)‖ψ ≤ g
T τ

2τ
exp

{

−τ 2 ln2

(

1 +
T

2h

)

e−τ ln(1+ T
2h)

}

Âèñíîâêè. Â ðîáîòi çíàéäåíî îöiíêè ðîçïîäiëiâ ñóïðåìóìiâ ïðèðîñòiâ âèïàä-
êîâèõ ïðîöåñiâ ç ïðîñòîðiâ Fψ(Ω) òà óìîâè ¨õ âèáiðêîâî¨ íåïåðåðâíîñòi ç éìîâið-
íiñòþ îäèíèöÿ. Öi îöiíêè, çîêðåìà, ìîæóòü çàñòîñîâóâàòèñü äî òî÷íîñòi àïðî-
êñèìàöi¨ öèõ ïðîöåñiâ ðiçíèìè êëàñàìè ôóíêöié.
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