
94 Ì. Ì. ÏÀÃIÐß

ÓÄÊ 517.518.84

Ì. Ì. Ïàãiðÿ (Ìóêà÷iâ. äåðæ. óí-ò)

ÍÀÁËÈÆÅÍÍß ÔÓÍÊÖIÉ IÍÒÅÐÏÎËßÖIÉÍÈÌÈ
ÔÓÍÊÖIÎÍÀËÜÍÈÌÈ ËÀÍÖÞÃÎÂÈÌÈ ÄÐÎÁÀÌÈ
The problem of functions interpolation of one real variable by a functional interpolation continued

fraction is discussed in this paper. The estimates of remainder term are established. Numerical

examples are considered .

Â ðîáîòi ðîçãëÿíóòà çàäà÷à iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöié îäíi¹¨ äiéñíî¨ çìiííî¨ ôóíêöiîíàëüíèì iíòåð-
ïîëÿöiéíèì ëàíöþãîâèì äðîáîì. Âñòàíîâëåíi îöiíêè çàëèøêîâèõ ÷ëåíiâ. Ðîçãëÿíóòi ÷èñëîâi
ïðèêëàäè.

Âñòóï. Ôóíêöiþ îäíi¹¨ äiéñíî¨ çìiííî¨, ÿêà çàäàíà ñâî¨ìè çíà÷åííÿìè â òî-
÷êàõ êîìïàêòó R ⊂ R, ìîæíà íàáëèæàòè iíòåðïîëÿöiéíèìè áàãàòî÷ëåíàìè ó
ôîðìi Ëàãðàíæà àáî Íüþòîíà [1,2], ñïëàéíàìè [1], ëàíöþãîâèìè äðîáàìè [3,4],
N�òî÷êîâèìè àïðîêñèìàöiÿìè Ïàäå [5]. Ìîæíà òàêîæøóêàòè íàáëèæåííÿ ôóí-
êöi¨ ó âèãëÿäi óçàãàëüíåíîãî iíòåðïîëÿöiéíîãî áàãàòî÷ëåíà àáî ôóíêöiîíàëüíî-
ãî ëàíöþãîâîãî äðîáó. Äàíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà äðóãîìó iç âêàçàíèõ ïiäõîäiâ [6].

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i iíòåðïîëÿöi¨. Ôóíêöiîíàëüíi ëàíöþãîâi äðîáè.
Íåõàé R ⊂ R�êîìïàêò i f(x) ∈ C(R). Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöiÿ y = f(x)
çàäàíà ñâî¨ìè çíà÷åííÿìè â òî÷êàõ ìíîæèíè

X = {xi : xi ∈ R, xi 6= xj, êîëè i 6= j, i, j = 0, 1, . . . , n}. (1)

Íåõàé äîïîìiæíà ôóíêöiÿ t = g(x) íåïåðåðâíà òà ñòðîãî ìîíîòîííà íà R.
Ôóíêöiþ g(x) áóäåìî íàçèâàòè ôóíêöi¹þ�áàçèñîì. Óìîâà ñòðîãî¨ ìîíîòîííîñòi
ôóíêöi¨ g(x) ãàðàíòó¹, ùî ìíîæèíà G = {ti : ti = g(xi), xi ∈ X, i = 0, 1, 2, . . . , n}
áóäå ñêëàäàòèñÿ iç ðiçíèõ òî÷îê, îñêiëüêè ìíîæèíà (1) ìiñòèòü âñi ðiçíi òî÷êè.

ßêùî ðîçãëÿíóòè ïîñëiäîâíiñòü äðîáîâî�ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü {vk(x)}, äå

f(x) = v0(x), vk(x) = vk(xk−1)+
g(x) − g(xk)

vk+1(x)
, k = 0, 1, 2, . . . , òî ìîæíà îòðèìàòè

([6]) ôóíêöiîíàëüíèé iíòåðïîëÿöiéíèé ëàíöþãîâèé äðiá òèïó Òiëå (Ò�ÔIËÄ)

Dn(g; x) =
P (g)

n (g; x)

Q(g)
n (g; x)

= b(g)

0 +
n

K
k=1

g(x) − g(xk−1)

b(g)

k

, (2)

äå b(g)

k , k = 0, 1, . . . , n,�íåâiäîìi êîåôiöi¹íòè. Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.
Òåîðåìà 1 ([6]). Êîåôiöi¹íòè Ò�ÔIËÄ (2) âèçíà÷àþòüñÿ ÷åðåç çíà÷åííÿ

ôóíêöi¨ y = f(x) ó âóçëàõ iíòåðïîëÿöi¨ x0, x1, . . . , xn çà äîïîìîãîþ ðåêóðåíòíî-
ãî ñïiââiäíîøåííÿ ó âèãëÿäi ëàíöþãîâîãî äðîáó

b(g)

0 = f0, b(g)

m =
g(xm) − g(xm−1)

−b(g)

m−1
+ · · · +

g(xm) − g(x1)

−b(g)

1
+

g(xm) − g(x0)

fm − b(g)

0

,

äå m = 1, 2, 3, . . . , n.
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2. Îöiíêà çàëèøêîâîãî ÷ëåíà Ò�ÔIËÄ
Òåîðåìà 2. ßêùî ÷àñòèííi ÷èñåëüíèêè ai = g(x) − g(xi−1) i çíàìåííèêè

b(g)

i Ò�ÔIËÄ (2) çàäîâîëüíÿþòü óìîâè: 0 < |g(x) − g(xi−1)| 6 α, α + 1 6 |b(g)

i |,
ïðè i = 1, 2, . . . , n, òî çíàìåííèê Qn(g; x) öüîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó áóäå çàäî-
âîëüíÿòè íåðiâíiñòü

|Qn(g; x)| >















αn+1 − 1

α − 1
, ïðè α 6= 1,

n + 1, ïðè α = 1.

Äîâåäåííÿ. Iç óìîâè òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî |Q1(g; x)| = |b(g)

1 | > α + 1. Äàëi

|Q2(g; x)| = |b(g)

2 b(g)

1 + g(x) − g(x1)| > |Q1(g; x)||b(g)

2 | − |g(x) − g(x1)| >

> |Q1(g; x)|(1 + α) − α = |Q1(g; x)| + α(|Q1(g; x)| − 1) > |Q1(g; x)| + α2.

Òîäi |Q2(g; x)| − |Q1(g; x)| > α2 . Ç ôîðìóë Âàëëiñà [3, ôîðìóëè (2.1.6)] òà óìîâ
òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî |Qs(g; x)| > |Qs−1(g; x)| + α(|Qs−1(g; x)| − |Qs−2(g; x)|).
Çàñòîñóâàâøè ìåòîä ïîâíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ ëåãêî îòðèìàòè íåðiâíiñòü
|Qs(g; x)| − |Qs−1(g; x)| > αs. Òîäi

|Qn| =
n

∑

i=2

(|Qi| − |Qi−1|) + |Q1| >

n
∑

i=0

αi =















αn+1 − 1

α − 1
, α 6= 1,

n + 1, α = 1.

Òåîðåìà 3. 1) Íåõàé ôóíêöiÿ y = f(x) âèçíà÷åíà íà êîìïàêòi R ⊂ R i
çàäàíà ñâî¨ìè çíà÷åííÿìè â òî÷êàõ ìíîæèíè (1). 2) Íåõàé çà çíà÷åííÿìè
ôóíêöi¨ f(x) â òî÷êàõ ìíîæèíè (1) ïîáóäîâàíèé Ò�ÔIËÄ (2), êîåôiöi¹íòè
ÿêîãî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó òèïó Ñë¹øèíñüêîãî�Ïðií ñãåéìà:

|b(g)

k | > α + 1, äå α = max
t,s∈R

|g(t) − g(s)| 6= 1. (3)

3) Íåõàé çíàéäåòüñÿ òî÷êà x∗, äå x∗ ∈ R i x∗ /∈ X, ùî
∣

∣b(g)

n+1(x∗)
∣

∣ > α + 1, (4)

äå b(g)

n+1(x∗) =
g(x∗) − g(xn)

−b(g)
n + · · · +

g(x∗) − g(x1)

−b(g)

1
+

g(x∗) − g(x0)

y∗ − b(g)

0

, (5)

y∗ = f(x∗). Òîäi â òî÷öi x∗ âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|f(x∗) − Dn(g; x∗)| 6

(α − 1)2
n
∏

i=0

|g(x∗) − g(xi)|

(αn+2 − 1) (αn+1 − 1)
. (6)

Äîâåäåííÿ. Çà óìîâîþ òåîðåìè òî÷êà x∗ /∈ X. Îñêiëüêè x∗ ∈ R, òî çà
çíà÷åííÿìè ôóíêöi¨ ó âóçëàõ x0, . . . , xn, xn+1, äå xn+1 = x∗, yn+1 = y∗ = f(x∗),
ìîæíà ïîáóäóâàòè iíòåðïîëÿöiéíèé ëàíöþãîâèé äðiá

Dn+1(g; x) =
Pn+1(g; x)

Qn+1(g; x)
= b(g)

0 +
n+1

K
k=1

g(x) − g(xk−1)

b(g)

k

,
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äå b(g)

n+1(x∗) âèçíà÷åíî â (5), à êîåôiöi¹íòè b(g)

i , i = 0, 1, . . . , n, çáiãàþòüñÿ iç êîåôi-
öi¹íòàìè Ò�ÔIËÄ (2). Iç äåòåðìiíàíòíî¨ ôîðìóëè [3, ôîðìóëà (2.1.9)] âèïëèâà¹,
ùî ðiçíèöÿ ìiæ n + 1-ì òà n-ì ïiäõiäíèìè äðîáàìè çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

Dn+1(g; x) − Dn(g; x) = (−1)n

n
∏

i=0

(g(x) − g(xi))

Qn+1(g; x) Qn(g; x)
.

Îöiíèìî öþ ðiçíèöþ çà àáñîëþòíèì çíà÷åííÿì ó òî÷öi x∗

|f(x∗) − Dn(g; x∗)| = |Dn+1(g; x∗) − Dn(g; x∗)| =

n
∏

i=0

|g(x∗) − g(xi)|

|Qn+1(g; x∗)| · |Qn(g; x∗)|
.

Iç òåîðåìè 2 âèïëèâà¹, ùî
αn+1 − 1

α − 1
6 |Qn(g; x∗)| ,

αn+2 − 1

α − 1
6 |Qn+1(g; x∗)| .

Çâiäêè êiíöåâå îòðèìó¹ìî (6). Òåîðåìà äîâåäåíà.

Òàáëèöÿ 1.
Ôóíêöiÿ: y = 4

√
x. Âóçëè ×åáèøîâà.

n ∆t ∆g Λ K-òü
6 0, 54289100 · 10−06 0, 68880672 · 10−08 0, 68814359 · 10−05 10.000.000
7 0, 62146255 · 10−07 0, 38002537 · 10−09 0, 15508439 · 10−05 10.000.000
8 0, 65376420 · 10−08 0, 20966576 · 10−10 0, 35875440 · 10−06 10.000.000
9 0, 74030568 · 10−09 0, 11567570 · 10−11 0, 84703611 · 10−07 10.000.000

10 0, 78369735 · 10−10 0, 63819950 · 10−13 0, 20328353 · 10−07 10.000.000
11 0, 88134529 · 10−11 0, 35210363 · 10−14 0, 49439202 · 10−08 10.000.000
12 0, 93715633 · 10−12 0, 19426039 · 10−15 0, 12156137 · 10−08 10.000.000
13 0, 10489178 · 10−12 0, 10717605 · 10−16 0, 30163579 · 10−09 10.000.000
14 0, 11190206 · 10−13 0, 59130411 · 10−18 0, 75423094 · 10−10 10.000.000
15 0, 12481094 · 10−14 0, 32622992 · 10−19 0, 18982475 · 10−10 10.000.000
16 0, 13349084 · 10−15 0, 17998503 · 10−20 0, 48041245 · 10−11 10.000.000
17 0, 14849398 · 10−16 0, 99299873 · 10−22 0, 12216500 · 10−11 10.000.000
18 0, 15914108 · 10−17 0, 54784879 · 10−23 0, 31193615 · 10−12 9.999.997
19 0, 17665541 · 10−18 0, 30225431 · 10−24 0, 79934045 · 10−13 9.999.900
20 0, 18963174 · 10−19 0, 16675495 · 10−25 0, 20546730 · 10−13 9.995.916

3. Ïðèêëàäè iíòåðïîëÿöi¨ Ò�ÔIËÄ. Ðîçãëÿíåìî äåêiëüêà ïðèêëàäiâ ií-
òåðïîëÿöi¨ ôóíêöié îäíi¹¨ äiéñíî¨ çìiííî¨ Ò�ÔIËÄ (2). Íà öèõ ïðèêëàäàõ òàêîæ
ïðîiëþñòðó¹ìî òåîðåìó 3. Íåõàé íà ïðîìiæêó [1, 0; 1, 5] iíòåðïîëþ¹òüñÿ ôóíêöiÿ
y = 4

√
x. Â ÿêîñòi ôóíêöi¨�áàçèñó âèáðàíî g(x) =

√
x. Îá÷èñëåííÿ ïðîâîäèëèñÿ

íà ìíîæèíi òåñòîâèõ òî÷îê

X∗ = {x∗

j : x∗

j ∈ R, j = 1, 2, . . . , 10.000.000}, (7)

äå òî÷êè x∗

j âèáèðàþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ãåíåðàòîðà ïñåâäîâèïàäêîâèõ ÷èñåë.
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Òàáëèöÿ 2.
Ôóíêöiÿ: y = 4

√
x. Ðiâíîìiðíå ðîçáèòòÿ.

n ∆t ∆g Λ K-òü
6 0, 90829149 · 10−05 0, 11505169 · 10−06 0, 12498285 · 10−03 10.000.000
7 0, 15944004 · 10−05 0, 97324355 · 10−08 0, 43554951 · 10−04 10.000.000
8 0, 25593293 · 10−06 0, 81854031 · 10−09 0, 15488528 · 10−04 10.000.000
9 0, 43976225 · 10−07 0, 68519282 · 10−10 0, 55947411 · 10−05 10.000.000

10 0, 70412063 · 10−08 0, 57132877 · 10−11 0, 20460752 · 10−05 10.000.000
11 0, 11929369 · 10−08 0, 47481573 · 10−12 0, 75575190 · 10−06 10.000.000
12 0, 19066310 · 10−09 0, 39349348 · 10−13 0, 28141712 · 10−06 10.000.000
13 0, 31980753 · 10−10 0, 32530368 · 10−14 0, 10549023 · 10−06 10.000.000
14 0, 51044694 · 10−11 0, 26835740 · 10−15 0, 39762334 · 10−07 10.000.000
15 0, 84980988 · 10−12 0, 22096404 · 10−16 0, 15056853 · 10−07 10.000.000
16 0, 13549520 · 10−12 0, 18163716 · 10−17 0, 57237167 · 10−08 10.000.000
17 0, 22427032 · 10−13 0, 14908705 · 10−18 0, 21829308 · 10−08 9.999.997
18 0, 35727573 · 10−14 0, 12220608 · 10−19 0, 83483604 · 10−09 9.999.804
19 0, 58862064 · 10−15 0, 10005192 · 10−20 0, 32002157 · 10−09 9.992.002

Âèçíà÷àëèñÿ íàñòóïíi âåëè÷èíè

∆t = max
x∗∈X∗

|f(x∗) − Dn(x∗)|, äå Dn(x) = b0 +
n

K
k=1

x − xk−1

bk

� iíòåðïîëÿöiéíèé ëàíöþãîâèé äðiá Òiëå [4,8], ÿêèé ïîáóäîâàíèé çà çíà÷åííÿìè
ôóíêöi¨ íà ìíîæèíi iíòåðïîëÿöiéíèõ âóçëiâ (1),

∆g = max
x∗∈X∗

|f(x∗) − Dn(g; x∗)|, Λ =

(α − 1)2 max
x∗∈X∗

n
∏

i=0

|g(x∗) − g(xi)|

(αn+2 − 1) (αn+1 − 1)
.

Â òàáëèöÿõ 1�2 ìiñòÿòüñÿ ðåçóëüòàòè îá÷èñëþâàëüíèõ åêñïåðèìåíòiâ. Â ïåðøié
êîëîíöi íàâåäåíà êiëüêiñòü iíòåðïîëÿöiéíèõ âóçëiâ n çà çíà÷åííÿìè ôóíêöi¨
â ÿêèõ ïîáóäîâàíèé Ò�ÔIËÄ (2), â íàñòóïíèõ êîëîíêàõ âåëè÷èíè ∆t, ∆g, Λ, â
îñòàííié êîëîíöi âêàçàíà êiëüêiñòü òåñòîâèõ òî÷îê ç ìíîæèíè X∗, äëÿ ÿêèõ
âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (4) òåîðåìè 3. Îá÷èñëåííÿ ïðîâîäèëèñü çà äîïîìîãîþ ïðî-
ãðàìè, ÿêà áóëà íàïèñàíà íà àëãîðèòìi÷íié ìîâi Fortran�2003 i ðåàëiçîâàíà â
îïåðàöiéíié ñèñòåìi Scienti�c Linux 5.6. Â òàáëèöi 1 íàâåäåíî ðåçóëüòàòè iíòåð-
ïîëÿöi¨ ôóíêöi¨ äëÿ âèïàäêó, êîëè â ÿêîñòi âóçëiâ âèáðàíî êîðåíi îðòîãîíàëü-
íîãî áàãàòî÷ëåíà ×åáèøîâà 1�ãî ðîäó [1], à ó òàáëèöi 2 � ìiñòÿòüñÿ ðåçóëüòàòè
iíòåðïîëÿöi¨ çà âíóòðiøíiìè òî÷êàìè ðiâíîìiðíîãî ðîçáèòòÿ ïðîìiæêó.

Â òàáëèöÿõ 3�4 ìiñòÿòüñÿ ðåçóëüòàòè iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöi¨ y =
√

ln x íà ïðî-
ìiæêó [1, 7; 2, 4], äå â ÿêîñòi ôóíêöi¨�áàçèñó âèáðàíî g(x) = ln x.

Iç íàâåäåíèõ òàáëèöü ìîæíà çðîáèòè íàñòóïíi âèñíîâêè: à) çíàéäóòüñÿ òàêi
ôóíêöi¨ y = f(x) òà áàçèñ�ôóíêöi¨ t = g(x) äëÿ ÿêèõ íà ïåâíèõ ïðîìiæêàõ ìî-
æíà ïîáóäóâàòè Ò�ÔIËÄ, êîåôiöi¹íòè ÿêîãî áóäóòü çàäîâîëüíÿòè óìîâó òèïó
Ñë¹øèíñüêîãî�Ïðií ñãåéìà (3); á) íà âèáðàíîìó ïðîìiæêó iíòåðïîëÿöi¨ çíàéäó-
òüñÿ òî÷êè, çàãàëüíà êiëüêiñòü ÿêèõ âêàçàíà â îñòàííié êîëîíöi êîæíî¨ òàáëè-
öi, â ÿêèõ áóäå âèêîíóâàòèñÿ óìîâà (4); â) iíòåðïîëÿöiÿ âêàçàíèõ ôóíêöié çà
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Òàáëèöÿ 3.
Ôóíêöiÿ: y =

√
ln x. Âóçëè ×åáèøîâà.

n ∆t ∆g Λ K-òü
6 0, 18721214 · 10−08 0, 35021461 · 10−09 0, 55314970 · 10−07 10.000.000
7 0, 10849229 · 10−09 0, 13402103 · 10−10 0, 51916140 · 10−08 10.000.000
8 0, 50805771 · 10−11 0, 51287484 · 10−12 0, 48742439 · 10−09 10.000.000
9 0, 28555274 · 10−12 0, 19626801 · 10−13 0, 45768003 · 10−10 10.000.000

10 0, 13028713 · 10−13 0, 75108201 · 10−15 0, 42976760 · 10−11 10.000.000
11 0, 72262226 · 10−15 0, 28742524 · 10−16 0, 40356273 · 10−12 10.000.000
12 0, 34781370 · 10−16 0, 10999227 · 10−17 0, 37895722 · 10−13 10.000.000
13 0, 19031437 · 10−17 0, 42091959 · 10−19 0, 35585228 · 10−14 10.000.000
14 0, 89792991 · 10−19 0, 16107784 · 10−20 0, 33415601 · 10−15 10.000.000
15 0, 48742808 · 10−20 0, 61641360 · 10−22 0, 31378240 · 10−16 10.000.000
16 0, 23800849 · 10−21 0, 23588934 · 10−23 0, 29465081 · 10−17 10.000.000
17 0, 12830616 · 10−22 0, 90270141 · 10−25 0, 27668550 · 10−18 10.000.000
18 0, 61665493 · 10−24 0, 34544565 · 10−26 0, 25981540 · 10−19 9.999.950

äîïîìîãîþ Ò�ÔIËÄ (2) ¹ áiëüø åôåêòèâíîþ íiæ íàáëèæåííÿ iíòåðïîëÿöiéíèì
ëàíöþãîâèì äðîáîì Òiëå, îñêiëüêè ìàêñèìàëüíà àáñîëþòíà ïîõèáêà ∆g íà ìíî-
æèíi òåñòîâèõ òî÷îê X∗ çíà÷íî ìåíøà ∆t; ã) ìàêñèìàëüíà îöiíêà Λ íà ìíîæèíi
òåñòîâèõ òî÷îê X∗ äîáðå îöiíþ¹ ìàêñèìàëüíó àáñîëþòíó ïîõèáêó ∆g.

4. Ôóíêöiîíàëüíèé iíòåðïîëÿöiéíèé ëàíöþãîâèé äðiá òèïó Ñ�äðîáó.
Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü äðîáîâî�ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü âèäó

f(x) = v0(x), v0(x) = v0(x0) + v1(x)(g(x) − g(x0)),

vk(x) =
vk(xk)

1 + vk+1(x)(g(x) − g(xk))
, k = 1, 2, . . . .

ßêùî ïîñëiäîâíî âêëàñòè åëåìåíòè ïîñëiäîâíîñòi {vk(x)} îäèí â äðóãèé n + 1
ðàç, ïiäñòàâèòè vn+1(x)(g(x) − g(xn)) = 0 òà ïîçíà÷èòè ÷åðåç a(g)

k = vk(xk), äëÿ
k = 0, 1, . . . , n, òî îòðèìà¹ìî ôóíêöiîíàëüíèé ëàíöþãîâèé äðiá (ÔËÄ) âèäó

Fn(g; x) =
Pn(g; x)

Qn(g; x)
= a(g)

0 +
n

K
k=1

a(g)

k (g(x) − g(xk−1))

1
. (8)

ßêùî êîåôiöi¹íòè ÔËÄ (8) âèçíà÷àþòüñÿ iç iíòåðïîëÿöiéíî¨ óìîâè

Fn(g; xi) = yi, äå yi = f(xi), xi ∈ X, i = 0, 1, 2, . . . , n,

òî ÔËÄ (8) áóäå iíòåðïîëÿöiéíèì. Íàçâåìî öåé äðiá ôóíêöiîíàëüíèì iíòåðïî-
ëÿöiéíèì ëàíöþãîâèì äðîáîì òèïó Ñ�äðîáó (Ñ�ÔIËÄ).

Òåîðåìà 4. Êîåôiöi¹íòè Ñ�ÔIËÄ (8) âèçíà÷àþòüñÿ ÷åðåç çíà÷åííÿ ôóí-
êöi¨ y = f(x) ó âóçëàõ (1) çà äîïîìîãîþ ðåêóðåíòíîãî ñïiââiäíîøåííÿ ó âèãëÿäi
ñêií÷åíîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó
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Òàáëèöÿ 4.
Ôóíêöiÿ: y =

√
ln x. Ðiâíîìiðíå ðîçáèòòÿ.

n ∆t ∆g Λ K-òü
6 0, 35324105 · 10−07 0, 65392821 · 10−08 0, 10769258 · 10−05 10.000.000
7 0, 31711659 · 10−08 0, 38805607 · 10−09 0, 15739797 · 10−06 10.000.000
8 0, 22921753 · 10−09 0, 22892169 · 10−10 0, 22875249 · 10−07 10.000.000
9 0, 19804390 · 10−10 0, 13439663 · 10−11 0, 33088496 · 10−08 10.000.000

10 0, 13825186 · 10−11 0, 78588010 · 10−13 0, 47671741 · 10−09 10.000.000
11 0, 11670476 · 10−12 0, 45799814 · 10−14 0, 68451352 · 10−10 10.000.000
12 0, 85392330 · 10−14 0, 26614841 · 10−15 0, 98005670 · 10−11 10.000.000
13 0, 70911944 · 10−15 0, 15427888 · 10−16 0, 13997104 · 10−11 10.000.000
14 0, 50632507 · 10−16 0, 89237784 · 10−18 0, 19947148 · 10−12 10.000.000
15 0, 41448106 · 10−17 0, 51518520 · 10−19 0, 28372152 · 10−13 10.000.000
16 0, 30510631 · 10−18 0, 29692296 · 10−20 0, 40287157 · 10−14 9.999.998
17 0, 24779664 · 10−19 0, 17087105 · 10−21 0, 57119291 · 10−15 9.999.900
18 0, 17906755 · 10−20 0, 98195488 · 10−23 0, 80873784 · 10−16 9.994.430
19 0, 14391804 · 10−21 0, 56424620 · 10−24 0, 11436646 · 10−16 9.779.493

a(g)

0 = 0, a(g)

k =
1

g(xk) − g(xk−1)

(

−1 +
a(g)

k−1
(g(xk) − g(xk−2))

−1 +

+ · · · +

a(g)

2 (g(xk) − g(x1))

−1 +

a(g)

1 (g(xk) − g(x0))

yk − a(g)

0

)

, k = 1, 2, . . . , n. (9)

Òàáëèöÿ 5.
Ôóíêöiÿ: y = ln(

√
x + 1). Âóçëè ×åáèøîâà.

n t ∆c ∆g Λ K-òü
6 0, 4645 0, 128296 · 10−04 0, 130603 · 10−08 0, 801522 · 10−07 10.000.000
7 0, 4636 0, 260947 · 10−05 0, 556654 · 10−10 0, 915146 · 10−08 10.000.000
8 0, 4630 0, 475653 · 10−06 0, 190265 · 10−11 0, 857327 · 10−09 10.000.000
9 0, 4625 0, 957425 · 10−07 0, 790863 · 10−13 0, 997531 · 10−10 10.000.000

10 0, 4622 0, 176166 · 10−07 0, 275595 · 10−14 0, 986747 · 10−11 10.000.000
11 0, 4619 0, 352072 · 10−08 0, 112702 · 10−15 0, 116037 · 10−11 10.000.000
12 0, 4617 0, 652076 · 10−09 0, 397956 · 10−17 0, 118893 · 10−12 10.000.000
13 0, 4616 0, 129641 · 10−09 0, 160888 · 10−18 0, 140654 · 10−13 10.000.000
14 0, 4615 0, 241276 · 10−10 0, 573571 · 10−20 0, 147624 · 10−14 10.000.000
15 0, 4614 0, 477786 · 10−11 0, 229928 · 10−21 0, 175212 · 10−15 10.000.000
16 0, 4613 0, 892528 · 10−12 0, 825685 · 10−23 0, 187066 · 10−16 10.000.000

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòà¹ìî ìåòîä ïîâíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Òâåðäæåí-
íÿ ìà¹ ìiñöå ïðè k = 1, 2. Ïðèïóñòèìî, ùî (9) âèêîíó¹òüñÿ ïðè k = j − 1. Òîäi
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ïðè m = j iç (8) ìà¹ìî

yj = a(g)

0 +

j

K
k=1

a(g)

k (g(xj) − g(xk−1))

1
= a(g)

0 +
a(g)

1 (g(xj) − g(x0))

1 +
j

K
k=2

a(g)

k (g(xj) − g(xk−1))

1

.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

S = 1 +

j

K
k=2

a(g)

k (g(xj) − g(xk−1))

1
. (10)

Òîäi yj = a(g)

0 +
a(g)

1 (g(xj) − g(x0))

S
i S =

a(g)

1 (g(xj) − g(x0))

yj − a(g)

0

. Ç iíøîãî áîêó äëÿ
ëàíöþãîâîãî äðîáó (10) âèêîíó¹òüñÿ ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨, à îòæå êîåôiöi¹íò
a(g)

j âèçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç çíà÷åííÿ S íàñòóïíèì ÷èíîì

a(g)

j =
1

g(xj) − g(xj−1)

(

−1 +
a(g)

j−1 (g(xj) − g(xj−2))

−1 +

a(g)

j−2 (g(xj) − g(xj−3))

−1 +

+ · · · +

a(g)

3 (g(xj) − g(x2))

−1 +

a(g)

2 (g(xj) − g(x1))

S − 1

)

.

Ïiäñòàâèâøè çíà÷åííÿ S îòðèìà¹ìî, ùî (9) âèêîíó¹òüñÿ i â öüîìó âèïàäêó.
Îòæå, (9) ìà¹ ìiñöå ïðè âñiõ çíà÷åííÿõ m = 1, 2, · · · , n. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî Ñ�ÔIËÄ (8) áóäå åêâiâàëåíòíèì Ò�ÔIËÄ (2), îñ-
êiëüêè a(g)

0 = b(g)

0 , a(g)

1 = 1/b(g)

1 , a(g)

i = 1/(b(g)

i−1 b(g)

i ), àëå ôîðìóëè (9) äîçâîëÿþòü
çíàõîäèòè êîåôiöi¹íòè Ñ�ÔIËÄ áåçïîñåðåäíüî çà çíà÷åííÿìè ôóíêöi¨ â iíòåð-
ïîëÿöiéíèõ âóçëàõ.

Òàáëèöÿ 6.
Ôóíêöiÿ: y = ln(

√
x + 1). Ðiâíîìiðíå ðîçáèòòÿ.

n t ∆c ∆g Λ K-òü
6 0, 4512 0, 169525 · 10−03 0, 198426 · 10−07 0, 111090 · 10−05 10.000.000
7 0, 4522 0, 515388 · 10−04 0, 128309 · 10−08 0, 189916 · 10−06 10.000.000
8 0, 4531 0, 139981 · 10−04 0, 662641 · 10−10 0, 264594 · 10−07 10.000.000
9 0, 4538 0, 417169 · 10−05 0, 413705 · 10−11 0, 456491 · 10−08 10.000.000

10 0, 4544 0, 113426 · 10−05 0, 215958 · 10−12 0, 666413 · 10−09 10.000.000
11 0, 4549 0, 333386 · 10−06 0, 131730 · 10−13 0, 115440 · 10−09 10.000.000
12 0, 4553 0, 906983 · 10−07 0, 692531 · 10−15 0, 173648 · 10−10 10.000.000
13 0, 4556 0, 263894 · 10−07 0, 415502 · 10−16 0, 301204 · 10−11 10.000.000
14 0, 4559 0, 718180 · 10−08 0, 219534 · 10−17 0, 462349 · 10−12 10.000.000
15 0, 4562 0, 207347 · 10−08 0, 130095 · 10−18 0, 801808 · 10−13 10.000.000

Òåîðåìà 5 (íàñëiäîê iç òåîðåìè 5 [9]). Íåõàé êîåôiöi¹íòè a(g)

i , i = 1, 2, · · · , n,
Ñ�ÔIËÄ (8) âiäìiííi âiä íóëÿ i âèêîíó¹òüñÿ óìîâà òèïó Ïåéäîíà�Óîëëà

max
x∈R

|a(g)

i (g(x) − g(xi−1))| 6 t(1 − t), 0 < t 6
1

2
, ïðè i = 1, 2, . . . , n,
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òîäi äëÿ çíàìåííèêà Qn(g; x) ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü

|Qn(x)| > Ωn =



















(1 − t)n+1 − tn+1

1 − 2t
, ÿêùî 0 < t < 1

2
,

n + 1

2n
, ÿêùî t = 1

2
.

Òàáëèöÿ 7.
Ôóíêöiÿ: y = esin x. Êîðåíi ×åáèøîâà.

n t ∆c ∆g Λ K-òü
6 0, 4472 0, 716329 · 10−09 0, 220678 · 10−11 0, 268586 · 10−09 10.000.000
7 0, 4510 0, 273845 · 10−09 0, 152719 · 10−13 0, 581772 · 10−11 10.000.000
8 0, 4536 0, 719109 · 10−11 0, 864629 · 10−16 0, 102039 · 10−12 10.000.000
9 0, 4555 0, 226541 · 10−13 0, 467824 · 10−18 0, 179467 · 10−14 10.000.000

10 0, 4569 0, 636604 · 10−16 0, 215595 · 10−20 0, 265417 · 10−16 10.000.000
11 0, 4580 0, 258248 · 10−17 0, 957695 · 10−23 0, 392180 · 10−18 10.000.000
12 0, 4589 0, 593780 · 10−18 0, 372189 · 10−25 0, 500651 · 10−20 10.000.000
13 0, 4595 0, 575723 · 10−19 0, 140233 · 10−27 0, 637164 · 10−22 10.000.000

Î÷åâèäíî, ùî êîåôiöi¹íòè Ñ�ÔIËÄ íå áóäóòü çàäîâîëüíÿòè óìîâè òèïó
Ñë¹øèíñüêîãî�Ïðií ñãåéìà (3) òåîðåìè 3. Äîâåäåìî òåîðåìó, ÿêà áóäå âñòà-
íîâëþâàòè îöiíêó çàëèøêîâîãî ÷ëåíà Ñ�ÔIËÄ â äåÿêié òî÷öi.

Òåîðåìà 6. 1) Íåõàé ôóíêöiÿ f(x) íåïåðåðâíà â R i âèçíà÷åíà ñâî¨ìè çíà÷å-
ííÿìè â êîæíié âíóòðiøíié òî÷öi R; 2) íåõàé çà çíà÷åííÿìè ôóíêöi¨ y = f(x)
â iíòåðïîëÿöiéíèõ âóçëàõ (1) ïîáóäîâàíèé Ñ�ÔIËÄ (8), âñi êîåôiöi¹íòè ÿêîãî
çàäîâîëüíÿþòü óìîâè

a(g)

k 6= 0, max
x∈R

|a(g)

k (g(x)−g(xk−1))| 6 t(1−t), äå 0 < t 6
1

2
, k = 1, 2, . . . , n.

3) íåõàé â R çíàéäåòüñÿ òî÷êà x∗ òàêà, ùî x∗ 6∈ X i âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

a(g)

n+1(g; x∗) 6= 0, max
x∈R

|a(g)

n+1(g; x∗)(g(x) − g(xn))| 6 t(1 − t),

äå a(g)

n+1(g; x∗) =
1

g(x∗) − g(xn)

(

−1 +
a(g)

n (g(x∗) − g(xn−1))

−1 +

+ · · · +

a(g)

2 (g(x∗) − g(x1))

−1 +

a(g)

1 (g(x∗) − g(x0))

y∗ − a(g)

0

)

, y∗ = f(x∗) .

Òîäi â òî÷öi x∗ ìà¹ ìiñöå îöiíêà

|f(x∗) − Fn(g; x∗)| <
∆

Ωn · Ωn+1

, äå ∆ =
n+1
∏

i=1

|a(g)

i (g(x∗) − g(xi−1))|. (11)
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Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè çà óìîâîþ òåîðåìè òî÷êà x∗ ∈ R íå íàëåæèòü äî
iíòåðïîëÿöiéíèõ âóçëiâ, òî çà çíà÷åííÿìè ôóíêöi¨ â òî÷êàõ x0, x1, . . . , xn, xn+1,
äå xn+1 = x∗, ìîæíà ïîáóäóâàòè ùå îäèí C�ÔIËÄ

Fn+1(g; x) =
Pn+1(g; x)

Qn+1(g; x)
= a(g)

0 +
n+1

K
k=1

a(g)

k (g(x) − g(xk−1))

1
,

äå êîåôiöi¹íòè a(g)

0 , a(g)

1 , . . . , a(g)
n çáiãàþòüñÿ iç êîåôiöi¹íòàìè C�ÔIËÄ (8), à êî-

åôiöi¹íò a(g)

n+1 = a(g)

n+1(g; x∗). Ðiçíèöÿ ìiæ äâîìà ñóñiäíiìè ïiäõiäíèìè äðîáàìè
ðiâíà

Fn+1(g; x) − Fn(g; x) =

(−1)n
n
∏

i=0

a(g)

i+1(g(x) − g(xi))

Qn(g; x) Qn+1(g; x)
.

Îöiíèìî öþ ðiçíèöþ çà àáñîëþòíèì çíà÷åííÿì â òî÷öi x = x∗, ìà¹ìî

|Fn+1(g; x∗) − Fn(g; x∗)| = |f(x∗) − Fn(g; x∗)| =

n+1
∏

i=1

|a(g)

i (g(x∗) − g(xi−1))|

|Qn+1(g; x∗)| |Qn(g; x∗)|
.

Ñïèðàþ÷èñü íà òåîðåìó 5 îòðèìó¹ìî (11).

5. Ïðèêëàäè iíòåðïîëÿöi¨ Ñ�ÔIËÄ. Ðîçãëÿíåìî äåÿêi ÷èñëîâi ïðèêëàäè
iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöié îäíi¹¨ äiéñíî¨ çìiííî¨ Ñ�ÔIËÄ (8) íà ïðîìiæêó. Íà öèõ
ïðèêëàäàõ ïðîiëþñòðó¹ìî åôåêòèâíiñòü îöiíîê òåîðåìè 6 òà ïîðiâíÿ¹ìî çàïðî-
ïîíîâàíèé ñïîñiá iíòåðïîëÿöi¨ iç íàáëèæåííÿì ôóíêöi¨ ïðàâèëüíèì iíòåðïîëÿ-
öiéíèì ëàíöþãîâèì Ñ�äðîáîì.

Òàáëèöÿ 8.
Ôóíêöiÿ: y = esin x. Ðiâíîìiðíå ðîçáèòòÿ.

n t ∆c ∆g Λ K-òü
6 0, 3771 0, 140814 · 10−07 0, 439753 · 10−10 0, 304540 · 10−08 10.000.000
7 0, 3862 0, 852189 · 10−08 0, 474952 · 10−12 0, 934259 · 10−10 10.000.000
8 0, 3936 0, 355708 · 10−09 0, 417191 · 10−14 0, 239845 · 10−11 10.000.000
9 0, 3997 0, 166375 · 10−11 0, 348496 · 10−16 0, 599381 · 10−13 10.000.000

10 0, 4049 0, 741540 · 10−14 0, 246969 · 10−18 0, 129399 · 10−14 10.000.000
11 0, 4093 0, 447768 · 10−15 0, 168123 · 10−20 0, 272488 · 10−16 10.000.000
12 0, 4130 0, 155000 · 10−15 0, 998441 · 10−23 0, 506808 · 10−18 10.000.000

ßê i â ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó, îá÷èñëåííÿ ïðîâîäèëèñü íà ìíîæèíi òåñòîâèõ
ïñåâäîâèïàäêîâèõ òî÷îê (7). Âèçíà÷àëèñÿ íàñòóïíi âåëè÷èíè

∆c = max
x∈X∗

|f(x) − Fn(x)|, äå Fn(x) = a0 +
n

K
k=1

ak(x − xk−1)

1

�ïðàâèëüíèé iíòåðïîëÿöiéíèé ëàíöþãîâèé Ñ�äðiá [10], ÿêèé ïîáóäîâàíèé çà
çíà÷åííÿìè ôóíêöi¨ íà ìíîæèíi iíòåðïîëÿöiéíèõ âóçëiâ (1),

∆g = max
x∈X∗

|f(x) − Fn(g; x)|, Λ =

max
x∈X∗

n
∏

i=0

|a(g)

i (g(x) − g(xi))|

Ωn Ωn+1

.
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Êîåôiöi¹íòè a(g)

i , i = 1, 2, . . . , n, Ñ�ÔIËÄ (6) òà a(g)

n+1(g; x) çãiäíî iç ïðèïóùå-
ííÿì òåîðåìè 6 ìàþòü çàäîâîëüíÿòè óìîâè òèïó Ïåéäîíà�Óîëëà. Çíà÷åííÿ
t1, 0 < t1 6

1

2
, ïðè ÿêèõ êîåôiöi¹íòè Ñ�ÔIËÄ çàäîâîëüíÿþòü âêàçàíó óìîâó

i çíà÷åííÿ t2, 0 < t2 6
1

2
, ïðè ÿêîìó a(g)

n+1(g; x∗) çàäîâîëüíÿ¹ òó æ óìîâó äëÿ âñiõ
çíà÷åíü x∗ ∈ X∗, ìîæóòü áóòè, âçàãàëi êàæó÷è, ðiçíèìè. À òîìó ïðè ïðîâåäåííi
îá÷èñëåíü âèçíà÷à¹òüñÿ ùå îäíà âåëè÷èíà t = max{t1, t2}.

Êîëîíêè â íàâåäåíèõ òàáëèöÿõ ìiñòÿòü òàêi çíà÷åííÿ: â ïåðøié êîëîíöi âêà-
çàíî êiëüêiñòü iíòåðïîëÿöiéíèõ âóçëiâ n çà çíà÷åííÿìè ôóíêöi¨ â ÿêèõ áóäó¹òüñÿ
Ñ�ÔIËÄ (8), â äðóãié êîëîíöi � çíà÷åííÿ ìàêñèìàëüíîãî iç äâîõ çíà÷åíü t1, t2, â
íàñòóïíèõ êîëîíêàõ�∆c, ∆g, Λ, â îñòàííié êîëîíöi âêàçàíà çàãàëüíà êiëüêiñòü
òî÷îê ìíîæèíè (7) â ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 6.

Íåõàé íà ïðîìiæêó [0, 2; 1, 5] iíòåðïîëþ¹òüñÿ ôóíêöiÿ y = ln(
√

x + 1). Â
ÿêîñòi ôóíêöi¨�áàçèñó t = g(x) âèáåðåìî ôóíêöiþ √

x.
Â òàáëèöi 5 ìiñòÿòüñÿ äàíi ÷èñëîâèõ åêñïåðèìåíòiâ iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöi¨,

êîëè â ÿêîñòi âóçëiâ iíòåðïîëÿöi¨ âèáðàíî êîðåíi áàãàòî÷ëåíó ×åáèøîâà 1-ãî
ðîäó. Àíàëîãi÷íî, â òàáëèöi 6 � ðåçóëüòàòè ÷èñëîâèõ åêñïåðèìåíòiâ äëÿ âèïàäêó
ðiâíîìiðíîãî ðîçáèòòÿ ïðîìiæêó.

Â òàáëèöÿõ 7�8 íàâåäåíî ðåçóëüòàòè iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöi¨ y = esin x íà ïðî-
ìiæêó [−0, 25; 0, 15]. Â ÿêîñòi ôóíêöi¨�áàçèñó âèáðàíî g(x) = sin x. Â òàáëèöi
7 âìiùåíî ðåçóëüòàòè iíòåðïîëÿöi¨ çà êîðåíÿìè ×åáèøîâà, à â òàáëèöi 8 � çà
òî÷êàìè ðiâíîìiðíîãî ðîçáèòòÿ ïðîìiæêó.

Iç íàâåäåíèõ ïðèêëàäiâ âèïëèâàþòü íàñòóïíi âèñíîâêè: à) iíòåðïîëÿöiÿ ðîç-
ãëÿíóòèõ ôóíêöié ¹ áiëüø åôåêòèâíîþ, çíà÷åííÿ ìàêñèìàëüíî¨ ïîõèáêè íàáëè-
æåííÿ ¹ áiëüø êðàùèì, êîëè â ÿêîñòi ôóíêöi¨�áàçèñó âèáðàíî íå g(x) = x,
à âiäïîâiäíî, g(x) =

√
x òà g(x) = sin x; á) ìíîæèíà ôóíêöié, äëÿ ÿêèõ âè-

êîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 6, íå ïîðîæíÿ; â) êiëüêiñòü òåñòîâèõ òî÷îê, â ÿêèõ
a(g)

n+1(g; x∗) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òåîðåìè òàêîæ íå ïîðîæíÿ� ó íàâåäåíèõ ïðè-
êëàäàõ â óñiõ 10.000.000 ïñåâäîâèïàäêîâèõ òî÷îê óìîâè òèïó Ïåéäîíà�Óîëëà
âèêîíóþòüñÿ; ã) ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ îöiíêè Λ ç òåîðåìè íà ìíîæèíi ïðîáíèõ
òî÷îê äîñèòü åôåêòèâíå.

6. Âèñíîâêè. Â ðîáîòi äîñëiäæóâàëàñÿ çàäà÷à iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöié îäíi¹¨
äiéñíî¨ çìiííî¨ íà êîìïàêòi ôóíêöiîíàëüíèì iíòåðïîëÿöiéíèì ëàíöþãîâèì äðî-
áîì. Îòðèìàíî ôîðìóëè äëÿ çíàõîäæåííÿ êîåôiöi¹íòiâ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ çà
çíà÷åííÿìè ôóíêöi¨ â iíòåðïîëÿöiéíèõ âóçëàõ, âñòàíîâëåíi òî÷êîâi îöiíêè çà-
ëèøêîâèõ ÷ëåíiâ, íàâåäåíi ðåçóëüòàòè ÷èñëîâèõ åêñïåðèìåíòiâ. Ðîçãëÿíóòi ïðè-
êëàäè iëþñòðóþòü åôåêòèâíiñòü çàïðîïîíîâàíîãî ïiäõîäó.
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