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The constructing of numerical method of trapezium type of solving the Cauchy problem for one
class of ordinary differential equation of the second order is considered. Iterative process conver-
gence for searching approximate values of solution is proved.
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y′′ = f(x, y), 
��

y(x0) = y0, y′(x0) = y′
0. 
	�

4�+��  �'"���� G- #�� ������� &�#�������� R = {x0 ≤ x ≤ x0 + a, |y − y0| ≤ b}-
,�����# f(x, y) % ��&������6 �  �$��"��#% ���� ��&*��# &� y- ��'�� ����%
���� ���"� L- 8� $"# $��"���+ ��(�� (x, y1)- (x, y2) �'"���� G �����%���#
���������

| f(x, y1) − f(x, y2) | ≤ L | y1 − y2 | .
0��&������- 8� �� )# ��  �$�(� 
��- 
	� ���'�  ����� �� &����.�� [x0, x0 + a]-
$� a > 0� � ����� �&�$��  �$�(� 
��- 
	� ��% %$���� �� )# �� �� &����.�
�� [x0, x0 + a]� 1��������� �� )# ��  �$�(� y = y(x) ��'"�.���  ��(��+
x1, x2, ..., xn &����.�� [x0, x0 + a]- $� xk = x0 + kh 
k = 0, 1, ..., n)9 h = a/n�
5� �,6��,0� .),��� 0��$������ �� )# �� y = y(x)  ���"� ��(�� x =
xk � �!"#$� ,����"� :��"��� �  �"�*���� ("����  ����!��"���� ,�����
;$��.���

y(x) = y(xk) + y′(xk)(x − xk) +

x∫
xk

y′′(u) (x − u) <u.

0�� x = xk−1 �� x = xk+1- �$&��$��- ��������

y(xk−1) = y(xk) − h y′(xk) +

xk−1∫
xk

y′′(x) (xk−1 − x) <x,
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y(xk+1) = y(xk) + h y′(xk) +

xk+1∫
xk

y′′(x) (xk+1 − x) �x.

���� �����	 �
	��� �������� ��

y(xk+1) = 2y(xk) − y(xk−1)+

+

xk+1∫
xk

f (x, y(x)) (xk+1 − x) �x +

xk∫
xk−1

f (x, y(x)) (x − xk−1) �x. ���

�����	�� � ������ �������� ������� f(x, y(x)) ���������� �	� �����!��"
��� #����$� ������ ������� L1(x)� ��
������	� %� %��!�����	 ������&
f(x, y(x)) � ��!��' xk �� xk+1�
��

L1(x) =
x − xk+1

xk − xk+1

f (xk, y(xk)) +
x − xk

xk+1 − xk

f (xk+1, y(xk+1)) .

(��$	��

xk+1∫
xk

f (x, y(x)) (xk+1 − x) �x ≈
xk+1∫
xk

L1(x) (xk+1 − x) �x =

=
1

h

xk+1∫
xk

(xk+1 − x)2f (xk, y(xk)) �x+
1

h

xk+1∫
xk

(x − xk) (xk+1 − x) f (xk+1, y(xk+1)) �x.

)	������	 �
!	������� ���	����

xk+1∫
xk

f (x, y(x)) (xk+1 − x) �x ≈ h2

3
f (xk, y(xk)) +

h2

6
f (xk+1, y(xk+1)) . �*�

�����	�� � ������ �������� �����	 ��� ������� f(x, y(x)) ���������� "
�	� �����!����� #����$� ������ ������� L̃1(x)� ��
������	� %� %��!����"
�	 ������& f(x, y(x)) � ��!��' xk−1 �� xk�
��

L̃1(x) =
x − xk

xk−1 − xk

f (xk−1, y(xk−1)) +
x − xk−1

xk − xk−1

f (xk, y(xk)) .

(��$	��

xk∫
xk−1

f (x, y(x)) (x − xk−1) �x ≈
xk∫

xk−1

L̃1(x) (x − xk−1) �x =

=
1

h

xk∫
xk−1

(xk − x) (x − xk−1)f (xk−1, y(xk−1)) �x+
1

h

xk∫
xk−1

(x − xk−1)
2 f (xk, y(xk)) �x.
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xk∫
xk−1

f (x, y(x)) (x − xk−1) �x ≈ h2

6
f (xk−1, y(xk−1)) +

h2

3
f (xk, y(xk)) . ���
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y(xk+1) = 2y(xk) − y(xk−1)+

+
h2

6
(f (xk−1, y(xk−1)) + 4 f (xk, y(xk)) + f (xk+1, y(xk+1))) .

 ��� ��� �	
������ ��	��!��"� #��
��� yk+1 ��#�$�#�� y = y(x) #���
� �%��
�&� � ��
'� x = xk+1 �����(�� ���� �������

yk+1 = 2yk − yk−1 +
h2

6
(f (xk−1, yk−1) + 4 f (xk, yk) + f (xk+1, yk+1)) , �)�

� k = 1, 2, ..., n − 1*
+��� #�#��
���� �� ��� ��	��� ����� ��	� ���� ��	��!� #��
��� y1

��#�$�#�� y = y(x) � ��
'� x1* ,�"� ��!�� #��-��� �����������.
� ����- ����*
�� �������	 
��	�
����� ������ �	 ���� ��
��
���� /������ �)� ( ��0
���
�� ��������� ��� #��1��!��� yk+1*  ��� ��� �	
������ yk+1 ��������
����'�-��- ���'�

y
(i+1)
k+1 = 2yk − yk−1 +

h2

6

(
f (xk−1, yk−1) + 4 f (xk, yk) + f

(
xk+1, y

(i)
k+1

))
, �2�

� k = 1, 2, ..., n − 13 i = 0, 1, ...3 y
(0)
k+1 4 ��	��� ���5�� ��	��!���*

6��-���� #� ���7 ����� '- ����'�-��- ���'� #	�"�(�5��*
8�#"�����

∣∣∣y(i+1)
k+1 − yk+1

∣∣∣ =
h2

6

∣∣∣ f
(
xk+1, y

(i)
k+1

)
− f (xk+1, yk+1)

∣∣∣ .

������������ ����� 9����'�� ���!���

∣∣∣y(i+1)
k+1 − yk+1

∣∣∣ ≤ L
h2

6

∣∣∣ y
(i)
k+1 − yk+1

∣∣∣ .

6�����

∣∣∣y(i+1)
k+1 − yk+1

∣∣∣ ≤ L
h2

6

∣∣∣ y
(i)
k+1 − yk+1

∣∣∣ ≤ ... ≤
(

Lh2

6

)i+1 ∣∣∣ y
(0)
k+1 − yk+1

∣∣∣ .

: �#��
�(� ��
∣∣∣ y

(i+1)
k+1 − yk+1

∣∣∣ → 0 ��� #�������� i� ����
Lh2

6
< 1*  �	��� ���

��������� ����� h <

√
6

L
����'�-��- ���'� �2� #	�"�(�5��*

�� ����	�� 6��-�� 
���5��- ��#�$�#�� #���
� ;���

y′′ =
1

y3
; y(−1) = 1; y′(−1) = 0
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 [−1; 0] � 	��	�� h = 0, 1� ����� ��������	 ������ y∗ =
√

x2 + 2 x + 2�
��� ����������� ����������� �������� y1 ��	��������� ����� �
���� 
���
���������� �����	
 !"#�
���
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����� ������ ���������� � ������� %
������ !&# �������

���� ������	
 ��������'

yk+1 = 2yk − yk−1 +
h2

12
(f (xk−1, yk−1) + 10 f (xk, yk) + f (xk+1, yk+1)) ,

�� ()"* &*���* +�"�
���
�$���� �����$���� �������
����� ������ ���
������� ��,� �������* ���

����� %
������* � ��	�� �������� ������� �������	
 �������� � �����-� "�

������� �	

.�������$�� ����	�������	� �������

xi /���� ���

�����-�� 012

/����
%
������

�����
��������	 y∗
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