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We obtain some results concerning the investigation of non-linear boundary value problems with
boundary conditions of Cauchy-Nicoletti type on some of variables. We show that it is useful to
reduce the given boundary value problem, using an appropriate substitution, to a parametrized two-
point boundary value problem containing some unknown parameters in the boundary conditions.
To study the transformed parametrized problem, we use a method which is based upon special
types of successive approximations constructed in an analytic form. The parametrized problem
should be investigated together with certain so-called determining equations, which have algebraic
or transcendental form.
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���� ������ ����� !�� ���"��!��# ������ ������� ���"$�
!��� ���
������ ����% �!"$�$���% ������% &��� & �'���'� ���� ��($�)$��"!��$ &�  ��
�����# &'$���%� *� ����'���# �!���+ &�'$��, ��%$��� &��� � &�������� �� �$'-+
���'!��&�����% &��� �
! & ����� ����'� �'���'�, ��� ���$��� �&�"�����
�&�' & �!���' ��&�� �"���' �"�!��+ ��' ��� �����!��!����' $������'�

.���������# � '���/$���$#  ��!"�������"$�� ���� '!���� 0�1, ����#����
���"$����$ ������'��$+ �&�-�&��, ���������� +% $���'$�� &�$
�$��� �� ���
 ���� �&�-�&�� ��%$���+ &��� $�
#� $�
������� ����� �� %% ������� � ���������% ����� � ���� ��

��� � �������� � ����� ��&�"���2'� ����!'� �!"$�$���% ��/!!��$�"���%
$�����

dx(t)

dt
= f(t, x(t)) 	��

& ������'� �'���'� ���� ��($�)$��"!��$ &�  ������# &'$���%

xs (t1) = xs0, s = 1, 2...p,
k−p−1∑

j=1

xi (tp+j) = dp+1, i ∈ {1, 2...n} ,

xp+1+m (T ) = dp+1+m, m = 1, 2...n − (p + 1),

	3�

�! /����$� f : [0, T ] × D → R
n 2 �!�!!���#, '��
��� D 4 &�'��!�� ��

��'!
!�� ��"���� � R
n, t1 = 0 ≤ t2 ≤ ... ≤ tp < tp+1 < ... < tk−1 < tk = T.

5������2'�, 6� /����$� f &�����"���2 �'��� 7$�(���, ����� &����!����
���� ���"� '����� K & �!�$�-2'��'� ��'���!���'� {kij}n

i,j=1, 6� �� ���$"���%
{u, v} ⊂ D '�2 '$��! �!$��$���

|f(t, u) − f(t, v)| ≤ K |u − v| . 	8�

����� "����� 1�+��� ��&��� ��22� "�$� ��
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���� � ���	
 � ��	��
� ������	�������� ��	���� ����
 ≤� ≥� |·|� max� min
��������� ��������������

����
���� ������	�� ����� ������
� ��	�� �
���	�  !"�  #"� 	�� ��
�
����
���$�� ������ �������� r(K) ����
%� K � ����
 &���
%�  '" ��	����$���
���������$

r(K) <
10

3T
.  ("

)��	��� �������� �����������

���������� 	
 ���� �����	
 β : D × I → R
n
+� ������ I ⊂ R

p+1 ��

z ∈ R
n� ���	 ���� BI(z, β(z, λ)) ��������� �������

BI(z, β(z, λ)) := {x ∈ R
n : |x − z| ≤ β(z, λ) ��
 ��	� λ ∈ I}.

���������� �
 ���� ������� D ⊂ R
n �� �����	
 f : [0, T ] × D → R

n

���	�

δD(f) :=
1

2

[
max

(t,x)∈[0,T ]×D
f (t, x) − min

(t,x)∈[0,T ]×D
f (t, x)

]
.  *"

+������ ����
  #" ������ ���	����
�
 � ����
���,���������� �
���	�

Ax (0) +

k−p−1∑
j=1

Bxi (tp+j) +C1x (T ) = d, i ∈ {1, ..., n} ,  -"

	� A =

(
Ep 0
0 0

)
, B = {bil} , i, l ∈ {1, ..., n} , bil =

{
0, i �= l
1, i = l

, C1 =(
0 0
0 En−(p+1)

)
, Ep, En−(p+1) . %� p, �� n− (p + 1),�
����� �	
�
��� ����
%��

�� ������ d = col (x10, ..., xp0, dp+1, dp+2, ..., dn)�

��� �����	�� ������
�
� /� ����
%� � ������
� ������  -" � �
��	���
,
�
� 0�� 1��� ������� �����	��� ������������ ��	��
� �
���$��,������
��
�
�����
���� 	� 	����	����� 	���2 ��	���  !"�  -" 3!.'4�

����
	��� ��	 �����������
� ������
� ����  -" ������ ������
 	�������,
�
�

Ax(0) + C1x(T ) = col (x10, ..., xp0, 0, dp+2, ..., dn) .  5"

6�� ����� /� ����
 �
��	������$ ����
%� C1� ���	��� �������� ������,
��
��%��� 7����
�� �������� p + 1 ���������
 ����8���� ��	���  !"�  -" � ���%�
T ����������
 λ1, λ2, ..., λp+1 :

λ1 = x1 (T ) , λ2 = x2 (T ) , ..., λp+1 = xp+1 (T ) .  9"

:�	$ ��� 1���%�� x� 	�� ���2 ������	�
�� ������	�������  5"�  9"� ����
	���
��	����$���
�� �������$

Ax(0) + Cx(T ) = d(λ),  ;"

	� λ = col (λ1, λ2, ..., λp+1) , C = En. n−�
����� �	
�
��� ����
%�� ��
����
det C �= 0�

d (λ) = col (x10 + λ1, ..., xp0 + λp, λp+1, dp+2, ..., dn) .

���
� �
���� ������	��
���� ��	���  !"�  ;"� � ���� 	��������� �������
�����  ;" ����
�$ ����	��
� (p + 1),�
����
� ������,�������� λ�

���� ���	�� !�"���� �	���# ��$$# ��� ��
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���������� 	
 ������� ���	
���	 	������ �������� �����������	��
�����	�� ����� ���� ����������� �� �������� � ���� (1)! (2) ��	����"
�  ������� ��� ���	
���	 �	������	�� �����	�� ����� (1)! (9)! �� ����	��#�
����# �������	� � �	� (8)$

��������� 	� 
������������� ������� ������ ���� ��� ���� ��� ������
������ ����������� ���
������ ������� �� ����!������������"� �����
��� #�� $�����%�!�# �� 
��������& ��������#& '�()

�
 �������� ������� ���������� �����������
 ��
������ 	�
������ Dβ := {z ∈ D : BI(z, β(z, λ)) ⊂ D}� �� ���� �# β : D × I → R

n
+ ������

��������

β(z, λ) :=
T

2
δD(f) + |d(λ) − (A + E) z| ��*�

�� ������ I ⊂ Rp+1�

I :=
{

λ = col(λ1, λ2, ..., λp+1) ∈ Rp+1, col (λ1, λ2, ..., λp, λp+1, dp+2, ..., dn) ∈ D
}

,

% ��
�����!��+
Dβ �= Ø. ����

,������ ������ U ⊂ R
n−p �����
�� ����+

U =
{
col (u1, u2, ..., un−p) ∈ Rn−p : col (x10, x20, ..., xp0, u1, u2, ..., un−p) ∈ Dβ

}
.

-��"�#���� 
�����������! ���� ��

xm(t, u, λ) := z +

t∫
0

f(s, xm−1(s, u, λ))ds−

− t

T

T∫
0

f(s, xm−1(s, u, λ))ds +
t

T
[d(λ) − (A + E)z] , ��.�

�� m = 1, 2, 3..., x0(t, u, λ) = col(x10, x20, ..., xp0, u1, u2, ..., un−p) =: z ∈ Dβ, u ∈
U, λ ∈ I, t ∈ [0, T ]) /�"�� 
���������#� 	� 
� ���& m ≥ 1 �� ���& �������
�#& 
��������� u ∈ U, λ ∈ I �
�������� �������! xm(0, u, λ) = z� � �����
xm(T, u, λ) = d(λ) − Az� ������ ��� ���� �0� ������ �������� ��.�� �������!�#�
��! ���������� ����� ���)

1����
�� ���������# �������! ����� �������� ��# ����������0 ���������
����������0 
������������ ���� �� ��.�� �� �����������! ��2#��� 00 "��� � �
������� ����2#���� ����� ���� �.� �� ���� ���)

������� 	
 %������� �! &� ��� �������	��� '���(� f : [0, T ] × D → R
n

	�����"�#�� � �	� )���(� (3) �  ����(�� K! ��� ���� ����	����	� ���	�
���# (4)! � �����  �"  �(� � �	� (11)$ *��+

,- ������	���# (12) ��� m → +∞ ����"�#�� �	�� ��� �� t ∈ [0, T ] 	
������ (t, u, λ) ∈ [0, T ] × U × I;

.- �������� '���(�

x∗(t, u, λ) := lim
m→+∞

xm(t, u, λ) ��3�

���� ������ ������� ���� ����� ���� ��
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 	���	��	� ������� ����� ���� �������������� �� �����	�� ���		� ���

�����������	� (12) �
� ���� u ∈ U, λ ∈ I  ����� 
��������� ��	��
�������

�������

x(t) = z +

t∫
0

f(s, x(s))ds − t

T

T∫
0

f(s, x(s))ds +
t

T
[d (λ) − (A + E) z] , t ∈ [0, T ],

����
���� �� 	� �����  ����� 
��������� ��	��
������
����������� 
�������

dx(t)

dt
= f(t, x(t)) + Δ(u, λ), ����

��

Δ(u, λ) := − 1

T

T∫
0

f(s, x∗(s, u, λ))ds +
1

T
[d (λ) − (A + E) z] , ����

���� ���������� �
����� ����� (9) 	� ����	���� ����� x∗(0, u, λ) = z =
col(x10, x20, ..., xp0, u1, ..., un−p) ��� u ∈ U, λ ∈ I;

 ! ��� ���� (t, u, λ) ∈ [0, T ] × U × I ��
�������� ������

|x∗(t, u, λ) − xm(t, u, λ)| ≤

≤ 20

9
t

(
1 − 1

T

)
Qm−1(E − Q−1) [δD(f)Q + K |d (λ) − (A + E) z|] , ����

�� ��	
��� Q := 3T
10

K.

���������� �	
���	� �	 ��� ��	������ ����������� �	����	
����� ����
�  ���!���!���	" �� �# �!����	#� ��
�	���	 ���$�	" �	����	
����" � %!�!&
�	
	� ��	��	�� C ([0, T ] , Rn) �� �!�!�	" ��!��!���	" �	�	"' (�	)!�#� �	&
#!$�	� �	 ��� (u, λ) ∈ U × I ��!)���� 
���  ��#*�+ ���� �������� 
 D' ���
#	$�	, �������
�	,  ��#*�, f : [0, T ] → R

n !� ��*� 	*��#! ���
'� �!��' ��!
-'�- .-/ � ∣∣∣∣∣∣

t∫
0

⎡
⎣f(τ) − 1

T

T∫
0

f(s)ds

⎤
⎦ dτ

∣∣∣∣∣∣ ≤
1

2
α1(t)

[
max
t∈[0.T ]

f(t) − min
t∈[0,T ]

f(t)

]
,

�� α1(t) := 2t
(
1 − t

T

)
, |α1(t)| ≤ T

2
, t ∈ [0, T ] .

0	�� ��� m = 0 �� ����� 
����
!�� �	 ��� �	
������ (t, u, λ) ∈ [0, T ]×U × I

|x1 (t, u, λ) − z| ≤ α1(t)δD(f) + β1(z, λ) ≤ β(z, λ), ��1�

�� β1(z, λ) := |d (λ) − (A + E)z|' 2# �!����	#� 
��	��)� � ��1�� !�	� �	 x1(t, u, λ) ∈
D� ��� �	
������ (t, u, λ) ∈ [0, T ] × U × I' 3�#	����	
�")� ��	� !��!��&
)�	, ����#*�,� ��
!$#	 �	#!�!��� �	 
��  ��#*�, ���� �!��$!�� �	$��� D� ���
m = 1, 2, ...� t ∈ [0, T ]� u ∈ U � λ ∈ I'
4��#�")� �	 !�!�	5�, � �	
������ ��	��� � �� .�/� 	$�! �	#!�!��� �	

��� 
��� m ≥ 1� j > 0 � (t, u, λ) ∈ [0, T ] × U × I

|xm+j(t, u, λ) − xm(t, u, λ)| ≤ 10t

9
α1(t)Q

m−1

[
Q

j−1∑
i=0

QiδD(f) + K

j−1∑
i=0

Qiβ1(z, λ)

]
.

��6�

���� ���	�� !�"���� �	���# ��$$# ��� ��
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�

��������� 	 ���
 ���	����� ���� lim
m→+∞

Qm = 0 �
+∞∑
i=0

Qi ≤ (E − Q)−1� �� ����

���	����� �� �������	����� ���� �
������������ 	 �	������� ������ !�"#
��	
$�� 	 ���� j → +∞� ����
%��� �� �	������ &����" ��'� �������	�����
���� ����	����"% ���	����� ��(� )��*��"�� �� &����� �� m → +∞ 	 �����
����
%��� �� �
����" ��'� ����	����"% �	�"��" ���� �+� ��,� 

-�*�	
$�� ��� �� �
����. xm(t, u, λ) �������	����� ���� ����	����"$�� �	�#
�����	� ����	� 
��	� ��� �� ��	�����* �������"* �������	� &������ �
�#
���" x∗(t, u, λ) ����/ +
�� ����	����"�� �� 
��	�� � ����/ x∗(0, u, λ) = z =
col(x10, x20, ..., xp0, u1, ..., un−p) 

�� ��������	 
���	����� )��������	��
 ����	
 �����
 ���� ��� ��/��
�������
	��� "� ���0$ �������	�* ����� �� �+
���$ ��	�$ �������$ 1��#
&�"���� �����
 2�3�

dx(t)

dt
= f(t, x(t)) + μ, t ∈ [0, T ], ��4�

x(0) = z, ����

�� 	���� �������	 μ �����% �������" 
 	����	����� ���/��� !��	����	�
����
��� �	��/���" 

���
��� �� ���������	
 �	 ��	������� ��� ��	�� ��	���� �� ���� �	�

�	
 (t, u, λ) ∈ [0, T ] × U × I �� μ ∈ R
n� �	�� ��� �	�	
 �	� ����� �	�� ��	

����!� �	"� (20)
 (21) ���	�	����� ��	# ��	�	!	�� ��	�� (9)
 ��	�$���	 ��

�	������	
 �	� �������� μ � (20) ��� ������� ��������

μ = Δ(u, λ), ����

�� ���	���#���� Δ : U × I → R
n % &��'��
 �����!��� &	����	� (16)�

���������	 �� (� ��	���� � �������)
 �	 ��� ������$ ���� ��	��$ ���

���$ ���!��� ���������� (u, λ) ∈ U×I ����) �����!�� &��'�� (13) ��������	*

�	����	��	��� (12)
 �
 � ������	
 ���	���#���� (16) �����!�)���� 	��	���!�	�

���������� +	���������� 5�*�� 	 ��4� μ = Δ(u, λ), �� u � λ 6 ��"��
������ 	����� � U � I 	����	����� � Δ 6 �
����"� 	�������� ���
��$ ��7� 
8&���� �� ��
	�/���"� �� 	��� Δ(u, λ) ��% ����� �� 	��* (u, λ) ∈ U × I 8
������ � 	����	�%� �� �� ������* u � λ �	������ &����" ��'� 	����	����.
�������	����� ���� % %����� ��	0"���� �	������	�. ������ ���� ��� 9" �
����"
����	����"% � �������	
 
��	
 x∗(0, u, λ) = z� ��+�� 	��� % ��	0"���� ������
2�3� ��4�� ���� �� �������
 ���
��$ ���� �������� ������� μ 

,�	�$�������� 5�*�� u ∈ U � λ ∈ I � μ̄ ∈ R
n 6 ��	������ ����� ������

	������ � x̄ : [0, T ] → R
n 6 ��	0"��� ������ 2�3� ���� ��" �	�"��"

x′(t) = f(t, x(t)) + μ̄, t ∈ [0, T ], ��'�

�� �������
 �������� λ� "��� ����	����"% �	������	
 ����	
 
��	
 ��� )�#
�
������ �� ���������" ��"�� ��3� �������" ¯̄μ� �� "���
 ��"��� ��	0"��� ¯̄x
������ ���� ��" �	�"��"

x′(t) = f(t, x(t)) + ¯̄μ, t ∈ [0, T ], ����

���� ������ ������� ���� ����� ���� ��
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 	���	��	� ������� ����� ���� �������������� �� �����	�� ���		� ���

���������	
 ��������� ����� ���� � ����� ���� � ���� ��������� �� ����� x̄ �
¯̄x ���������	!�� ����"#����� #���	��	

x̄(t) = z +

∫ t

0

f(s, x̄(s))ds + μ̄t, t ∈ [0, T ], ��$�

�

¯̄x(t) = z +

∫ t

0

f(s, ¯̄x(s))ds + ¯̄μt, t ∈ [0, T ], ��%�

���&������� '#� t = T � ��$�� ��%� ��&����
� ��

T μ̄ = x̄(T ) − z −
∫ T

0

f(s, x̄(s))ds ��(�

�

T ¯̄μ = ¯̄x(T ) − z −
∫ T

0

f(s, ¯̄x(s))ds. ��)�

*����	 x̄� �� &#�&�����	�� ���������	
 ��������� ����� ����

Ax̄(0) + Cx̄(T ) = d(λ),

� ����� +�,� x̄(0) = z� ����� ��&����
 #����-��

x̄(T ) = d(λ) − Az.

.����"���� ��/�� &�#���#���� ��

¯̄x(T ) = d(λ) − Az.

0 ��-����� � ��(� � ��)� ��&����
� ��

μ̄ =
1

T

[
d(λ) − Az − z −

∫ T

0

f(s, x̄(s))ds

]
����

�

¯̄μ =
1

T

[
d(λ) − Az − z −

∫ T

0

f(s, ¯̄x(s))ds

]
. ��1�

2��-	�� ���� � ��1� ���&������ � ��$� � ��%�� ��#���
��� �� ��	 �/��"� t ∈ [0, T ]

x̄(t) = z +

∫ t

0

f(s, x̄(s))ds +
t

T

[
d(λ) − Az − z −

∫ T

0

f(s, x̄(s))ds

]
����

�

¯̄x(t) = z +

∫ t

0

f(s, x̄(s))ds +
t

T

[
d(λ) − Az − z −

∫ T

0

f(s, ¯̄x(s))ds

]
. ����

3�"���
��� �� ��� u ∈ U � � λ ∈ I� 4�/�� �����"���� �� ��������	 ���#��� ��
��5��	�� � ��"�	�� #���	�� ����� ���� � ��������	 ���/��� Dβ� ��/�� &�������
�� �-� �������	 �����6 ¯̄x � x̄ ��-�	��-	 � ���/��� D7

x̄([0, T ]) ∪ ¯̄x([0, T ]) ⊂ D. ����

���� ���	�� !�"���� �	���# ��$$# ��� ��



��� �� �� ��	
�

� ���� � ���� �	
����� ��

¯̄x(t) − x̄(t) =

∫ t

0

[f(s, ¯̄x(s)) − f(s, x̄(s))] ds−

− t

T

∫ T

0

[f(s, ¯̄x(s)) − f(s, x̄(s))] ds, t ∈ [0, T ],

� ����� �������� � ���������
��� ���� � ����� ������� ���� �������

r(t) := |¯̄x(t) − x̄(t)|, t ∈ [0, T ],

��������� ���
!"����� �
"�������

r(t) ≤ K

[∫ t

0

r(s)ds +
t

T

∫ T

0

r(s)ds

]
Kα1(t) max

s∈[a,b]
r(s), t ∈ [a, b]. ��#�

$���"������%	� ��#� "
��"
����� ��"��� �� �
"�������

r(t) ≤ Kmαm(t) max
s∈[a,b]

r(s), t ∈ [a, b],


 m ������
 ����"����
 	����� �� ���& t � [0, T ] � k = 2, 3, . . . ' �!��� �
�
��% �'# � (�)� ������* αk(t) �� ���& t ∈ [0, T ] � k = 1, 2, . . . ���������%��
�
"�������

αk(t) ≤ 10

9
α1(t)

(
3T

10

)k−1

.

+��� � ��,� ������� � �� �� ��-��!� ����"�����!� m

r(t) ≤ 10

9
Kα1(t)

(
3T

10
K

)m−1

max
s∈[a,b]

r(s), t ∈ [a, b].

.�"�����%	� m � �������/ �
"������� � +∞ � �"�&���%	� ����� �#�� ��-��
�"�0��� ��������� �� r ≡ 0 �� [0, T ]� ��0�� ������* x̄ � ¯̄x �������%��� � ����
μ̄ = ¯̄μ' 1�"����
 �"���"�		� ������� �� μ = Δ(z, λ) 2  ��
 ���	
��� ��"�3
�
�"� μ � "������� ��4�� �"� ����� "���5���� ���	� 6��� ��4�� ���� ��������� 
����	���� ����� �7�'

8������
 ��
"-
��� ������ ��5���� ������* ���� � ���-���% "���5�����
����	����* ���	� ���� �7� � ��"��
�"�� λ ∈ I� � ��-
 � � "���5������ 0�!���3
��	����* ���	� ���� ���'

������� �� ���������	
 �	 �� ���������	� ������� f : [0, T ] × D → R
n

���	������� ��	�� ������� (3)
 �� ��	� ���������� ���������� (4)
 � ���

�	� ��	�� (11)� �	�� ������� x∗(·, u∗, λ)
 ��� �� ��!������ � ��	���� "
 �

�	 �#� �	� ��	�	!�	�	�  ���!� (1)
 (9)
  ����	�	� ���������� λ
 �	�� � ����

�� �	��
 �	� ���� ����	���$ ���������� (u∗, λ), �� u∗ = col(u∗
1, u

∗
2, ..., u

∗
n−p)


λ = col(λ1, λ2, ..., λp+1)  ��	�	���%�� ��������	�����

Δ(u, λ) = − 1

T

T∫
0

f(s, x∗(s, u, λ))ds +
1

T
[d(λ) − (A + E) z] = 0. ��9�

���� ������ ������� ���� ����� ���� ��



��������		
 	���	��	� ������� ����� ���� �������������� �� �����	�� ���		� ���

������� (13) � 	
�����
� ������
� �����
�
��
�
� ������ (1)� (2) �
�� �

������ �
��� �
�� (u∗, λ∗), �� λ∗ = col(λ∗
1, λ

∗
2, ..., λ

∗
p+1)� ���
�
������� �������

(35)� ��� �	�� �
�
�

k−p−1∑
j=1

x∗
i (tp+j, u, λ) = dp+1, i ∈ {1, ..., n}. ����

���������� � ���	��
� � ������� ������� �� ��� ���� (u, λ) ∈ U ×I ����
���� x∗(·, u∗, λ) � ���������� ���� ����! �

 � ��"�� �#�$ %������� ��"� �����
�

� � ��������� ��� ��� � ��	&�� ���� ��	� u∗ �
 λ �
���	&��'�& �����
Δ(u∗, λ) = 0� ��(�� ��������&�� �������& ��"�$ )��*� ����+���� ������� ���
�	��
� �� �
��
+���� �$

�� ������	
� ��������� ,�� ��
��� ��- ��
	��
��! ��� �� �
������
��
����- ����� ����
��! m � ��.� �
 ������������
�� xm(·, u, λ) � ������ �
(	�+��
��� � �������! ������! x∗(·, u, λ)� �����
��� ���! �(/���������&�� � ������� �$
,�� �&���� �
����& ��"�� ���� ���*	�
��� ������� �� n + 1 �
(	�+���� ����
�
 
	&��� ������&

Δm(u, λ) = − 1

T

T∫
0

f(s, xm(s, u, λ))ds +
1

T
[d(λ) − (A + E) z] = 0, ��0�

k−p−1∑
j=1

xmi(tp+j, u, λ) = dp+1, i ∈ {1, ..., n} , ��1�

� ���� 2��
��� ��
 ���� n + 1 �
�
������ u∗ ≈ col(um1, um2, . . . , um,n−p)� λ∗ ≈
col(λm1, λm2, ..., λm,p+1)$

��3� ������
 �� n + 1 �������� ��0�� ��1� �
� ���	&��
��- ��������� (ū, λ̄) ∈
U×I� �� ��� ��������� �����3����� 4�5 ��+�
 ������ �����������& � �������
��"�� ����� ��� �
��� ���
�����2� �����
��� ��������� ������! ��
-���! �

 �
(1)� (2) ���� 6�2��7���	���� �
  
�����' �������$ ,�� �&��� ������'

x̄m(t) = xm(·, ū, λ̄) ��#�

��+�
 ���*	������ �� �
(	�+���� � ���*� �� ���������� �

 � (1)� (2)$

�� ������� ����	 � ��������� ������� ���� ����������� ��

	����
�� ��

��� %��*	����� ��	���-�� �������⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

x′
1 (t) = x2

2 (t) − x4 (t) + tx3,
x′

2 (t) = x2
3 (t) − x4 (t) + x1 − 1

4
,

x′
3 (t) = x4 (t) − x2

2 (t) ,
x′

4 (t) = x1 (t) − x2
2 (t) + tx3 (t) − 1

2
,

�89�

� t ∈ [0, 1]� � ��
-����� ����
�� ���� 6�2��7���	���� �
  
�����' �������⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

x1 (0) = 1
2
,

x2 (0) = 0,
x3

(
1
3

)
+ x3

(
1
2

)
= 1,

x4 (1) = 1
4
.

�8��

����� ���	��  �!���� �	���" �#��" ���� ��



��� �� �� ���	


���������	
 �	 ��� ���	� ��� �	���������� � 	�����

D =

{
(x1, x2, x3, x4) : |x1| ≤ 1

2
, |x2| ≤ 1

3
, |x3| ≤ 1

3
, |x4| ≤ 1

2

}
.

���	�� ��	�� ���� �	 � ��!������� � ������	"�!��	��	�� �������

Ax (0) +
1∑

j=0

Bx3 (t2+j) + C1x (T ) = d, ��#�

�! A =

(
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

)

 B =

(
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0

)

 C1 =

(
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1

)

 d =

(
1
2
0
1
1
4

)
$ %�!����	
 �	

����&� C1 ���	� !�$
'�� �	�	
 �	� 	����� ���	� !����� ����&� C1
 ������	 ���!��� �!�(	)


����	) � ��!��	) �	��	�!�� �	��*���� ���	�	) ���� ��+�
 ��#� � �	�&� T ���"
�	����	 ���!���� λ1, λ2, λ3,

x1(T ) = λ1, x2(T ) = λ2, x3(T ) = λ3. ��-�

����	��
 |λ1| ≤ 1
2
, |λ2| ≤ 1

3
, |λ3| ≤ 1

3
$

.��	����	��/�� ����	��� ��-�
 ���	�� ��	�� ��#� �	 � ��!������� � �"
�����	�� �������,

Ax (0) + Cx (T ) = d(λ) , ����

�! A =

(
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

)

 C =

(
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

)

 d(λ) =

( 1
2
+λ1

λ2
1+λ3

1
4

)
, λ = col(λ1, λ2, λ3). 0�� ��	


�	 ��� C = E �!���	� !� ����&�$
1!��	�!�!����� 	�����!����� �!�!�	����	��
 �	 ��� ���� ��+�
 ����
 �

	�����D ���	��/���� ��	�� (3)
 (4) � (11) � ����&!/K � �!��	��� β (z, λ)
� δD (f) �������

K =

⎛
⎜⎜⎝

0 2
3

1 1
1 0 2

3
1

0 2
3

0 1
1 2

3
1 0

⎞
⎟⎟⎠ , β (z, λ) =

⎛
⎜⎜⎝

4
9

+
∣∣−1

2
+ λ1

∣∣
19
36

+ |λ2|
5
18

+ |−1 − λ3 − z3|
4
9

+
∣∣z4 − 1

4

∣∣

⎞
⎟⎟⎠ , δD (f) =

⎛
⎜⎜⎝

8
9
19
18
5
9
8
9

⎞
⎟⎟⎠ .

2�����(! ����! ���!��� ����&� K ��	�	����� �!�������� λmax (K) =
2.39 ≤ 10

3T

 ����	��
 x0 =

(
1
2
, 0, z3, z4

)
$

3��� ���	� �	 ��	) ���� �	 � ���	����� �	��4��&�/ ���!���	"
�������	) �5!��
 �	�������� ���! � ��	�����/��� �	����	������ ���� !��5
�	��*�����$
2! � �	 �!�!�	�����
 �	 �	���� �	��*��	� ���	) ���	�	) ���� x∗

1(t) =
t2

4
+ 1

2

 x∗

2(t) = t
2

 x∗

3(t) = 1
2

 x∗

4(t) = t2

4
.

�	������	 ���� !�� �	��*���� ���� ��+�6����$ '�� &�	�	 	�����/��	 �!"
��� � 4���&�� �!���!���	) �	����	��	��� ��#�
 ���	����	��/�� ��!� ����	��"
��5 	�����!�� 789:;$ �	���!�	 ����	�� ��!�&�/ �	�	 �	 ����	/ z
 z ∈ Dβ$

���� ����� ������� ������ ����� ���� ��



��������		
 	���	��	� ������� ����� ���� �������������� �� �����	�� ���		� ���

����� ���	
����� �	
 m = 2  ���� ��	
�����

x21 =
t3 λ2

2

3
−t3 z3

2
+

t3

3
+

t3 λ3

3
+

t2 z4

2
+

3 z3 t2

4
−t2

8
−z4 t

2
−t λ2

2

3
−t z3

4
−17 t

24
−t λ3

3
+t λ1+

1

2
,

x22 =
t3

3
+

2 t3 λ3

3
− 2 t3 z3

3
+

t3 λ2
3

3
− 2 t3 λ3 z3

3
+

t3 z2
3

3
+

t2 λ1

2
+

t2 z4

2
+ z3 t2+

+ t2 λ3 z3− t2 z2
3 −

3 t2

8
+

2 z2
3 t

3
− z4 t

2
+

t

24
− 2 t λ3

3
− t z3

3
− t λ2

3

3
− t λ3 z3

3
− t λ1

2
+ t λ2,

x23 =
t3 z3

6
− t3 λ2

2

3
− z3 t2

4
+

t2

8
− t2 z4

2
+

z4 t

2
− 11 t z3

12
+

t λ2
2

3
+

7 t

8
+ t λ3 + z3,

x24 = −t3 z3

6
− t3 λ2

2

3
+

t3

3
+

t3 λ3

3
+

z3 t2

4
− t2

4
+

t2 λ1

2
− t z3

12
+

t λ2
2

3
+

t

6
− t λ3

3
− t λ1

2
−z4 t+z4

��� ���� t ∈ [0, 1]� (z2, z3) ∈ Dβ�
��� � �
��� �
������
 x2i �������� ���������� ���������
 �����	� x2, i =

1, 2, 3, 4�

0.5

0.55

0.6

0.65

0.7

0.75

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

t

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.2 0.4 0.6 0.8 1

t

�
�� �� ��	 � �� �	�!� ���������
 �����!� 	��"��� ������� �� #� �	�!�
��$�
����� ������
	��

0.49999999996

0.49999999998

0.5

0.50000000002

0.50000000004

0.50000000006

0.50000000008

0.5000000001

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

t

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.2 0.4 0.6 0.8 1

t

�
�� �� �	��� �� �����	�� ���������
 �����!� 	��"��� ������� �� #� �	�!�
��$�
����� ������
	��

���� ���	�� !�"���� �	���# �$��# ��� ��



��� �� �� ��	
�

������� ��	
������ ������
���� ������ ����� ���� �
� ������ ����� ����
��� m = 2 ������ ��� ��!�"

λ1 = 0.7499999999, λ2 = 0.4999999999, λ3 = −0.5000000001,

z4 = −0.7690328250 10−11, z3 = 0.5000000001.

#�����
�$�� �	���
��� ��	
����� �������� ��������� z2� z3 � λ1� λ2� λ3 % !��&
������� ��%'�( �����)�(� ��������� *%�!)�$ �'
��% ��+� , ��%'� ��	
������
�� ��� ��!% ������!��( ������ ����� ����"

x̄21(t) = −0.1000000000 10−9 t3 + 0.5000000000 + 0.2500000001 t2,

x̄22(t) = −0.1038451641 10−9 t2 + 0.5000000000 t,

x̄23(t) = 0.5000000000 10−10 t3 + 0.5000000001 − 0.2000000000 10−9 t,

x̄24(t) = −0.7690328250 10−11 + 0.2500000000 t2.

-! ���� � ���%�!� �&.� '��*�!� ��	
�����'� ��� ��!% �� �� ��%'�/ ���&
��)�( �
� ��� �������� !�������� ��/�� ������$ �������$�� � '��*�!���
�����'� ��� ��!%� � ����	!� �����
���� ��%'�( �����)�( �� �����'� ��� ��&
!%� �� �����0%$�� 0.14 · 10−10� 0.1 · 10−9� 0.1 · 10−9� 0.85 · 10−11� �������� �
�
���1�(� ��%'�(� ������( �� �������( !��������2

�� ����� ��� �	
������ ���� ����������������� ������� �� ��� ������ �� ������������
 �������� ! "���� #�$�� �%& '���� %������(� )�������$ *�� +��� ! �,,,� ! �--  �

�� ����� �� .� ���� ������� ����  ������� ��� /� �����0 ��1�������� �2������ 33 ���������
.������������ ! �445� ! �6 7�� ! )� 8�!4��

9� ����� ��� ����� �� %�������� :  ��;������� <�����2�� �� ����/����� =������ >���
)������� ��� .������� ?�1�������� #2������ 33 @������A �� ?�1�������� #2������� #�������
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