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We give a new approach for the investigation of existence and construction of an approximate
solutions of nonlinear non-autonomous systems of ordinary differential equations under nonlinear
integral boundary conditions depending on the derivative. The constructivity of a suggested tech-
nique is shown on the example of non-linear integral boundary value problem with two solutions.
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��� �
&��� � �#�- (&�� 1!��&��1 !���(� ��"�#��
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 � �!"�#$""%
− � �#����%$. � ����
 �"&���%$ |·| ,max,min, sup �� inf /�
 #&����/� ��

/����%/� �!�/�-���% "���/"��&����:
− r(Q) ; �"&��� ���� ����� /����� Q:

�!"�#$""% �� ��� ���� ��	
	 z ∈ R
n ��������	 �	
	 �	�	��	�������

ρ ∈ R
n � 	����

B(z, ρ) := {ξ ∈ R
n : |ξ − z| ≤ ρ} ,

<�� ���(��. � % !�����, ��/&
&��, /�
��� Ω ⊂ R
n, #�!��(�+/� "���/"��

�&����� ρ ∈ R
n− ��� 

B(Ω, ρ) := ∪
ξ∈Ω

B (ξ, ρ) .

�!"�#$""%  � ��� ������ 	�������� ��	��� Da ⊂ R
n � Db ⊂ R

n,
������	 	������

Da,b := (1− θ)z + θη, z ∈ Da, η ∈ Db, θ ∈ [0, 1] 	��

��)-7 �"���- 8'5�+�# )�.�)4 �9:;4 ��!7 <: =�>?



�� �� �� �����

� ���� ρ−����

D := B(Da,b, ρ) . ���

��� ��	
��� D ⊂ R
n� ������ f : [a, b] × D → R

n� ���	�	����� ��	��
������� � ���������	� �������� K 

f ∈ Lip(K,D)

��!	 �������"��
|f(t, u)− f(t, v)| ≤ K |u− v| �#�

"���������� ��� �"�$ {u, v} ⊂ D �� t ∈ [a, b] .
%� 	"�	�� �����	& �����& f : [a, b]×D → R

n �����'��	 ����	�

δ[a,b],D(f) :=
1

2

[
max

(t,x)∈[a,b]×D
f(t, x)− min

(t,x)∈[a,b]×D
f(t, x)

]
. �(�

�� �������	
� ����� �� �������������� 
����	�� ���	

)	�*�����	 ������+�� ����*������ ���+	�� ����'�

dx

dt
= f (t, x) , t ∈ [a, b] , �,�

Ax(a) +

b∫
a

[g(s, x(s)) + h(s, f (s, x(s)))] ds+ Cx(b) = d, �-�

�� A,C . ������ ��������� n /������� �������� d . ������+ n 0�������+ ����	�1
%�$�+ 	2��"�� Da � Db . 	����� �����	
��� R

n �� ������	 ���'���� x(a)�
x(b)� �	������� ���+	�	& ����'� �,�� �-� ����	����	1 %� 	"�	�� 	2��"��+ Da � Db

������	 	2��"�� Da,b ����	����	 �	 �3� � && �	�	��	��+ ρ− 	��� �� � � ���1 4����
'��	�� 	2��"�� D �����'����"� ����	����	 �	 ���1

5� ���
���	� !	 � �����& f : [a, b] × D → R
n� g : [a, b] × D → R

n� �
h : [a, b] ×D → R

n ���	�	������� ��	�� ������� � 	2��"�� D � ρ ���	�	�����
�������"��

ρ ≥ b− a

2
δ[a,b],D(f), �6�

�� δ[a,b],D(f) ���	����"� � �(� � ��� ���"������	*	 �	 �	���� ���"�	*	 ���'����
�������

Q =
3(b− a)

10
K �7�

���	�����"�
r(Q) < 1. �8�

9�
���	 ������"����� !	 D ⊂ R
n 	2��
��� �� ����� '��	�� ��	�� �������

�� �����2�'����"� *�	2����	1
:���'� �	��*�� � ���$	�
���� ���������	 ��������+	��	*	 �	������� "�0

"���� �������������$ ������� �,� � ���+ ���	�	����� ����*������ ���+	�� ��	0
�� �-�1

;	��
��	� !	 ����"�� ������+�	& ����'� �,�� �-� � ����*�������� ���+	����
��	���� �	�����	 �	�*������ "�"���� �������������$ ������� �,� ��� �����$
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z = col(z1, z2, ..., zn), η = col(η1, η2, ..., ηn)

�	�����	 �	��
��

z := x(a), η = x(b). ����

 ���� ���	�� ������� 
�����	! ����"����	! ����	
	! ������ �#�� �$� %����	 �	��
"&���� �
	�	��	
� '( � �	�������� ����������	
����� ����	
��� ��	
���

dx

dt
= f (t, x) , t ∈ [a, b] ����

x(a) = z, x(b) = η. ��)�

���� �� � �������	 
��
� ���	� f : [τ, τ + I]→ R
n � ����������� ���������

���� �� �����!��"� t ∈ [τ, τ + I] , �	� ��#�� �������#$!

∣∣∣∣∣∣
t∫

τ

⎡
⎣f(τ)− 1

I

τ+I∫
τ

f(s)ds

⎤
⎦ dτ

∣∣∣∣∣∣ ≤ α1(t, τ, I) δ[τ,τ+I](f), ��*�

��

α1(t, τ, I) = 2 (t− τ)

(
1− t− τ

I

)
, |α1(t, τ, I)| ≤ I

2
, t ∈ [τ, τ + I] , ��+�

�

δ[τ,τ+I](f) =

max
t∈[τ,τ+I]

f(t)− min
t∈[τ,τ+I]

f(t)

2
.

���� �� � ���� ���	 
��%� ���	� ��#�������#$! &�'�������(� �������
{αm(t, τ, I)}∞m=0 , �� t ∈ [τ, τ + I] �('�	)	�$!# �������$�(� #��������*��� �

αm+1(t, τ, I) =

(
1− t− τ

I

) t∫
τ

αm(s, τ, I)ds+
t− τ

I

τ+I∫
t

αm(s, τ, I)ds,m = 0, 1, 2, ....,

��#�
��

α0(t, τ, I) = 1,

$��� #��	����(�	 �	#$���	 �����	 �� t ∈ [τ, τ + I]+

αm+1(t, τ, I) ≤ 10

9

(
3I

10

)m

α1(t, τ, I), m � 0, ��$�

αm+1(t, τ, I) ≤ 3I

10
αm(t, τ, I),m � 2,

�� α1(t, τ, I) �	���($!# � ��,�

����� ��� !� "#$%&%' � ()�* �+,�* �!-� ., /�01
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��������� 	 
��������� �� ����� ���� �����
������� ������

xm+1(t, z, η) = z +

t∫
a

f(s, xm(s, z, , η))ds− t− a

b− a

b∫
a

f(τ, xm(τ, z, η))dτ+ �� �

+
t− a

b− a
[η − z] , t ∈ [a, b] , m = 1, 2, ...,

�! 	!
�������" ���� 
�� ���# z, η ∈ R
n � 
�

x0(t, z, η) = z +
t− a

b− a
[η − z] =

(
1− t− a

b− a

)
z +

t− a

b− a
η, t ∈ [a, b] , ��$�

z ∈ Da, η ∈ Db %�	&��
!����� � ����� �!%!���%��'
� ��$� ��&� (!�)�)� *� x0(t, z, η) ∈ D � �)���! ��(��!��� ����%�� z � η�

��) z ∈ Da, η ∈ Db.
+!������ ���%
����� ���!�����" %������%�� 	(������� �����
������� �� �'

������� �� ����� ���	
 �����
���� ������ ρ �� ����������
 ����������
��� � f : [a, b]×D → R

n 
 �	������ �� ����������
 	���	 �� !��� f ∈ Lip(K,D)
� �"����� D ��#���	 �$� � �������% K ��� ���&

r (Q) < 1, Q =
3(b− a)

10
K.

'���� ��� "	��(���� ���������� (z, η) ∈ Da ×Db )
*+ ,	����&  ������������ �*�� �� ������� ��������������� �	����� �� ���(

����	 t ∈ [a, b] , ��%�� ���-���� � �"����� D � ����������%�� �����-�����
���������� �������� 	����� �*$�+

$+ .������������ �	����� �*��  �� t ∈ [a, b] ���������� �"�#�
����  �� m→
∞ �� #����-��& �	����&

x∞ (t, z, η) = lim
m→∞

xm(t, z, η).

/+ 0����-�� �	����� ����������
 	����)

x∞ (a, z, η) = z

�� ��
x∞ (b, z, η) = η

+
1+ ,	����� x∞ (t, z, η) 
 
����� �� ������� ��������������� ���������

����#������#� ��������

x(t) = z +

t∫
a

f(s, x(s))ds− t− a

b− a

b∫
a

f(s, x(s))ds+
t− a

b− a
[η − z] , ��,�
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	�� ��� ������ ���� ��� ���������	�� ���
���

dx

dt
= f(t, x) +

1

b− a
Δ(z, η),

x (a) = z ����

�� Δ(z, η)) : Da ×Db → R
n � ���������		�� ���	���	� ��������

Δ(z, η) := η − z −
b∫

a

f(s, x∞ (s, z, η))ds. ����

��  !��������� �"�	��

|x∞ (t, z, η)− xm (t, z, η)| � 10

9
α1(t, a, b)Q

m (1n −Q)−1 δ[a,b],D(f), ����

��� ���#����$� t ∈ [a, b] � m ≥ 0, �� δ[a,b],D(f) ���	���	�� ������� %&' �

α1(t, a, b) = 2(t− a)

(
1− t− a

b− a

)
, α1(t, a, b) ≤ b− a

2
. ����

���������� ��	
��������� ���	����� � ��	���	������ �	���� ���������
���� ��
�������  �! ������" #� ������������ $%�&'�( ��)� �
������ ���
���
D � � �����������* +�,� % �
�
-����% �	����	� C ([a, b] ,Rn)� .�(���" / ��&��
	���
���� �'��&� ���� / 0���� �� τ = a, I = b − a" ��������,���� ��)� �	�
m = 0, t ∈ [a, b] ������
� #�

|x1 (t, z, η)− x0 (t, z, η)| ≤

≤ 1

2
α1(t, a, b)

[
max
t∈[a,b]

f(t, x0 (t, z, η))− min
t∈[a,b]

f(t, x0 (t, z, η))

]

≤ α1(t, a, b)δ[a,b],D(f) ≤ b− a

2
δ[a,b],D(f), ��1�

�	�-���� � ������&%" #� x1 (t, z, λ, η) ∈ D, �	� (t, z, η) ∈ [a, b]×Da ×Db.
2�&�	�����%*�� '� � ��	&%*�� /
 ��%&'��* /���� 0���� ���&� ���
������"

#�

|xm (t, z, η)− x0 (t, z, η)| ≤ α1(t, a, b)δ[a,b],D(f) ≤ b− a

2
δ[a,b],D(f), m = 2, 3, ...,

'� �/�
�
�" #� ��� $%�&'�3 ������������ ��)� ��������� � ���
��� D, �� ���-
m = 1, 2, 3, .. �
 (t, z, η) ∈ [a, b]×Da ×Db.

4�/������� 	�/��'*5

xm+1 (t, z, η)− xm (t, z, η) =

=

t∫
a

[f (s, xm (s, z, η))− f (s, xm−1 (s, z, η))] ds−

− t− a

b− a

b∫
a

[f (s, xm (s, z, η))− f (s, xm−1 (s, z, η))] ds, m = 1, 2, ... ��6�

����� ��� !� "#$%&%' � ()�* �+,-* �!.� /, 0�12
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�� �������	�


rm(t, z, η) = |xm (t, z, η)− xm−1 (t, z, η)| ,m = 1, 2, ....

�������� � ������������ ������������� ���� ��	� �� ��������������
�	��� ������� � � � �	��� ��!�� "� m = 1 � ���� � ��#� ���"���$� %�

r2(t, z, η) ≤ K

⎡
⎣(1− t− a

b− a

) t∫
0

α1(s, a, b)ds+
t− a

b− a

T∫
0

α1(s, a, b)ds

⎤
⎦ δ[a,b],D(f) ≤

≤ Kα2(t, a, b)δ[a,b],D(f) ≤ 10

9
Qα1(t, a, b)δ[a,b],D(f),

� 	������ Q 	�$ ���"� �&�' (� ������$� "���� ����������� %�

rm+1(t, z, η) ≤ Kmαm+1(t, a, b)δ[a,b],D(f) ≤ 10

9
Qmα1(t, a, b)δ[a,b],D(f), ��!�

)���	 ����	� � ���*������	 ��!�

|xm+j(t, z, η)− xm(t, z, η)| ≤

≤ |xm+j(t, z, η)− xm+j−1(t, z, η)|+ |xm+j−1(t, z, η)− xm+j−2(t, z, η)|+ ...+

+ |xm+1(t, z, η)− xm(t, z, η)| =
j∑

i=1

rm+i(t, z, η) ≤ 10

9
α1(t, a, b)

j∑
i=1

Qm+i−1δ[a,b],D(f) =

=
10

9
α1(t, a, b)Q

m

j−1∑
i=0

Qiδ[a,b],D(f), ��+�

� δ[a,b],D(f) 	�$ ���"� �#�' )�� �� 	����	�",�� �"���� �������� 	������ Q
���"�� �-� �� ������%�$ ������� ��

j−1∑
i=0

Qi ≤ (1n −Q)−1 , lim
m→∞

Qm = On.

)���	 ����	� ����� � �������$	 .���� � ���������� ��+� ���"���$ %�� ���"�/
������, 0�����1 {xm (t, z, η)}∞m=0 ���"�� ��+� �����	���� �2���$�,�� � �2"����
(t, z, η) ∈ [a, b] ×Da ×Db � ��������3 0�����3 x∞ (t, z, η) .)�� �� ��� 0�����3
���"�������� ��+� �����",����, ���1��� �	��� ���� "� ���* ������, ������*
����	������ 	�4�� ���2��� ��������� %� �������� 0������ x∞ (t, z, η) ����4
3* �����",��$' 5���1����� � �������� ��+� � ������� ��� m→∞ ����	�$	��
%� �������� 0������ �����",��$ �������",�� �������� ��-� �2� %� �� 4 ��	� $
����6����	 ����� .��� ��7�� � Δ(z, η) ���$�,�� 0��	�"�� ����' 5�� ����*��
� ������� ��� j →∞ � ��+� ����	�$	� ������ ����� %� � �������$ �������.

�� ������	 
������ ��	��� x∞ (·, z, η) � �������	�� ������� ��

��������	� ��6���� ��������3 0�����3 x∞ (·, z, η) ���"�������� 0�����1 ��+�
� ����6����	 ��*���3 ���1���3 ����� ���� �!�' ( ��$� 	���� ����"���	� �����
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���� ��� �	�
��	 �	����������	� ������� � ���
���	� ��������� � ������
���
	���

dx

dt
= f (t, x) +

1

b− a
μ, t ∈ [a, b] , ����

�  ������! �����!
x(a) = z, ��"�

��
μ = col (μ1, ..., μn) ∈ R

n

#  ���!�	� ������
���$

������� �� ����� z ∈ Da � η ∈ Db � ��	�
� ������� ���������� ��
	�� ������ 	�����
�����
�� ���
�
� �� ��!� ����� ����� "������ #� "�	�
	�� �$�� ��% ����&���� x(·, a, z) ��	�'� (�)� �*+ � �*, ��	�����
�� ���- �
������������
� 	���'���� ������� ����� �#* � 
��%��	
� � 	���
��� ��%
������� μ %�� ��	�
�� ���
��!.

μ := η − z −
b∫

a

f(s, x∞ (s, z, η))ds, �%&�

	� x∞ (·, z, η) � $��
�'
� ��
���� �����	��
��� �#/ � (��� �$�� � ����� ���
��	��

x(·, a, z) = x∞ (·, z, η) . �%'�

0���	�

� �����	���� �
���$�'
� �� � "������ *� 1+2�

������� 	� 3 ����� "������ #� $��
�'
� ��
����

x∞ (t, z∗, η∗) = lim
m→∞

xm(t, z
∗, η∗) �%��

�����	��
��� �#/ 4 
�������
� 	�����
�����
�� ��������� �
�$����
�5 ����
����5 ��	�'� �� � �6 �	� � ����� �	�� ���� ���� (z∗, η∗) ��	�����
�4 ������
2n ���
�'���
�� ���
�
�

Δ(z, η) := η − z −
b∫
a

f(s, x∞ (s, z, η))ds = 0,

Λ(z, η) :=
b∫
a

[g(s, x∞ (s, z, η)) + h(s, f(s, x∞ (s, z, η)))] ds− d = 0.

�%%�

���������� 0�� 	���	�

� 	���
�� ��������� "������ * � �����-��
�� �� 	�����
�����
� ���
�

� �*7 ������	�4 � �� �	� � ����� �	� ����
(z∗, η∗) ��	�����
�4 ���
�

�.

Δ(z∗, η∗) := η∗ − z∗ −
b∫

a

f(s, x∞ (z∗, η∗))ds = 0.

8'���	
�� �� $��
�'
� ��
���� x∞ (·, z∗, η∗) �%�$�4��� � ����&����� �
�$�����

�5 �������5 ��	�'� �� � �6 �	� � ����� �	�� ���� x∞ (·, z∗, η∗) ��	�����
�4

����� ��� !� "#$%&%' � ()�* �+,-* �!.� /, 0�12



�� �� �� �����

���������

b∫
a

[g(s, x∞ (·, z∗, η∗)) + h(s, f(s, x∞ (·, z∗, η∗)))] ds = d.

�� 	
����� �	 �������� ������� x∞ (z∗, η∗)  �	
���
�	� ����������	� ����	�	�

����� �� � �! �	�� � ������ �	��� �	�� ���	����"� �## $ %"���� �����&����
� �	�	���� ��	����$

��������� 	� 
�
���� ����������� ������ ���� ����� 
� ������ �������
�� ������� ���������� ���� ������� ������� ������ �!�� �"�#

������� �� '�(�� ���	��)��"� �"� ��	�� *�	���� +$ ,��� �	�	� �"��)��
����	�� (z0, η0) ∈ Da ×Db ��� 
��	�	����)�� "�"���� ��
��������( �������
�## � �	�� ����������� ����	�� 
����� �� � �! �� �	
���
	� x0(·) ������ �	

x0(a) = z0, x0(b) = η0,

b∫
a

[
g(s, x0 (s)) + h(s, f(s, x0 (s)))

]
ds = d.

,��� �	�	� ��� 
�����"� �	����	)�

x0(t) = x∞
(
t, z0, η0

)
= lim

m→∞
xm(·, z0, η0), t ∈ [a, b] . ��$�

-��	 ����������� ����	�� 
����� �� � �! �� �	
���
	� x0(·), �	 ��� 
���.
��"� �	����	) �#/ � "�"���� ��
��������( ������� �## 
��	�	������"�
0��

z = x0(a), η = x0 (b) . ��!�

���������� -��	 �"�� 0��� (z0, η0) ∈ Da ×Db ��� 
��	�	���� "�"����
��
��������( ������� �## � �	 �� 	"�	�� *�	���� # ������� �#/  �	
���
�	�
��(���	� ����������	� ����	�	� 
����� �� � �! $

1 ��2	�	 3	��� ���	 x0(·)  �	
���
�	� ����	�	� 
����� �� � �! � �	 �� ���.
����  �	
���
�	� 
����� ,	2� �45 � �46 0��

μ = 0 � z = x0(a).

*�� �� x0(·) 
��	�	���� ����������� ����	�� ��	�� �! � �	�� 
 *�	���� # � "���
����	"�� �#4 ��0����� �	 �� ��"�� �����"�� �#/ $

,��� �	�	�

μ := η − z −
b∫

a

f(s, x∞ (s, z, η))ds = 0, ��"�

�� 0��� ����	��� (z, η) ��
����)��"� "0������	2����� �#� $ 1 �#! ���	� �	
0��2� �������� ��
�������	� "�"���� �## ���	����"�� ���	 (z, η) ��
����.
��"� 
����	 
 �#� $ 1 ���	��"������ ����	��( ��	� �! � 	������	� �	 ���
��2�( �������� �## ��
�������	� "�"���� ���	& ��)�� ��"��$

*���� ���	� �� ��
������ � �#� ���� 
������� (z, η) ��� 
��	�	����)��
"�"���� ��
��������( ��������## � �	 � �	�	���� ��	����$

	
��� ����� ������� ������ ����� ��� ��  �!"



����������	 
���	���� �����
������ �
������ ����� ��

��� �������	

� ������
���� ��
�����
�� ����	�� ���� �
������
� ��� ����
��������	�� 
�����	
� ��
�����
� ����	��

Δm(z, η) := η − z −
b∫
a

f(s, xm (s, z, η))ds = 0,

Λm(z, η) :=
b∫
a

[g(s, xm (s, z, η)) + h(s, f(s, xm (s, z, η)))] ds− d = 0,

�� �

�!� ���	 ���� "������
� �
�#
�� ������	�
��
 ��
��	�

$������%�� �"���
�& �'	 "��(�� ��� ����	�� ��)	�	
*����
�( ��
�

�⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

x′1 (t) =
t

5
x1(t) +

1

10
x2
2(t) +

t6

250
− t3

100
+

t

5
,

x′2 (t) =
t2

10
x2
2(t) +

t

8
x1(t)− t5

50
− t3

160
+

3t2

5
+

t

16
, t ∈ [0, 1] ,

��+�

� �
�	�����
��� !��&���� ������

x1

(
1

4

)
+

∫ 1

0

[sx1(s)x2(s) + f 2
1 (s, x1(s), x2(s))]ds+ x1

(
1

2

)
= d1,∫ 1

0

[s2x2
2(s) + f 2

2 (s, x1(s), x2(s))]ds+ x2

(
1

6

)
= d2.

��,�

-�	��
�. ��+�. ��,� % �!�	��� �"��!�� ��� �/�. ��� "�� a := 0. b := 1.

f(t, x1, x2) :=

⎛
⎜⎝

t

5
x1 +

1

10
x2
2 +

t6

250
− t3

100
+

t

5
,

t2

10
x2
2 +

t

8
x1 − t5

50
− t3

160
+

3t2

5
+

t

16
,

⎞
⎟⎠ ,

g(t, x1, x2) :=
(

tx1x2

t2x2
2

)
. h(t, f (t, x1, x2)) :=

(
f2
1 (t,x1,x2)

f2
2 (t,x1,x2)

)
. �	

A =

(
1/4 0
0 0

)
, C =

(
1/2 0
0 1/6

)
, d =

(−767/2100
247/2250

)
.

0��
� "	�	�����. '� ����	�� )�
!*�&1

x∗1(t) =
t2

20
− 1

2
, x∗2(t) =

t3

5
, �23�

% ���
�� ������!�� ������ ��+�. ��,�#
4	�	�� 
����"
� "����	���1

z := x(0) = col(x1(0), x2(0)) = col(z1, z2),

η := x (1) = col (x1 (1) , x2 (1)) = col (η1, η2) .

4��	�	�� ������� Da � Db1

Da = Db = {(x1, x2) : −1.2 ≤ x1 ≤ −0.2, −1 ≤ x2 ≤ 0.4} .

����� ��� !� "#$%&%' � ()�* +,�-* �!.� /� 0+12



�� �� �� �����

� ����� ��	
��� �	���
 ������
 ������
��� Da,b ����� ��� ��� ��������
z ∈ Da � η ∈ Db

Da,b = Da = Db.

ρ := col (0.2; 0.2) .

�
��� ����� ���
��� D ���� �
���	����

D = {(x1, x2) : −1.4 ≤ x1 ≤ 0, −1.2 ≤ x2 ≤ 0.6} .
 
����� ��
 ��!���" � ����� #�	$��� �%� ��� 	�
��& �
����� ������� ��'

�������
����( ������� �%)� � ���
��� D �
" ��!���

K =

[
1/5 1/25
1/8 1/10

]

�

Q =
3

20

[
1/5 1/25
1/8 1/10

]
, r(Q) = 0.07098 < 1,

δ[a,b],D(f) :=
1

2

[
max

(t,x)∈[0,1]×D
f(t, x)− min

(t,x)∈[0,1]×D
f(t, x)

]
=

[
0.212,

0.351426

]
,

ρ =

[
0.2
0.2

]
≥ b− a

2
δ[a,b],D(f) =

[
0.106,

0.175713

]
.

*�+� ��� �
��& ����!�
����& ,- ����������� ��� ����� ������� �.
/
 	��$��� ����� �m = 1� �
 ������ 	���������( �
���+��� ��0� ������'

�������� 12345 �6 �����
"��

x11(t, z, η) := z1−1/1750t7−1/400t4+1/3(−1/5z1+1/5η1+1/10(−z2+η2)
2)t3+

+ 1/2(1/5z2(−z2 + η2) + 1/5 + 1/5z1)t
2 + 1/10z22t−

− t(1357/14000 + (1/30)z1 + (1/15)η1 + (1/30)(−z2 + η2)
2+

(1/10)z2(−z2 + η2) + (1/10)z22) + t(−z1 + η1), �7��

x12(t, z, η) := z2−(1/300)t6+(1/4(−(1/10)z2+(1/10)η2−1/160))t4+1/3((1/10)z2+

+ 3/5− (1/8)z1 + (1/8)η1)t
3 + (1/2(1/16 + (1/8)z1))t

2 − t(2173/9600+

+ (1/120)z2 + (1/40)η2 + (1/48)z1 + (1/24)η1) + t(−z2 + η2).

8�9�:�9��� ������� ��9�
�
����( ������� �%0� 	�� m = 1 " �
���	�� ����'
�����

z1 := z11 ≈ −0.5004705081, z2 := z12 ≈ −0.001258348056,
η1 := η11 ≈ −0.4505519664, η2 := η12 ≈ 0.1986482683.

�7;�

<����
���$� �7;� � �7�� �����
"�� 	��$� �
���+���� �� ��9�:�9�� ����!�
��'
��& ,- �%)� �%=��

x11(t) = −0.5004705081− 1

1750
t7 − (1/400)t4 + 0.004659991283t3+

+ 0.04992779400t2 − 0.00159781500t, �7%�

	
��� ����� ������� ������ ����� ��� ��  �!"



����������	 
���	���� �����
������ �
������ ����� ��

x12(t) = −0.001258348056− 1

300
t6 + 0.003435165410t4+

+ 0.2020379943t3 − 0.000029406755t2 − 0.0022038033t.

���������� �	�
����� ��������� ��
 m = 2 �� m = 3�
�� �������� ��	�
���� �m = 3� ���
���� �������� ����
������ ����
�

���� ��������� ������� �� ��	�
������ ��������� 

max
t∈[0, 1

2
]
|x∗1(t)− x31(t)| ≤ 6 · 10−7,

max
t∈[0, 1

2
]
|x∗2(t)− x32(t)| ≤ 5 · 10−7.

!� "
�� # ��	������ ���$��
 ��������� ������� �%&� �� ��	�
������ �%'�
��������� � ���(�) �����*�+�

"
�� #� ,��(� �� ����� ���������
 ������� �������� ������ �� +� ���(�
��	�
���� ������
���

"��������
 ������-��. /� �
����� �
��������
� ������ �'0�. ����� �������
�� �%'� ��1 /� ��
� ��������

z̃1 := z̃11 ≈ −1.024301087, z̃2 := z̃12 ≈ −0.8055515464,
η̃1 := η̃11 ≈ −0.9657361623, η̃2 := η12 ≈ −0.6652593554.

�%%�

,������
�(
 �%%� � ���(� ��	�
���� �%#� �
 ���
��1�� ���(� ��	�
����
�� ������� �������� ����+ �����������+ 23 �'4�. �'5�

x̃11(t) = −1.024301087− 1

1750
t7 − 1/400t4 + 0.004560391597t3−
− 0.01373136785t2 + 0.07080732951t,

x̃12(t) = −0.8055515464− 1

300
t6 + 0.001944804775t4 + 0.1755884870t3−

−0.03276881795t2 − 0.0011389494t.

3� �������1- ���
��1�� ����� (m = 2) � ����1 �m = 3� ��	�
�����

����� ���� � !"#$%$& ��'(�) *+,-) � .� /, 0*12



�� �� �� �����

���������	� �
��� ������� � ������� ����
�������� 
���� ����
��
������ ������ ��������

max
t∈[0,1]

∣∣∣x′31 (t)− t
5
x̃31(t)− 1

10
x̃2
32(t)− t6

250
+ t3

100
− t

5

∣∣∣= 1.5·10−6,

max
t∈[0,1]

∣∣∣x′32 (t)− t2

10
x̃2
32(t)− t

8
x̃31(t) +

t5

50
+ t3

160
− 3t2

5
− t

16

∣∣∣= 1.7·10−6.

 � !��"# ����$�� %
����� ��
	�%� � �
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�%�%� 
�$�&�$'
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����( )*

!��" #" ��
	� ������
� �� �
��� ������ ������� �
�%�%� 
�$�&�$��+
��
	� �� �
�%� �������� ���������"

������ �������	
��� �	��
	���

	� 
����� ��� 
����� �� ��� ����� ��� � ��� �������� � ��������� ������� !���� ������"# $��
���%��� �%&����%�� # #�"#� ������� ��	
���	�� ��� �����	�	���� !��� ��� '()	*+ ,-.�/))�

(� 
����� �� ��� ������ ��� 0��#���%!� �1%#���� ���� #%# �$ #���%��# �$ �����%���� %��2���
������� !���� ������"#� ������ ��	
���	���� ��	�� !��� 	* � 3��( '()	�+� /(*�/�(

�� 
����� ��� ������ �� ��� ��� ��# 4�� 5����� ��#��# �� �� %�!�#%2�%�� �$ #���%��# �$
%��2��� ������� !���� ������"#� ��	�� ����	��� ��	
���	���� �������	���� ����� 	� ��

�����
��� �� ����

�� 
����� �� ��� 6�"�%���7�� ����� 3�"��%�������� %� �����# %� �� 8���� �$ 9������ �
����� :�����"#� ;���� 6�%��%<�� ()))

*� 
����� �� ��� 
����� ��� 6����##%!� �����1%"�%�� 8����%=��# %� 3��� >%���� 9������ 
����� :�����"# $�� ?��%��� @%&����%�� A=��%��# � B������7 �$ @%&����%�� A=��%��#�
?��%��� @%&����%�� A=��%��#� !��� C�� ��	� *.(� A�%�� � 5� 9����% ��� �� 5��7��� '())-+�
A�#�!%�� 9���

,� 
����� ��� 
����� �� ��� 6������7 3� 0��#���%!� ���� #%# �$ ���%��%� #���%��# �%� %���!��
���!%�2� ������� !���� ������� ()	� ()	�D*/� ��%D	)�		-,E	,-/�(//)�()	��*/� 	��� ��2�#

/� 
����� �� ��� ��� ��# 4�� ?� ����"��%F�%�� �$ ������� !���� ������"# �%� �����%�
����%���� ������� ����%%��#� ��������� "�����	���� ��� '()		+� 3���� �*.��.	

-� 
���� �� ��� ��� ��#� 4�� ?� ����"��%F�%�� $�� ������� !���� ������"# �%� �������%�
�����%���� ��#�%�%��#� ������ ��	
���	���� ��	�� !��� 	� � 3��	 '()	(+� .	�	),�
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