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ÄÈÑÒÀÍÖIÉÍÀ ÌÀÃI×ÍÀ ÐÎÇÌIÒÊÀ ÃÐÀÔIÂ
For each graphs Pm[Pn], Pm[Cn], we study with what values n and m there are a distance magic
labeling. We find a distance magic labeling of the graph mC4. We select conditions with what
G[H] are not distance magic graphs.

Äëÿ êîæíîãî ç ãðàôiâ Pm[Pn], Pm[Cn] ïðîâåäåíî äîñëiäæåííÿ i âèçíà÷åíî, ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ
n i m iñíó¹ äèñòàíöiéíà ìàãi÷íà ðîçìiòêà. Çíàéäåíà äèñòàíöiéíà ìàãi÷íà ðîçìiòêà ãðàôà mC4.
Âèäiëåíî óìîâè, çà ÿêèõ G[H] íå ¹ äèñòàíöiéíèì ìàãi÷íèì ãðàôîì.

Âñòóï
Ìàãi÷íà ðîçìiòêà, âïåðøå ââåäåíà â 1963 ðîöi Ñåäëÿ÷åêîì [1], áóëà ïîâ'ÿçàíà

ç âèâ÷åííÿì ìàãi÷íèõ êâàäðàòiâ. Â ïîäàëüøîìó âîíà çíàéøëà çàñòîñóâàííÿ â
òåîði¨ îïòèìiçàöi¨, ãîëîâíèì ÷èíîì â ðîçâ'ÿçàííi çàäà÷i êîìiâîÿæåðà [2], [3]; êîí-
ñòðóþâàííi ñåêðåòíèõ êîäiâ [4], [5]; äëÿ àäðåñíèõ ïîâiäîìëåíü â êîìóíiêàöiéíèõ
ìåðåæàõ; êîäóâàííi ðàäàðíèõ iìïóëüñiâ [6]. Öå ñòàëî ïîøòîâõîì äî íàêîïè÷åííÿ
òåîðåòè÷íîãî ìàòåðiàëó ïî ìàãi÷íèì ðîçìiòêàì ðiçíèõ êëàñiâ ãðàôiâ, ñòâîðåí-
íþ ìåòîäiâ i àëãîðèòìiâ ¨õ ïîáóäîâè. Íà îñíîâi óìîâ ìàãi÷íîñòi ç'ÿâèëèñÿ íîâi
ðîçìiòêè, à ñàìå: ðåáåðíî-ìàãi÷íà òîòàëüíà i âåðøèííî-ìàãi÷íà òîòàëüíà. Äëÿ
ïîòðåá ðàäiîòðàíñëÿöi¨ âèíèêëà íåîáõiäíiñòü ââåäåííÿ ðîçìiòîê, ïîâ'ÿçàíèõ ç
âiäñòàííþ ìiæ âåðøèíàìè. Òàêèì ÷èíîì, Ìiëëåð òà ií. [7] çàïðîïîíóâàëè 1-
âåðøèííî ìàãi÷íó âåðøèííó ðîçìiòêó, ÿêà àâòîðàìè [8] íàçâàíà äèñòàíöiéíîþ
ìàãi÷íîþ. Â äàíié îáëàñòi äî îñíîâíèõ çàäà÷ äîñëiäæåííÿ âiäíîñÿòüñÿ: iñíóâà-
ííÿ äèñòàíöiéíèõ ìàãi÷íèõ ðîçìiòîê äëÿ ïåâíèõ âèäiâ ãðàôiâ i õàðàêòåðèñòèêà
äèñòàíöiéíèõ ìàãi÷íèõ ãðàôiâ. Âîíè ðîçãëÿäàëèñÿ i ÷àñòêîâî ðîçâ'ÿçàíi àâòî-
ðàìè ðîáiò [7]� [11]. Â äàíié ñòàòòi ìè âèçíà÷èëè óìîâè iñíóâàííÿ äèñòàíöiéíî¨
ìàãi÷íî¨ ðîçìiòêè äëÿ ãðàôiâ Pm[Pn], Pm[Cn] i mC4. Â êîæíîìó âèïàäêó ïðåä-
ñòàâèëè ôóíêöiþ, ùî iíäóêó¹ äàíó ðîçìiòêó. Ñåðåä ãðàôiâ, ÿêi íå äîïóñêàþòü
äèñòàíöiéíó ìàãi÷íó ðîçìiòêó, ðîçãëÿíóòi ãðàôè G[H], îäåðæàíi â ðåçóëüòàòi
êîìïîçèöi¨ ãðàôiâ G i H. Íàìè âèäiëåíî äåÿêi óìîâè, ùî íàêëàäàþòüñÿ íà ãðà-
ôè îïåðàíäè i ïðèâîäÿòü äî òîãî, ùî ãðàô G[H] íå ¹ äèñòàíöiéíèì ìàãi÷íèì
ãðàôîì.

1.Ïîïåðåäíi âiäîìîñòi
Íåõàé ãðàô G = (V, E) ¹ ñêií÷åíèì íåîði¹íòîâàíèì ãðàôîì áåç êðàòíèõ ðå-

áåð i ïåòåëü, V � ìíîæèíà âåðøèí, E � ìíîæèíà ðåáåð. Ïîðÿäîê ãðàôà G � öå
÷èñëî éîãî âåðøèí. Îêîëîì âåðøèíè x ó ãðàôi G íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà N(x)
óñiõ âåðøèí iç V , ñóìiæíèõ ç âåðøèíîþ x. Ïiä ñòåïåíåì deg(x) âåðøèíè x ðî-
çóìi¹ìî ÷èñëî ðåáåð, ùî iíöèäåíòíi x. Äëÿ äåÿêèõ ãðàôiâ ìè âèêîðèñòîâó¹ìî
ñòàíäàðòíi ïîçíà÷åííÿ: Kn, Cn, Pn � âiäïîâiäíî ïîâíèé ãðàô, ïðîñòèé öèêë,
ïðîñòèé ëàíöþã. ßêùî G � çâ'ÿçíèé ãðàô, òî ÷åðåç mG ïîçíà÷à¹ìî ãðàô ç m
êîìïîíåíòàìè, êîæíà iç ÿêèõ ¹ içîìîðôíîþ G. Ãðàô Kn îäåðæàíî âèêîíàííÿì
îïåðàöi¨ äîïîâíåííÿ íàä ãðàôîì Kn i ¹ íóëüîâèì ãðàôîì, òîáòî Kn � öå áåçðå-
áåðíèé n-âåðøèííèé ãðàô. Ïiä âiäñòàííþ ìiæ äâîìà âåðøèíàìè â ãðàôi áóäåìî
ðîçóìiòè äîâæèíó íàéêîðîòøîãî ïðîñòîãî ëàíöþãà, ÿêèé ç'¹äíó¹ ¨õ. Äîâæèíà
ïðîñòîãî ëàíöþãà � öå ÷èñëî ðåáåð â íüîìó.
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Îçíà÷åííÿ 1. Äèñòàíöiéíîþ ìàãi÷íîþ ðîçìiòêîþ ãðàôà G = (V,E) ïî-
ðÿäêó n íàçèâà¹òüñÿ ái¹êöiÿ f : V (G) → {1, 2, . . . , n}, äëÿ ÿêî¨ iñíó¹ äîäàòíå
öiëå ÷èñëî k òàêå, ùî äëÿ êîæíî¨ âåðøèíè x âiðíà ðiâíiñòü k =

∑

y∈N(x) f(y).
Ñòàëà k íàçèâà¹òüñÿ ìàãi÷íîþ ñòàëîþ ðîçìiòêè f , ñóìà

∑

y∈N(x) f(y) � âàãîþ
âåðøèíè x i ïîçíà÷à¹òüñÿ w(x). Ãðàô, ùî äîïóñêà¹ òàêó ðîçìiòêó f , íàçèâà-
¹òüñÿ äèñòàíöiéíèì ìàãi÷íèì.

Äëÿ äîâiëüíîãî ñêií÷åíîãî ãðàôà âèíèêà¹ çàäà÷à iñíóâàííÿ, òîáòî çàäà÷à
âèçíà÷åííÿ óìîâ, çà ÿêèõ äëÿ äåÿêîãî ãðàôà G iñíó¹ äèñòàíöiéíà ìàãi÷íà ðîç-
ìiòêà.

Íàñòóïíi ëåìè äàþòü íåîáõiäíi óìîâè iñíóâàííÿ äèñòàíöiéíèõ ìàãi÷íèõ ðîç-
ìiòîê ãðàôiâ. Äîñòàòíi óìîâè îäåðæàíi ëèøå äëÿ îêðåìèõ âèäiâ ãðàôiâ.

Ëåìà 1 ( [7]). Íåîáõiäíîþ óìîâîþ iñíóâàííÿ äèñòàíöiéíî¨ ìàãi÷íî¨ ðîçìi-
òêè f ãðàôà G ¹ âèêîíàííÿ ðiâíîñòi kn =

∑

x∈V deg(x)f(x) , äå n = |V |, deg(x) �
ñòåïiíü âåðøèíè x.

Ëåìà 2 ( [7] ). ßêùî ãðàô G ìà¹ äâi âåðøèíè u i v òàêi, ùî |N(u)∩N(v)| =
deg(u) − 1 = deg(v) − 1, òîäi G íå äîïóñêà¹ äèñòàíöiéíó ìàãi÷íó ðîçìiòêó.

Â ïîäàëüøîìó áóäóòü êîðèñíèìè ðåçóëüòàòè íàñòóïíèõ äâîõ òåîðåì 1, 2.
Òåîðåìà 1 ( [7]). 1) Ëàíöþã Pn ïîðÿäêó n ¹ äèñòàíöiéíèì ìàãi÷íèì ãðàôîì

òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè n = 1 àáî n = 3.
2) Öèêë Cn äîâæèíè n ¹ äèñòàíöiéíèì ìàãi÷íèì ãðàôîì òîäi é òiëüêè òîäi,
êîëè n = 4.
3) Ïîâíèé ãðàô Kn ¹ äèñòàíöiéíèì ìàãi÷íèì ãðàôîì òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè
n = 1.
4) Êîëåñî Wn = Cn +K1 ¹ äèñòàíöiéíèì ìàãi÷íèì ãðàôîì òîäi é òiëüêè òîäi,
êîëè n = 4.
5) Äåðåâî T ¹ äèñòàíöiéíèì ìàãi÷íèì ãðàôîì òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè T = P1

àáî T = P3.
Òåîðåìà 2 ( [7]). Äîâiëüíèé r-ðåãóëÿðíèé ãðàô ïðè íåïàðíîìó r íå äîïóñêà¹

äèñòàíöiéíó ìàãi÷íó ðîçìiòêó.
Òàêîæ ìè âèêîðèñòîâóâàëè ìåòîäè ãåíåðàöi¨ êîìáiíàòîðíèõ îá'¹êòiâ. Â äà-

íîìó âèïàäêó, êîìáiíàòîðíèìè îá'¹êòàìè âèñòóïàþòü ìiòêè âåðøèí ñêií÷åíîãî
ãðàôà, ùî âçÿòi ç äåÿêî¨ ìíîæèíè, à çàñòîñóâàííÿ äî íèõ ïðîöåäóðè âiäïî-
âiäíîñòi óìîâàì îçíà÷åííÿ 1, ïðèâîäèòü äî ïîðîäæåííÿ äèñòàíöiéíî¨ ìàãi÷íî¨
ðîçìiòêè.

2.Äèñòàíöiéíà ìàãi÷íà ðîçìiòêà ãðàôiâ
Äëÿ ãðàôiâ G1 = (V1, E1) i G2 = (V2, E2) ââåäåìî ïîíÿòòÿ êîìïîçèöi¨, àáî,

iíøèìè ñëîâàìè, ïîíÿòòÿ ëåêñèêîãðàôi÷íîãî äîáóòêó, êîðèñòóþ÷èñü òåðìiíîëî-
ãi¹þ Õàðàði. Ãðàô G = G1[G2] íàçèâà¹òüñÿ êîìïîçèöi¹þ ãðàôiâ G1 i G2 çà óìîâè,
ùî âií ìà¹ ìíîæèíó âåðøèí V = V1 × V2, à ìíîæèíà ðåáåð E(G) âèçíà÷à¹òüñÿ
íàñòóïíèì ÷èíîì: âåðøèíè u = (u1, u2) i v = (v1, v2) ñóìiæíi â G òîäi é òiëüêè
òîäi, êîëè àáî (u1v1) ∈ E1, àáî u1 = v1 i (u2v2) ∈ E2. Íà òåïåðiøíié ÷àñ çíà÷íi
óñïiõè äîñÿãíåíi â ðîçâ'ÿçàííi çàäà÷i iñíóâàííÿ äèñòàíöiéíî¨ ìàãi÷íî¨ ðîçìiòêè
äëÿ ãðàôà G[Kn], äå G � r-ðåãóëÿðíèé ãðàô [7]� [11]. Â [7], [9] ïðåäñòàâëåíi
óìîâè iñíóâàííÿ äèñòàíöiéíî¨ ìàãi÷íî¨ ðîçìiòêè äëÿ ãðàôiâ mCp[Kn],mKp[Kn].
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Ìè îäåðæàëè ðåçóëüòàòè ïî ãðàôàì Pm[Pn], Pm[Cn] i mC4, ùî âiäîáðàæåíi â
òåîðåìàõ äàíîãî ðîçäiëó.

Òåîðåìà 3. Ãðàô Pm[Pn] äîïóñêà¹ äèñòàíöiéíó ìàãi÷íó ðîçìiòêó òîäi é
òiëüêè òîäi, êîëè
1) m = 1, n = 1 àáî n = 3;
2) m = 3, n = 1.

Äîâåäåííÿ. Âèïàäîê 1. m = 1. ßêùî m = 1, òî ãðàô P1[Pn] = Pn áóäå
äèñòàíöiéíèì ìàãi÷íèì (òåðåìà 1) òiëüêè ïðè n = 1 àáî n = 3.
Âèïàäîê 2. ßêùî n = 1, òî ãðàô Pm[P1] = Pm áóäå äèñòàíöiéíèì ìàãi÷íèì
(òåðåìà 1) òiëüêè ïðè m = 1 àáî m = 3.
Âèïàäîê 3. m ≥ 2, n ≥ 2. Ðîçãëÿíåìî çíà÷åííÿ m i n, ùî íå ââiéøëè â äâà
ïîïåðåäíiõ âèïàäêè. Äëÿ m ≥ 2, n = 2 â ãðàôi Pm[P2] çíàéäóòüñÿ äâi âåðøèíi u
i v òàêi, ùî |N(u) ∩N(v)| = deg(u)− 1 = deg(v)− 1. Çà ëåìîþ 2 ãðàô Pm[P2] íå
¹ äèñòàíöiéíèì ìàãi÷íèì.

Äëÿ m = 3, n = 3, àíàëîãi÷íî ïîïåðåäíüîìó, ãðàô P3[P3] ìà¹ äâi âåðøèíè
ñòåïåíÿ ÷îòèðè ç òðüîìà ñïiëüíèìè âåðøèíàìè â îêîëi. Çà ëåìîþ 2 âií íå áóäå
äèñòàíöiéíèì ìàãi÷íèì.

Íåõàé m = 2, n = 3. Ïîçíà÷èìî V (P2) = {x1, x2} i V (P3) = {y1, y2, y3},
òîäi V (P2[P3]) = {(x1, y1), (x1, y2), (x1, y3), (x2, y1), (x2, y2), (x2, y3)}. Ïðèïóñòèìî,
ùî P2[P3] ìà¹ äèñòàíöiéíó ìàãi÷íó ðîçìiòêó f , òîäi











f((x1, y2)) = f((x1, y1)) + f((x1, y3)),

f((x2, y2)) = f((x2, y1)) + f((x2, y3)),

f((x1, y1)) +f((x1, y2)) + f((x1, y3)) + f((x2, y1)) + f((x2, y2)) + f((x2, y3)) = 21.

Iç ñèñòåìè îäåðæèìî 2f((x1, y2)) + 2f((x2, y2)) = 21. Âèêîíàííÿ öi¹¨ ðiâíîñòi
íåìîæëèâî íi ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ f((x1, y2)) i f((x2, y2)). Îòæå, P2[P3] íå áóäå
äèñòàíöiéíèì ìàãi÷íèì ãðàôîì.

Íåõàé m ≥ 2, n ≥ 4. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç x1, x2, . . . , xm âåðøèíè ãðàôà Pm i
÷åðåç y1, y2, . . . , yn � âåðøèíè ãðàôà Pn. Ïðèïóñòèìî, ùî Pm[Pn] ìà¹ äèñòàíöiéíó
ìàãi÷íó ðîçìiòêó f . Âðàõîâóþ÷è, ùî w((x1, y1)) = w((x1, y3)), îäåðæèìî
f((x1, y2)) + f((x2, y1)) + . . . + f((x2, yn)) = f((x1, y2)) + f((x1, y4)) + f((x2, y1)) +
. . . + f((x2, yn)), äå (x1, y1), (x1, y2), (x1, y3), (x1, y4), (x2, y1), (x2, yn) ∈ V (Pm[Pn]).

Îòæå, f((x1, y4)) = 0. Öå ïðèâîäèòü äî ñóïåðå÷íîñòi óìîâi ìàãi÷íîñòi. Òàêèì
÷èíîì, Pm[Pn] íå áóäå äèñòàíöiéíèì ìàãi÷íèì ãðàôîì. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Òåîðåìà 4. Ãðàô Pm[Cn] äîïóñêà¹ äèñòàíöiéíó ìàãi÷íó ðîçìiòêó:
1) äëÿ m = 1 òiëüêè ïðè n = 1 àáî n = 4;
2) äëÿ m = 2 òiëüêè ïðè n = 4;
3) äëÿ m = 3 òiëüêè ïðè n = 1.
Ïðè m > 3 i n = 1, n = 2, n = 3, n ≥ 5 ãðàô Pm[Cn] íå ¹ äèñòàíöiéíèì ìàãi÷íèì.

Äîâåäåííÿ. Âèïàäîê 1. m = 1. Ãðàô P1[Cn] = Cn ¹ äèñòàíöiéíèì ìàãi÷íèì
(òåðåìà 1) òiëüêè ïðè n = 4.
Âèïàäîê 2. n = 1. Ãðàô Pm[C1] = Pm ¹ äèñòàíöiéíèì ìàãi÷íèì (òåðåìà 1) òiëüêè
ïðè m = 1 àáî m = 3.
Âèïàäîê 3. m ≥ 2, n ≥ 2. Ðîçãëÿíåìî çíà÷åííÿ m i n, ÿêi íå ââiéøëè â äâà
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ïîïåðåäíiõ âèïàäêè. Ïðè m = 2, n = 2 ãðàô P2[C2] = K4 íå ¹ äèñòàíöiéíèì
ìàãi÷íèì (òåðåìà 1).

Íåõàé m = 2, n = 3. Ãðàô P2[C3] � öå 5-ðåãóëÿðíèé ãðàô. Çãiäíî òåîðåìè 2
âií íå äîïóñêà¹ äèñòàíöiéíî¨ ìàãi÷íî¨ ðîçìiòêè.

Íåõàé m = 2, n = 4. Ãðàô P2[C4] áóäå r-ðåãóëÿðíèì ïîðÿäêó 2n = 8, äå
r = n + 2 = 6. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ P2[C4] iñíó¹ äèñòàíöiéíà ìàãi÷íà ðîç-
ìiòêà f . Íåõàé V (P2) = {x1, x2} i V (C4) = {y1, y2, y3, y4}. Äëÿ P2[C4] ìà¹ìî
V (P2[C4]) = {(x1, y1), (x1, y2), (x1, y3), (x1, y4), (x2, y1), (x2, y2), (x2, y3), (x2, y4)}. Iç
ëåìè 1 îòðèìà¹ìî çíà÷åííÿ ìàãi÷íî¨ ñòàëî¨ k = r(1+2n)/2 = 27. Ðîçãëÿíåìî ðîç-
ìiòêó âåðøèí: f(x1, y1) = 1, f(x1, y2) = 4, f(x1, y3) = 8, f(x1, y4) = 5, f(x2, y1) =
2, f(x2, y2) = 3, f(x2, y3) = 7, f(x2, y4) = 6. Äëÿ f âèêîíóþòüñÿ âëàñòèâîñòi ìàãi-
÷íîñòi. Òàêèì ÷èíîì, ãðàô P2[C4] äîïóñêà¹ äèñòàíöiéíó ìàãi÷íó ðîçìiòêó.

Íåõàé m = 2, n ≥ 5. Òîäi ãðàô P2[Cn] ìiñòèòü äâi âåðøèíè u i v òàêi, ùî
|N(u) ∩ N(v)| = deg(u) − 1 = deg(v) − 1. Â öüîìó âèïàäêó u i v � öå äîâiëüíi
äâi íå ñóìiæíi âåðøèíè êîïi¨ Cn â ãðàôi P2[Cn], âiäñòàíü ìiæ ÿêèìè äîðiâíþ¹
äâîì. Çãiäíî ëåìè 2 ãðàô P2[Cn] íå äîïóñêà¹ äèñòàíöiéíó ìàãi÷íó ðîçìiòêó.
Âèïàäîê 4. m ≥ 3, n ≥ 2. Íåõàé m ≥ 3, n = 2. Ãðàô Pm[C2] = Pm[P2] íå áóäå
äèñòàíöiéíèì ìàãi÷íèì (âèïàäîê 3 òåîðåìè 3).

Íåõàé m ≥ 3, n ≥ 5. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç x1, x2, . . . , xm âåðøèíè ãðàôà Pm i ÷å-
ðåç y1, y2, . . . , yn � âåðøèíè ãðàôà Cn. Ïðèïóñòèìî, ùî Pm[Cn] ìà¹ äèñòàíöiéíó
ìàãi÷íó ðîçìiòêó f . Âðàõîâóþ÷è, ùî w(x1, y1) = w(x1, y3), îäåðæèìî
f((x1, y2)) + f((x1, yn)) + f((x2, y1)) + . . . + f((x2, yn)) = f((x1, y2)) + f((x1, y4)) +
f((x2, y1)) + . . . + f((x2, yn)), äå (x1, y1), (x1, y2), (x1, y3), (x1, y4), (x1, yn), (x2, y1),
(x2, yn) ∈ V (Pm[Cn]). Òîìó f((x1, yn)) = f((x1, y4)). Öå ïðèâîäèòü äî ñóïåðå÷íî-
ñòi óìîâi ìàãi÷íîñòi. Îòæå, Pm[Cn] íå áóäå äèñòàíöiéíèì ìàãi÷íèì ãðàôîì.

Íåõàé m ≥ 3, n = 3. Çàñòîñó¹ìî ìiðêóâàííÿ, àíaëîãi÷íi òèì, ùî âèêîðèñòî-
âóâàëè ïðè m ≥ 3, n ≥ 5, íàïðèêëàä, äëÿ âåðøèí (x1, y1) i (x1, y3). Â ðåçóëüòàòi
îòðèìà¹ìî, ùî Pm[Cn] íå ¹ äèñòàíöiéíèì ìàãi÷íèì ãðàôîì äëÿ m ≥ 3, n = 3.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê m = 3, n = 4.
Ïîçíà÷èìî Σi =

∑4
j=1 f((xi, yj)), äå i = 1, 2, . . . , m. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ ãðàôà

P3[C4] iñíó¹ äèñòàíöiéíà ìàãi÷íà ðîçìiòêà. Ç óìîâè ìàãi÷íîñòi âèïëèâà¹, ùî
Σ1/2+Σ2 = Σ2/2+Σ1+Σ3, Σ1 = Σ3, òîäi Σ2 = 3Σ1. Âðàõîâóþ÷è Σ1+Σ2+Σ3 = 78,
ìà¹ìî 5Σ1 = 78. Ïðèéøëè äî ñóïåðå÷íîñòi, îòæå P3[C4] íå äîïóñêà¹ äèñòàíöiéíó
ìàãi÷íó ðîçìiòêó. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Òåîðåìà 5. Ãðàô mC4 äîïóñêà¹ äèñòàíöiéíó ìàãi÷íó ðîçìiòêó äëÿ áóäü-
ÿêîãî m ≥ 1.

Äîâåäåííÿ. Ãðàô mC4 � öå 2-ðåãóëÿðíèé ãðàô ñ 4m âåðøèíàìè. Íåõàé
xij, äå i = 1, 2, . . . , m, j = 1, 2, 3, 4 � âåðøèíè ãðàôà mC4. Ïðè öüîìó âåðøèíè
xi1, xi2, xi3, xi4 íàëåæàòü i-òié êîïi¨ öèêëó C4. Ðîçãëÿíåìî ðîçìiòêó âåðøèí f ,
ùî âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

f(xij) =



















i, 1 ≤ i ≤ m, j = 1,

2m + 1 − i, 1 ≤ i ≤ m, j = 2,

4m + 1 − i, 1 ≤ i ≤ m, j = 3,

2m + i, 1 ≤ i ≤ m, j = 4.

Âiäîáðàæåííÿ f ¹ ái¹êöi¹þ iç ìíîæèíè âåðøèí ãðàôà mC4 â ìíîæèíó {1, 2, . . . , 4m}.
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Êðiì òîãî äëÿ êîæíî¨ âåðøèíè xij i-î¨ êîïi¨ öèêëó C4, j = 1, 2, 3, 4, îäåðæèìî

w(xi1) = w(xi3) = f(xi2) + f(xi4) = 4m + 1,

w(xi2) = w(xi4) = f(xi1) + f(xi3) = 4m + 1.

Îòæå, çà îçíà÷åííÿì 1 ðîçìiòêà f áóäå äèñòàíöiéíîþ ìàãi÷íîþ ðîçìiòêîþ ãðà-
ôà mC4 ç ìàãi÷íîþ ñòàëîþ k = 4m + 1. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Òåîðåìè 3�5 ðîçøèðèëè êëàñ ãðàôiâ, ùî äîïóñêàþòü äèñòàíöiéíó ìàãi÷íó
ðîçìiòêó çà ïåâíèõ óìîâ.

3.Ãðàôè áåç äèñòàíöiéíèõ ìàãi÷íèõ ðîçìiòîê
Ïèòàííÿ iñíóâàííÿ âêëþ÷à¹ â ñåáå âèÿâëåííÿ ãðàôiâ, ùî íå äîïóñêàþòü äè-

ñòàíöèiéíó ìàãè÷íó ðîçìiòêó. Ïðè ðîçâ'ÿçàííi öi¹¨ çàäà÷i â çàãàëüíîìó âèãëÿäi
âèíèêà¹ ðÿä òðóäíîùiâ. Îñíîâíi ñåðåä íèõ � íå çàâæäè ìîæëèâî óçàãàëüíè-
òè ðåçóëüòàòè ïî êîíêðåòíèì ãðàôàì íà iíøi âèäè ãðàôiâ, òà âiäìiííîñòi ó
âëàñòèâîñòÿõ, õàðàêòåðèñòèêàõ (íàïðèêëàä, ìåòðè÷íi õàðàêòåðèñòèêè) ãðàôiâ.
Íàâåäåìî óìîâè, îäåðæàíi â çàãàëüíîìó âèïàäêó ðiçíèìè àâòîðàìè. Îäíå ç íèõ
ñôîðìóëüîâàíî â ëåìi 2. Òàêîæ âiäîìî [11], ùî ãðàô ïîðÿäêó n, ÿêèé ìiñòèòü
äâi âåðøèíè ñòåïåíÿ n − 1, íå ¹ äèñòàíöiéíèì ìàãi÷íèì. ßêùî äëÿ ãðàôà G
ïîðÿäêó n ç ìàêñèìàëüíèì i ìèíèìàëüíèì ñòåïåíåì ∆ i δ, âiäïîâiäíî, âèêî-
íó¹òüñÿ íåðiâíiñòü ∆(∆ + 1) > δ(2n − δ + 1), òîäi ãðàô G íå ¹ äèñòàíöiéíèì
ìàãi÷íèì [7]. Ìè ðîçãëÿíóëè ÷àñòèííèé âèïàäîê, êîëè âèâ÷à¹ìèé ãðàô G[H]
îòðèìàíî â ðåçóëüòàòi êîìïîçèöi¨ äâîõ ãðàôiâ. Ïðè âèêîíàííi óìîâ òåîðåì 6 i
7, G[H] íå áóäå äèñòàíöiéíèì ìàãi÷íèì.

Òåîðåìà 6. ßêùî ãðàô H ìà¹ äâi âåðøèíè x, y ñòåïåíÿ îäèí i íå ìiñòèòü
ëàíöþã (x, z, y), òî äëÿ äîâiëüíîãî çâ'ÿçíîãî ãðàôà G ïîðÿäêó n, n ≥ 2, ãðàô
G[H] íå äîïóñêà¹ äèñòàíöiéíó ìàãi÷íó ðîçìiòêó.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé |V (H)| = p i deg(x) = deg(y) = 1, äå x, y ∈ V (H) íå
¹ êiíöÿìè ëàíöþãà (x, z, y). Âèçíà÷èìî ñòåïiíi âåðøèí u = (t, x) ∈ V (G[H]) i
v = (t, y) ∈ V (G[H]), äå t ∈ V (G) : deg(u) = 1 + pdeg(t),

deg(v) = 1 + pdeg(t).

×èñëî âåðøèí ñóìiæíèõ îäíî÷àñíî âåðøèíàì u è v äîðiâíþ¹ pdeg(t). Òàêèì
÷èíîì, |N(u) ∩ N(v)| = deg(u) − 1 = deg(v) − 1. Çãiäíî ëåìè 2 ãðàô G[H] íå
äîïóñêà¹ äèñòàíöiéíó ìàãi÷íó ðîçìiòêó. Òåîðåìà 6 äîâåäåíà.

Òåîðåìà 7. ßêùî ãðàô H ìà¹ äâi âåðøèíè x, y ñòåïåíÿ îäèí i íå ìiñòèòü
ëàíöþã (x, z, y), òî äëÿ äîâiëüíîãî ãðàôà G ïîðÿäêó n, n ≥ 2, ç êîìïîíåíòîþ
ïîðÿäêó s, s ≥ 2, ãðàô G[H] íå äîïóñêà¹ äèñòàíöiéíó ìàãi÷íó ðîçìiòêó.

Äîâåäåííÿ. ßêùî ãðàô G çâ'ÿçíèé, òî çãiäíî òåîðåìè 6 G[H] íå äîïóñêà¹
äèñòàíöiéíó ìàãi÷íó ðîçìiòêó. Íåõàé ãðàô G íå ¹ çâ'ÿçíèì i ìiñòèòü êîìïîíåíòó
ç s ≥ 2 âåðøèíàìè. Òîäi ãðàô G[H] áóäå ìiñòèòè êîìïîíåíòó ç sp âåðøèíàìè,
äå |V (H)| = p. Çàñòîñó¹ìî äî öi¹¨ êîìïîíåíòè ìiðêóâàííÿ àíàëîãi÷íi äî òèõ, ùî
ïðåäñòàâëåíi â òåîðåìi 6. Òàêèì ÷èíîì, â öié êîìïîíåíòi, à îòæå i â ãðàôi G[H]
çíàéäóòüñÿ äâi âåðøèíè u i v, äëÿ ÿêèõ |N(u)∩N(v)| = deg(u)− 1 = deg(v)− 1.
Îòæå, ãðàô G[H] íå äîïóñêà¹ äèñòàíöiéíó ìàãè÷íó ðîçìiêó. Òåîðåìà 7 äîâåäåíà.
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Âèñíîâêè Â ñòàòòi îäåðæàíi óìîâè iñíóâàííÿ äèñòàíöiéíî¨ ìàãi÷íî¨ ðîçìi-
òêè äëÿ ãðàôiâ Pm[Pn], Pm[Cn] i mC4. Òàêîæ âèäiëåíî êëàñ ãðàôiâ, ùî íå äîïó-
ñêàþòü òàêó ðîçìiòêó. Äëÿ îòðèìàííÿ õàðàêòåðèñòèê íåâèâ÷åíèõ âèäiâ ãðàôiâ,
âiäíîñíî ¨õ äèñòàíöiéíî¨ ìàãi÷íîñòi, áóäóòü êîðèñíèìè ìåòîäè òà ñïîñîáè, ùî
âèêîðèñòàíi íàìè â äîâåäåííi íàâåäåíèõ òåîðåì.
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