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In this article we obtain estimations for distributions of norms of random processes from Banach
spaces Fψ(Ω) of random variables and investigate Hölder continuity of such processes on a compact
metric space.

	 ����� �������� ������ ���������� ���� ���������� �������� � �������� ��������� Fψ(Ω)
���������� ������� �� ������ ��� !��"������ ������������" ����� �������� �� ���������#
����������# ���������

������ �� !"#���� ���$
��
� %$���$ (T, ρ) � �
%�&���
� %$��� X =
(X(t), t ∈ T)� �"# %$���� X ��&�"#�
 ��%�$�$����� ' ���� (������ f ) *�
 �����$���+ � �
����'��# ��$������,

lim sup
ε↓0

sup
0<ρ(t,s)≤ε

|X(t)−X(s)|

f(ε)
≤ 1.

-
����# %$�  ��.�&/���# ��&�"�� ��%�$�$����� �� ���� 0�"�&�$� &"# !���
��
. %$����� &���"��� $� !"#���� � $�1��� 2�3� 4� $� �"����
 1�"
 � �!�"�����
&"# &�#�
. �"��� %$�����  %$���$�� 5$"��� � 2�) 63) � ����/ � 27) �3� ��"��
&/��� "�%8
���� ��%�$�$����� &"# ϕ��1!����
. %$����� ��  ���&��� �����

$� %�&�"� "�%8
���
. ��$� ���
. %$����� � $�1��� 293� 5����
 $� %�&�"�� ��$�
�
%�&���
. %$�����  %$���$�� Lp(Ω), 1 ≤ p <∞  ���&��� � $�1��� 2:3�

-$���$
 �
%�&���
. ��"
�
� Fψ(Ω) ; �� 1���.��� %$���$
  ��$��+

‖ξ‖ψ = sup
u≥1

(E|ξ|u)1/u
ψ(u)

,

&� ψ(u) > 0 ; &�#�� ���������  $���+�� (�����#� ���� %$���$
 1�"
 ���&���
� $�1��� 2<3) � �"��
���� �
%�&���
. ��"
�
� �� %$�����  %$���$�� Fψ(Ω)
$� !"#���� � 2�3� �  �!�"����� �
%�&�� ��&�"� ��%�$�$����� ��) ��&%���&��)
�����
 $� %�&�"�� ��$� �
%�&���
. %$�����  %$���$�� Fψ(Ω)  ���&��� � 2�=3�

� &���� $�1���  ���&��� ��&�"� ��%�$�$����� &"# �
%�&���
. %$�����  
%$���$�� Fψ(Ω)  ��%���������+ (�����'+ ψ) �
 �����
. �� ���%������� %$��
��$� (T, ρ)� >��$���) ������� �����$����

P

{
sup

0<ρ(t,s)≤v

|X(t)−X(s)|
f(ρ(t, s))

> x

}
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��������� � ����� ���		 ����� ψ(u) > 0, u ≥ 1 � ���	� 
������� ������
��� ���	��� �	�� �� ψ(u)→∞ ��� u→∞� �����	��� �������� ξ ���� �!
������� Fψ(Ω)� �	�� ��	���"!�� ������� �
���#

sup
u≥1

(E|ξ|u)1/u
ψ(u)

≤ ∞.


 ����� ��� ����� ����� ���	 ��������� �� Fψ(Ω) � ��������� � ������

‖ξ‖ψ = sup
u≥1

(E|ξ|u)1/u
ψ(u)

.


����� � ����� ���		 $	�� �����	��� �������� ξ ���� �! �������
Fψ(Ω)� � ∀x > 0 ��	���"!�� ������� ��������!#

P{|ξ| > x} ≤ inf
u≥1

‖ξ‖uψ · (ψ(u))u
xu

. ��	

���� � !���� ���" #���� �������� Fψ(Ω)� #�� ������ $�#��$ ����!���%
!����� ��&�% ξ1, ..., ξn ' ��������� �� �(��� � �������! Fψ(Ω)� )����(���
η = max

1≤k≤n
|ξk|� a = max

1≤k≤n
‖ξk‖ψ�

���� � ����� ��*�		 %����! ���	��� z(x) > 0� 
������� ��������
���	��� U(n) � ������ ����� x0 > 0� �� ∀x > x0 ��	���"!�� �������
��������!#

P{η > x · a · U(n)} ≤ 1

n
exp{−z(x)}.

+ # ��������,�%��- .!��,�- ψ(u) !���� / ��!��� ����!���"� ��" #�!�


����� �	 ����� ψ(u) = eαu
β
, α > 0, β > 0� &��� ������� ��������!

��	���"!�� ��� ∀x ≥ exp

{(
ln 3

c β√2(ln 3−1)

) 2β
β+1

}
, c = β

α1/β · (β + 1)−
β+1
β #

P
{
η > x · a · exp

{
(ln(n+ 2))

2β
β+1

}}
≤ 1

n
exp

{
− β

α1/β
·
(

2

β + 1

)β+1
β

(ln x)
β+1
2β

}
.

���������� 
 ,$��! ������! ���������$ ��	 ��!��� ����!���"� ��" #�!
����� ���	0

P{|ξ| > x} ≤ exp

{
− β

α1/β
· 1

(β + 1)
β+1
β

·
(
ln

x

‖ξ‖ψ

)β+1
β

}

��� x > ‖ξ‖ψ� )����(��� c := β
α1/β · (β + 1)−

β+1
β � 1��� ∀x >

(
exp
{
(ln 3)

2β
β+1

})−1
0

����� ������ ���� �! ��"#�$ %&'�$ ��(� )' *%+,
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P{η > x · a · U(n)} = E1{ω : η > x · a · U(n)} ≤

≤
n∑
k=1

E1{η = |ξk|} · 1{ω : |ξk| > x · a · U(n)} ≤

≤ n · max
1≤k≤n

P{|ξk| > x · a · U(n)} ≤

≤ n · max
1≤k≤n

exp

{
−c ·
(
ln
x · a · U(n)
‖ξk‖ψ

)β+1
β

}
≤

≤ n · max
1≤k≤n

exp

{
−c ·
(
ln
x · a · U(n)

a

)β+1
β

}
=

=
1

n
· n2 · exp

{
−c · (ln(x · U(n)))β+1

β

}
.

�������� U(n) = exp
{
(ln(n+ 2))

2β
β+1

}
� 	��
���� dn = c (ln(x · U(n)))β+1

β �

���
������ 
����	
� ���
�����

n2 · exp{−dn} = exp{2 lnn− dn}.
����� ����� �� ���� �	����������� 
����
����

2 lnn

1− 1
ln 3

≤ dn,

����� 	� x ≥ exp

{(
ln 3

c β√2(ln 3−1)

) 2β
β+1

}
� �� ��� ����� 
����	
� 
����
�����

2 lnn− dn ≤ −dn · 1

ln(n+ 2)
.

�� �
�� ∀n ≥ 1�

x ≥ exp

{(
ln 3

c β
√
2(ln 3− 1)

) 2β
β+1

}
⇔ 2

1− 1
ln 3

≤ c · 2β+1
β (ln x)

β+1
2β ⇒

⇒ 2

1− 1
ln(n+2)

≤ c · 2β+1
β (ln x)

β+1
2β ⇔ 2 lnn

1− 1
ln(n+2)

≤ c · 2β+1
β (ln x)

β+1
2β lnn ⇒

⇒ 2 lnn

1− 1
ln(n+2)

≤ c · 2β+1
β (ln x)

β+1
2β ln(n+ 2) ⇒

⇒
∣∣∣∣∣ !��� a > 0, b > 0, �� 2

√
ab ≤ a+ b ⇒ 2

√
ln x · (ln(n+ 2))

β
β+1 ≤

≤ ln x+ (ln(n+ 2))
2β
β+1 = ln

(
x · exp

{
(ln(n+ 2))

2β
β+1

}) ∣∣∣∣∣ ⇒
⇒ 2 lnn

1− 1
ln(n+2)

≤ c ·
(
ln
(
x · exp

{
(ln(n+ 2))

2β
β+1

}))β+1
β
.

���� ������ 	������ ���� ����� ����  � !��"



��� �������� ���	 
�����
�� �������
 � � � ��

���� ∀x ≥ exp

{(
ln 3

c β√2(ln 3−1)

) 2β
β+1

}
����� ��	
����

P
{
η > x · a · exp

{
(ln(n+ 2))

2β
β+1

}}
≤ 1

n
· exp

{
−dn · 1

ln(n+ 2)

}
=

=
1

n
· exp

{
−c ·
(
ln
(
x · exp

{
(ln(n+ 2))

2β
β+1

}))β+1
β · 1

ln(n+ 2)

}
=

≤
∣∣∣∣∣ ���� a > 0, b > 0, 
� a+b

2
≥ √ab ⇒ ln

(
x · exp

{
(ln(n+ 2))

2β
β+1

})
=

= ln x+ (ln(n+ 2))
2β
β+1 ≥ 2

√
ln x · (ln(n+ 2))

β
β+1

∣∣∣∣∣ ≤

≤ 1

n
· exp

{
− β

α1/β
·
(

2

β + 1

)β+1
β

(ln x)
β+1
2β · ln(n+ 2) · 1

ln(n+ 2)

}
=

=
1

n
exp

{
− β

α1/β
·
(

2

β + 1

)β+1
β

(ln x)
β+1
2β

}
.

��������� � ����� ����	 ����� (T, ρ) � ���	
��
� 	����	� ���	
����
���
������ N(T, ρ)(u) := N(u), u > 0 ���
������� ���������� ��������� �����
� u������ 	����	� T �������� ���	
�
 ρ�

��������� 
 ����� ����	 �
�����
� 	���� X = (X(t), t ∈ T) ���� 
��
	����	� Fψ(Ω)! ��"� ��� ���� t ∈ T �
������ ���
�
�� X(t) ∈ Fψ(Ω)�

��������� � ����� ��� ���	 #������ q = {q(t), t ∈ R} ���
������� �������
���	�	������! ��"� q(t) ≥ 0! q(0) = 0 �� q(t+ s) ≤ q(t)+ q(s) 	
 t > 0, s > 0�

��������� � ����� ��� ���	 ����� (T, ρ) $ ���	
��
� 	����	! q $ ������
���	�	������� %��� ���&� '������ {x(t), t ∈ T}! ��� ��
�

sup
t,s∈T
t �=s

|x(t)− x(s)|
q(ρ(t, s))

<∞

(�)�  sup
ρ(t,s)≤h

|x(t) − x(s)| = o(q(h)) 	
 h → 0*! ���
������� 	����	�� +��

,
�� Λq(T, ρ) (�)�  Λ0
q(T, ρ)*�

������ ��� ������ ������������� ���������� �������� � ���������

Fψ(Ω) ���������� �������	 ������ !��� 
���� ��� ���� � �������"
	
� ���������# ���$	�� % ���	
���� Fψ(Ω) ���������# � �&�� � %�'� (����
������� 
� � ) �	����$�*��+ ����$�+ ψ(u)�

������ 
 ����� �,-��	 ����� (T, ρ) $ ����
� �������
� ���	
��
� 	��
���	� -��.������ ���	�)����
� �
�����
� 	���� X = (X(t), t ∈ T) � )��
������.� 	����	� Fψ(Ω)! "� ����������� ����� / � '�������
 U(n)! z(x)
�� x0 > 0� 0	
���
��! "� ����� ��������� �	������� ���	�	��� '������
σ = {σ(h), h ≥ 0} ����! "� σ(0) = 0 �� �
��������� ������� ��	�������1

sup
ρ(t,s)≤h

‖X(t)−X(s)‖ψ ≤ σ(h). �.�

����� ������ ��� ! " ��#$�% &'(�% ��)� *( +&,-
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�

����� N(ε) = Nρ(T, ε) � ���	
��� ��
����� �	���	� (T, ρ)� �����

����� ε0 = σ(−1)
(
sup
t,s∈T

ρ(t, s)

)
�
σ(ε)∫
0

U(B2N2(σ(−1)(t)))dt <∞, ε > 0.

���� ��� x > x0, ε ∈ (0, ε0) �
�������� ������� ��	�������

P

{
sup

0<ρ(t,s)≤ε

|X(t)−X(s)|
fB(ρ(t, s))

> x

}
≤ 2B2 +B

(B2 − 1)N(ε)
· exp{−z(x)},

�� B > 1 � ����� �
���

fB(ε) = (6 + 4
√
2)

σ(ε)∫
0

U(BN(σ(−1)(t)))dt +

+ (5 + 2
√
6)

σ(ε)∫
0

U(B2N2(σ(−1)(t)))dt, ε > 0.

���������� 	
  �!� ψ(u) = eαu
β
, α > 0, β > 0� ��� "#���� �" ���	���$ %�

�	���	 Fψ(Ω) "���������� ����� & " '���(���
 U(n) = exp
{
(ln(n+ 2))

2β
β+1

}
�

z(x) = β
α1/β

(
2

β+1

)β+1
β

(ln x)
β+1
2β � x0 = exp

{(
ln 3

b β√2(ln 3−1)

) 2β
β+1

}
� b = β

α1/β ·(β+1)−
β+1
β �

���� '���(�� fB(ε) ��)���� �
#�����

fB(ε) = (6 + 4
√
2)

σ(ε)∫
0

exp

{(
ln
(
BN
(
σ(−1)(t)

)
+ 2
)) 2β

β+1

}
dt +

+ (5 + 2
√
6)

σ(ε)∫
0

exp

{(
ln
(
B2N2

(
σ(−1)(t)

)
+ 2
)) 2β

β+1

}
dt.

������� 	
 ����� (T, ρ) � ����
� ��������
� ���	
��
� �	���	 ��
X = (X(t), t ∈ T) � ���	�)����
� �
������
� �	�(� " )�������#� �	���	�
Fψ(Ω)� �� ψ(u) = eαu

β
, α > 0, β > 0� *	
���
��� !� ���� ��������� "	���+

$�� ����	�	��� '���(�� σ = {σ(h), h ≥ 0} ����� !� σ(0) = 0 �� �
��������
��	������ ,%-� ����� ����� N(ε) � ���	
��� ��
����� �	���	� (T, ρ)�

ε0 = σ(−1)
(
sup
t,s∈T

ρ(t, s)

)
�
σ(ε)∫
0

exp

{(
ln
(
B2N2

(
σ(−1)(t)

)
+ 2
)) 2β

β+1

}
dt <∞, ε > 0.

���� ��� x > exp

{(
ln 3

b β√2(ln 3−1)

) 2β
β+1

}
� b = β

α1/β · (β + 1)−
β+1
β �� ε ∈ (0, ε0)

�
�������� ������� ��	�������

P

{
sup

0<ρ(t,s)≤ε

|X(t)−X(s)|
fB(ρ(t, s))

> x

}
≤

≤ 2B2 +B

(B2 − 1)N(ε)
· exp

{
− β

α1/β
·
(

2

β + 1

)β+1
β

(ln x)
β+1
2β

}
,

���� ������ 	������ ���� ����� ����  � !�"#



��� �������� ���	 
�����
�� �������
 � � � ��

�� B > 1 � ����� ���	
�

fB(ε) = (6 + 4
√
2)

σ(ε)∫
0

exp

{(
ln
(
BN
(
σ(−1)(t)

)
+ 2
)) 2β

β+1

}
dt +

+ (5 + 2
√
6)

σ(ε)∫
0

exp

{(
ln
(
B2N2

(
σ(−1)(t)

)
+ 2
)) 2β

β+1

}
dt.

����� ���	
��� 
�� ���
���� �������� � ��������� Fψ(Ω) ���
�
���� ����� � �������������� �������� ψ(u)�

�������  ����� ���	
� ���� ���
������� ��� ���������� ��
���� �� �
��

� ��
�������� � 

lim sup
ε↓0

sup
0<ρ(t,s)≤ε

|X(t)−X(s)|

fB(ε)
≤ 1,

��

fB(ε) = (6 + 4
√
2)

σ(ε)∫
0

U(BN(σ(−1)(t)))dt +

+ (5 + 2
√
6)

σ(ε)∫
0

U(B2N2(σ(−1)(t)))dt, ε > 0.

��������� �� ����� ������ � ������ �������������� ������� ψ(u)�

������� !� ���� ���
������� ��� ���������� ���	���� �� �
�� � ��
���!

����� � 

lim sup
ε↓0

sup
0<ρ(t,s)≤ε

|X(t)−X(s)|

fB(ε)
≤ 1,

��

fB(ε) = (6 + 4
√
2)

σ(ε)∫
0

exp

{(
ln
(
BN
(
σ(−1)(t)

)
+ 2
)) 2β

β+1

}
dt +

+ (5 + 2
√
6)

σ(ε)∫
0

exp

{(
ln
(
B2N2

(
σ(−1)(t)

)
+ 2
)) 2β

β+1

}
dt, ε > 0.

"����
�� #� "� ���
����� ��
� ��
���� # �	� �
������
 ��	� v 

sup
ρ(t,s)≤v

|X(t)−X(s)| ≤ (6 + 4
√
2)

σ(v)∫
0

exp

{(
ln
(
BN
(
σ(−1)(t)

)
+ 2
)) 2β

β+1

}
dt +

+ (5 + 2
√
6)

σ(v)∫
0

exp

{(
ln
(
B2N2

(
σ(−1)(t)

)
+ 2
)) 2β

β+1

}
dt

����� ������ ��� ! " ��#$�% &'(�% ��)� *( +&,-
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�

� ��������	
� �

������� �� ����� �������
�	� �	� ���������� ��	����� � �� ������ ��

σ(h) = dhc, h, c, d > 0 
� ���	
�� T = [0, T ] ���� ��� ε ∈
(
0, c

√
T
d

)
� B > 1�

∀x > exp

{(
ln 3

b β√2(ln 3−1)

) 2β
β+1

}
� b = β

α1/β · (β + 1)−
β+1
β 
� �� ������ �� β ∈ (0, 1)�

�������
�	� ��	
���� �������	
��

P

{
sup

0<ρ(t,s)≤ε

|X(t)−X(s)|
gB(ρ(t, s))

> x

}
≤

≤ 2B2 +B

(B2 − 1)N(ε)
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√
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|X(t)−X(s)| = O(|t− s|c), c ∈ (0, 1).
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sup
0<ρ(t,s)≤ε

|X(t)−X(s)| ≤ gB,1(ε) + gB,2(ε) · εc.

�
���� ����� ��
���� gB,1(ε) ≤ gB,1(0) �� gB,2(ε) ≤ gB,2(ε0)� �� ���	�����
��� ������� ���
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sup
0<ρ(t,s)≤ε

|X(t)−X(s)| ≤ gB,1(0) + gB,2(ε0) · εc.

����� ���� � ���� ������� ρ(t, s) = |t− s|, t, s ∈ [0, T ]� �� ���������

|X(t)−X(s)| = O(|t− s|c), c ∈ (0, 1).
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