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The idea of equivalent changing the implicit different scheme to evolutionary is proposed and the
algorithm of numerical solving of the problem is constructed in this work.

� ���� ���������� ���� ������ ������ ��������� ����� �� ��� ��!�" � ��"�����!
��#���� $����# ���%������ ����$��

����� �� ���!�� "�#� $ %�����&���!���� �'()*'�  ����+� ��(�*��*
��%�'�,

∂u

∂t
=

∂2u

∂x2
, u = u(x, t), x ∈ R, t ≥ 0,

� ���&� %�����*

u(x, t) =
1

2π

∫
R

e−isx−s
2tds,

- $�!�����. �' ��!� (��&��(����  ��&��� � '���/� ��0!��&�� '��1��&�
��* ���� �'()*'�� ��& 0��� '(&�&�� � '��1��&��* '���� �' ��!�(
����( �' ��!&��1 ����/����1 (� ���(�1 (&!�/���  ���&��1 (�0���.
��'���&(. �1&�.2 '0������� ����1 �1&�� *�� �'���-���* *� '0������� ��0!��
�&�� �'()*'�� � �/��� �(�����* ' (���������*� !��!��, �����/�,
�&�&�� �!* ����/����1 �' ��!�(� *� �&  ���� ( �0�� "3#� � ��� �0��
'� � �(����  ��1�� � /��&!��� '��1��&��* � '���/� �+�� � ���� ����
��/��1 '���/ �� (����'�� ��  �(��� 4�!�0!../� �. ������ �0� (�������
(�./� �(�'���(������� �����(���*� ���!��/�� �&'�!����� 0�!� ������� �!*
(� ����( &(!.�����1 ��(�*�� (���

∂u

∂t
= (−1)q+1∂

2qu

∂x2q
��

∂u

∂t
=

∂2q+1u

∂x2q+1
, q = 1, 2, 3, . . .

4&�+& ' ��1 ��(�*�� �&�&��- ����/���� (� ���(� (&!�/��� ' (��)-������ �
����& 5 ' �� !&���'��/���� 6��(�����*��6 "	� 7#�

� ����� ������ ��!����-���* �������*� (�� (���� ��(�*��.

∂3u

∂t3
=

∂2u

∂x2
, 
��

*�& - �&��!*���� '� 8� 9� :�!(�� "�#�
;'�!*�&� '���/� /��&!��� '��1��&��* %�����&���!��� �'()*'��

��(�*��* 
��� <�  ���!��� ��0!��&�� �'()*'���* ��-, '���/�  ��!.����-�
� ��&. (���������* ��� � &��%�/�� (��� �&��� ��0(�1 ����( �!*
�&�����* �(+��(, 
&(!.����,� ��'���&(, �1&�� '������  �����, �!*
�&, '� ��1��� !�(, /������ 
�� /����+��(,� ( �&��� �/���� /����1 ��(��(�
4&�&(��� '�����(���* &(!.����, �(+��(, �1&�� ' ��(������. /� �(�'��
��(������. ���&� �&����-.  !*��- ( ���� $ �'(!*- �&����� �!�����
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��������� ���������
��� ��#�
�� ������� 
������ � ���������� ��������� $%&�

'��
���� 
������� ()* ��" #�������������� 
�������� #��� ��

u(x, t) =
1

2π

∫
Ri

e−isx−s
2
3 tds, (+*

��� " !�������� ������	� �
� ��� � ���������� 2
3
�

�������� �������� � ������������� � ���
���� ������� !�������� �������

��������� � 
��������� �����������, #����� ������ �� -���".� $%&� ���� ���
	� ��	����������� 
��������� �  ���� ����� ����.� ����������� �����������
������������ !����������

/� � � ���������� �������� ����
��� �� ������!��� ����� � �
���� Δx
������ �
����
���, ���
������ x �� Δt 0 ������ ������, t� '������� 
�����
 ���� �����	 
������� ()*� '������� �������� ������� ���������� 
���� ��� ��
�����1

∂3u

∂t3
→ uΔ(x, t+ 3Δt)− 3uΔ(x, t+ 2Δt) + 3uΔ(x, t+Δt)− uΔ(x, t)

Δt3
,

∂2u

∂x2
→ uΔ(x+Δx, t)− 2uΔ(x, t) + uΔ(x−Δx, t)

Δx2
,

�� uΔ(x, t) 0 ������� #��� ��� 
��	�������� �� ������� ������ ����� ����1

{(x, t)} = {(kΔx, nΔt)},

k 0  ���� n 0 �������  ���� '�#����"�� ������ ��� �
�����

Δt3

Δx2
= β3, β > 0. (2*

3 
��������� ���
��"�� 
���� ���� �����	 
������� ()* � ��	����

uΔ(kΔx, (n+3)Δt)−3uΔ(kΔx, (n+2)Δt)+3uΔ(kΔx, (n+1)Δt)−uΔ(kΔx, nΔt) =

=β3uΔ((k+1)Δx, nΔt)−2β3uΔ(kΔx, nΔt)+β3uΔ((k−1)Δx, nΔt), k∈Z, n∈N. (1′)

4�������� 
��������� ��������, �
�����, ������ ��� 
������� ()* �� ����
��� 
����.������ ������ ��������� �� 
��������� ������� �������� 
������ �
���������� ��������� ����������

4�������� ��.� �������� ����	�" � �������� ������ 
��������� �������
(1′) �� ������ �
����.�, �������

' ����� ��
�!���� ������� ������� �������� ���
������

uΔ

((
n+

l

3

)
Δx, (n+m)Δt)

)
= (l,m), l = 0,±1,±2,±3; m = 0, 1, 2, 3.

����� �� !"� �#$%&%' �!()�* +,-.* �"/� 0- 1+23
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(0, 3)− 3(0, 2) + 3(0, 1)− (0, 0) = β3(3, 0)− 2β3(0, 0) + β3(−3, 0). (1∗)

������ �� �������� ����� ������ ������ �������� (1′) �
���	�! 	��
�
 ���"
�� ����
���� ����� ��������� �� �
�# �#
����
 �����	��� �� �
�# � $����	$��
 ���%����� ���
� �$���
� ���������

�� �
����
 (1′)#

�

�

�

�

�

�

� �

(k − 1)Δx kΔx (k + 1)Δx
x

(n+ 3)Δt

(n+ 2)Δt

(n+ 1)Δt

nΔt

t

&
�# �

'���� ε ( �������
� $����) � ��
�
�� �����$� * ����� 1, ε, ε2 ( $�����$���
$����� �������� x3 = 1 1 + ε+ ε2 = 0#
+��������)�� ����
���� �������� ��)�� ������ � �����#
&���
���� �������� ����)��� ����� ��! �
����

(0, 3) = β(1, 2) + (1− 2β)(0, 2) + β(−1, 2); �,�

����
���� �������� ������� �����

⎧⎪⎨
⎪⎩

(1, 2) = εβ(2, 1) + (1− 2εβ)(1, 1) + εβ(0, 1),

(0, 2) = β(1, 1) + (1− 2β)(0, 1) + β(−1, 1),
(−1, 2) = ε2β(0, 1) + (1− 2ε2β)(−1, 1) + ε2β(−2, 1);

�-�

� ��������$ ����
���� �������� ��� ��� �����
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(2, 1) = ε2β(3, 0) + (1− 2ε2β)(2, 0) + ε2β(1, 0),

(1, 1) = εβ(2, 0) + (1− 2εβ)(1, 0) + εβ(0, 0),

(0, 1) = β(1, 0) + (1− 2β)(0, 0) + β(−1, 0),
(−1, 1) = ε2β(0, 0) + (1− 2ε2β)(−1, 0) + ε2β(−2, 0),
(−2, 1) = εβ(−1, 0) + (1− 2εβ)(−2, 0) + εβ(−3, 0).

�.�

+������
�� ���	���� � ������) ��� ��� ����� �.� � �������� ������� �����
�-� ������!��

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

(1,2)=β2(3,0)+(2εβ+2εβ2)(2,0)+(1−4εβ+3ε2β2)(1,0)+(2εβ+2β2)(0,0)+εβ2(−1,0),
(0,2)=εβ2(2,0)+(2β+2ε2β2)(1,0)+(1−4β+3β2)(0,0)+(2β+2εβ2)(−1,0)+ε2β2(−2,0),
(−1,2)=ε2β2(1,0)+(2ε2β2+2β2)(0,0)+(1−4ε2β+3εβ2)(−1,0)+(2ε2β+2ε2β2)(−2,0)+β3(−3,0).

�/�
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(0, 3) = β3(3, 0) + 3εβ2(2, 0) + (3β + 6ε2β2)(1, 0) + (1− 6β − 2β3 + 9β2)(0, 0)+

+(3β + 6εβ2)(−1, 0) + 3ε2β2(−2, 0) + β3(−3, 0).
�������� 	��
���� ������ 	��
���� ��� � �	 !���"#� �$�� �� ���%� & �	 �'�

��������� " #��" 
����" �������� (1∗) �� �������� ����" 
����" (1∗)�
(�)�� 
���� ���� ��������

������� �� ��������	
 ���
 � ��������	�� ������� �� ���	�	� ������

���	� �� ������� � ������� ��������� �� �
���� � ������
��� �� � 	��	


���
 (1∗)�

*����� 	 ��� ��	"#������� ��+#�����, ��	�-�	�) uΔ(kΔx, nΔt) ����� 	��.��
����� ��)������"/
� ��� ���0����" ����#/��,�"� ��	�����" .��"� �)� ��"��
�"���� �� ���������� �����)���. �"	#�� ��)� 	 )��)��� Δx

3
�	���� ��������

��1 �� x �� Δt & �	���� �� t�
2.��� ��	��0"����� �"	#�� ����	���/���� �����3"������ �) �� ��)�	���

�� ��"�)"  �

�

�

�

�

�

�

� �×
×

×
×
×

×
×
×
×

×
×
×

×
×

× ×
(k − 1)Δx (k − 2

3 )Δx (k − 1
3 )Δx kΔx (k + 1

3 )Δx (k + 2
3 )Δx (k + 1)Δx

x

(n+ 3)Δt

(n+ 2)Δt

(n+ 1)Δt

nΔt

t

4��  

5"	#� ���" (kΔx, nΔt)� ��	��
��� )�"��
)���� �������� ������� �����
����� � ���"

(
lΔx
3
, nΔt

)
� ��	��
��� 	���
)���� & ������������ �
������� 3�

	��
���� ��+#������� ��	�-�	)" 	��.������ 
���	 	��
���� � ���������. � �
���"����" 	��������� �� 	��
����. " ��. �� ������.� � ���������.� �"	#�.�
�)� ����� 	��.����� ��� 	� ���0�����/ ���#/��,��/ .���/�

6���.��� �	��	" ������� 	 )������ 0��" �� ���"���, ���+"��/��� 	� ����
��#��7

uΔ(kΔx,(n+1)Δt)=q−1uΔ

((
k+

1

3

)
Δx,nΔt

)
+p0uΔ(kΔx,nΔt)+r1uΔ

((
k− 1

3

)
Δx,nΔt

)
, �8�

uΔ

((
k+

1

3

)
Δx,nΔt

)
=r−1uΔ

((
k+

2

3

)
Δx,nΔt

)
+q0uΔ

((
k+

1

3

)
Δx,nΔt

)
+p1uΔ(kΔx,nΔt), �9�

uΔ

((
k− 1

3

)
Δx,nΔt

)
=p−1uΔ(kΔx,nΔt)+r0uΔ

((
k− 1

3

)
Δx,nΔt

)
+q1uΔ

((
k− 2

3

)
Δx,nΔt

)
, �%��

����� �� !"� �#$%&%' �!()�* +,-�* �".� /- 0+12
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��
p−1 = p1 = β, p0 = 1− 2β;

q−1 = q1 = εβ, q0 = 1− 2εβ;

r−1 = r1 = ε2β, r0 = 1− 2ε2β.
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����	
���� �� ������������ � ��
�������������� ��	�����	
���� ���������
�� � �����	�� ������
� 	�� �
������  
����
 !"#$%� ��
����� ������
&� �����'��	��� �������� ��������� �(�� �)� � ��*�� ����
��� ����� ξ0�
ξ1 � ξ−1+ ,�� - ��
	�
�	� � ������ ��
	� Δx

3
� �
�	� ��������

ξ0 −Δx
3

0 Δx
3

p p−1 p0 p1
,

ξ1 −Δx
3

0 Δx
3

q q−1 q0 q1
,

ξ−1 −Δx
3

0 Δx
3

r r−1 r0 r1
. ��"�

.������ ε # ���������� ����
(
ε = cos π

3
+ i sin π

3

)
� 	� ��
����� �����

ξ1 � ξ−1 ����
�
�	� ��� ��
�/��
��� ��
������������0+ ,�
����
 �����

ξ0 �� 0 < β ≤ 1

2
- ��	� ������������ � ��
������ �����+

1�������	� ������� �(�� �)� � ��*� �������	� ������ ��
��������������� 2��3
�
��� �
�	�� �� ����������� ��
	��

{
lΔx
3

}
+ 4� ����� �����
 uΔ

(
lΔx
3
, nΔt

)
��	�����	�-	��� �� ���������	� ���
�����������	�� 2���
���� �
�	�� � �����	
�
�� nΔt ��
0��	�� � 	���� � ������
	�� lΔx

3
+ ���&���� �
�	�� ���2�3

�
-	��� � �����	 �
��� ��
	�� Δt+ 5
�� 2���
��� ����������� � ����	��� ��

�������� ������� 6���������	�6 ���&���� �
��'
	� ��� �������
0��'���� 2��3
�
���� �
�	��+ ��
0������� �
����
�� � �����	 �
�� nΔt � 	���� � ����3
��
	��

(
k + 1

3

)
Δx� 6���������	�6 ���&���� �
 �
� Δt �
 Δx

3
����� �������-

q−1� ���&��
	�� ����� �
 ������ Δx
3
� 	���

(
k − 1

3

)
Δx �
 �
� Δt �
�	��


2��� � 6���������	�6 r−1+ 4� �
�� 	
�� 2���
��� - ��������� � ��'� 2�	
��������� �
������  
����
 �� ��
��������������� ������+
 �'��� �	
�
� �
����
 - ���� ��
	�

{
lΔx
3

}
+  
	���� ����0���

	
���� �
����
  
����
 - �
	��� P +

. . . −3 −2 −1 0 1 2 3 . . .

P =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
+++ p0 0 0 0 0 0 0

+++
+++ q−1 q0 q1 0 0 0 0

+++
+++ 0 r−1 r0 r1 0 0 0

+++
+++ 0 0 p−1 p0 p1 0 0

+++
+++ 0 0 0 q−1 q0 q1 0

+++
+++ 0 0 0 0 r−1 r0 r1

+++
+++ 0 0 0 0 0 p−1 p0

+++
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

. . .

−3
−2
−1
0

1

2

3

. . .

��7�

 
	��� P - 	���
���
������ ���
 ������	�� ���������� �� ����
 �����3
��- ������ �� ���		� ��������� �	����� � �
- ��� ��
�	���	� �	�0
�	��0
�
	���� ���������0 ��
���� ��������� �
����
�  
����
+
� ��8��� 2���� ���
 ��������
- ������� ��
������� 2���
��� �� ����� ��3

�
	�� 2���
��� � ���� �� ������ � �
8�� ��	�����	
��-� �������0 ��������
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� ��� ��� �
�� ���������
� ������� ��
� ��������� � ���
���
� ����� ����
�� P �
������� �� ��� ���
 ��� �� ��� �
�� ���������� ����������  �� ������

���������
� ������ ��� �����
� ���� ����
�� P 2� !�������� �
������ �
������� �� ��
� ��
�
 � �� �� ���
�
"� ������� ��� �
����� �������� ��� ������#���� ����
���
�
 �������


���#����
� ������� � ��������# � ����� ����
�� ���	$ �����$ � ����� �
�
���
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