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% �($�� $�%"�!, !*( �($ !% -/"� &!$��  ��(  �� $�%"�!, !*( *+ !%*-*�,�!%-% *+ )�*/, GL (n,R) 0
n ≥ 4 0 &�!"� ��% 1��( $*(� 12 ��9� :*#/1"�!;*-�
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TK?H?F�� m ∈ EndW 0 m2 = 0 �JU?��AJV� >=<��EHM? A � F��J<�K�FM? LE�K� s1, s2 E A ∈ G
��QE?0 L�> ΛA = 1 + s1m E E@ <�A?F��A� ΛAΛB = ΛBΛA 0 B ∈ G �K?OJ?�0 L�> As2B = BAs2 �
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�#�$�%&�� %�����&�� ����"� �������� ������!����� �����' (�)� * ���
�����+����� �������� �������,����� � $������� 
- ��������"��� ��$��'
E (n,R) ⊆ G ⊆ GL (n,R) . 
���� 3 ∈ K∗ . n ≥ 4 � ��$��$ GL (W ) ��� �����
����"�'�� ����#������'�� 
��"#��� � � � ���������������

/��$0����� �������� �������,����� � $������� 
- �������� ����� +����

��. 0�� �������� ������,����� 1��2 ��$��. ���$0����� 3��� 4��$�0�
�� (�).
���
��"
$ ����
� �� ���
�� �������,��� Λ : G → GL (W ) ��$��' G � $����
���� 
- �������� ������,������ 5���� ���� ��������������� ��������"���
��$��� E (n,R) ⊆ G ⊆ GL (n,R) . 
������ ��!�� �� �����!��" ���2 ������
���"�'2 �����6#��� 7��$������ ��
����'2 1�������� � ��$��� � ��0�� ������
$���!���� �������� �������,����� �����0�'2 ��$�� ����� ��2���
� �������
+����� 8�� ����$0+�� ������� ����������� ��� �������� �������,����� ���
���0�'2 ��$�� ���'2 ������������. ������ �� 
����'2 � ������&�� ����� ��
������'�

%������0�'� �������,��� Λ : G→ GL (W ) . E (n,R) ⊆ G ⊆ GL (n,R) ���
����#������'� 
��"#�� � � � $������������ $������ 
- . ���� ��� ��������"�
���� ���$������ ���"���������� 1������� m ∈ EndW . m2 = 0 �$&����$6�
�������'� � � ���$���"�'� 0���� s1, s2 � A ∈ G ��
��. 0�� ΛA = 1+ s1m � ��
��������� ΛAΛB = ΛBΛA . B ∈ G ����$��. 0�� As2B = BAs2 �

* 0��������. $������ 
- $������������ ��������"�'� ������,��� ��$��'
G �� ��$��$ GL (W ) � ��� 1���� �������0�� ����!��" s1 = s2 = 1 � ������"���
���"�� ���. 0�� 1 +m ∈ GL (W ) �

��JQ� A!�FEQ �XG><>O JFW�J0 YZS[0 AED� \S 5Y]7
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������� �� ����� � � � 	 
�����
��
��� �����
 � �� E (n,R) ⊆ G ⊆
GL (n,R) � n ≥ 4 � � 	 ��
�� �	������� ����������� Λ : G → GL (W ) ���
	
���
����� ����
�� �� ! "���
 ��#���
�$� %�������� & � ' ������ � � ���	
������� g : W → L⊕ · · · ⊕ L︸ ︷︷ ︸

n

⊕P �
���� (��

Λ (x) = g−1
[
δ (x) e+ ν (x)−1 (1− e) + e1

]
g � ��� x ∈ E (n,R) � δ 	 ������	


�� ����������� � ν 	 ������
�� 
�������������� �����
 Rn � ��������

�	
��� ������
�� ������������� δ : R → End (L) � ������
�� 
����������	

������ ν : R → End (L) ����
����
���� 
 ������ End

(
L⊕ · · · ⊕ L︸ ︷︷ ︸

n

)
� ) 	

�����
����� ����%����� %�������
 δR �����
 End (L) � � 	 ������
 �����


End

(
L⊕ · · · ⊕ L︸ ︷︷ ︸

n

)
� * e1 	 ������
 �����
 End (P ) !

	���
���� �� +��� ��%���������� %���%���,���� (�� 2 ∈ R∗ � �� �����	
�
 
���
 %�� n ≥ 3 ! -��� �������
� ����

���� �����,
��� %��
�� (
���
�
.���! +��� n = 3 � 2 /∈ R∗ � �� ��#���
�$� ����
��
����� ������������!

"�
������ �	����
�� � �
� + �����
��� #
������ 	�� ���
����� � �����
��
 ��� ��� ����������� ��
� �� ��������� 	���� ������� � ����� �����
���
#
������� ���� ��
 �

�� 
���� �������

$����� �	����
���� %����
 ��� !�! ������ ��� ��������� �������������
��
 ��� � �

a =

(
0 −1
1 −1

)
� b =

(
0 1
1 0

)
� b1 =

(
0 −1
1 0

)
� b21 =

( −1
−1

)
�

t =

(
1 1
0 1

)
�

&��� / ' �������
 ��� %����
 ��� !�! ������� ��� ��������� ��
 ����
(���� ����
 ����� ��������� �	����
���� � ���
�
��� ��
 ���� ������

��� ������� ��� � �
� + �����������)*�� �����
��� #
������

����� �� +��� ���$� ����� �

����

{
xa = ax
xb = bx

���

{
xa = ax
xb1 = b1x

�

�� / 	 ��
����
� ����
���
� �
����
!

���������	
���� +�
� / ����������� � * � 0� �� / ����������� � �����'
����

a+ b =

(
0 0
2 −1

)
� a− b =

(
0 −2
0 −1

)
�

&�#���� x12 = x21 = 0.
,��
�-�
��� ��
� / ����������� � * � b1 � �� / ����������� � a − b1 =

diag (0,−1) � x12 = x21 = 0 �
.�� ����� ��������� 
�� � �	��� �
�
��� / ' ���-���
 ��� %����
 ���

�������� &����
 �� / ����������� � *� �� x11 = x22 � /�� ����
���� 
�� / '
���
����� ��������

����� ������ 
������ ������ ����� �� � !� "�#$
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A = diag (a,E) � B = diag (b, E) � B1 = diag (b1, E) � X =

(
x1 x2

x3 x4

)
�

��� �� �� b1 � 
��	��
��� ��� 	������ ��������� ����� E � ��������� 
���

	��
��� 	������ ��������
��� ���	�������� x1 � 
��	��
��� 2times2 	������ 

����� �� ���� XA = AX � �	 3x2 = 0 � 3x3 = 0 � x1a = ax1 


���������	
���� !� ��������� XA = AX ����"��� ��� � ��		"���"�� �

diag (a− E, 0) . #�$��	" (a− E) x2 = 0, x3 (a− E) = 0 �� ��� ���������� 3x2 = 0,
3x3 = 0  ��������� ��� x1a = ax1  

% ���������� ���� & � ������	�� $��	���� �� x2 = 0 � x3 = 0 � X =
diag (x1, x4) � ��� ax1 = x1a.

����� �� ���� ��
�� �
��	 ���
�����{
XA = AX
XB = BX

� �	

⎧⎨
⎩

x2 = 0
3x3 = 0
x1� ��������� �������

��� 
���

{
XA = AX
XB2

1 = B2
1X

� �	

⎧⎨
⎩

x2 = 0
x3 = 0
ax1 = x1a




���������	
���� '�������������� ������������ ��� �� XA = AX � XB =
BX ����"��� ��� (a− E) x2 = 0 � (b− E) x2 = 0 � (a− b) x2 = 0  #�$��	" x2 = 0.
(��	� $���� 3x3 = 0 �� �������� ��		� ) � x1 � ��������� 
��	��
��� ��� 	��

����� 

*��� XB2
1 = B2

1X � �� 2x2 = 0 � 2x3 = 0  +������� ��		� � �	�,� 	����

��������� 3x2 = 0 � 3x3 = 0  #�$��	" �� ����������������� � � � � B2
1 ����"���

��� x2 = 0 � x3 = 0 � ax1 = x1a  

% ���������� ���� 	������ � ��		"���"�� � � � �� �� � ��		"���"�� � � �

B2
1 � X = diag (x1, x4) � ��� x1 � ��������� 
��	��
��� ��� 	������ 

����	�
�� �� � �
��
 � ��� �	�����	� ��	� 
��� g ∈ GL (n,R) � gB2
1 = B2

1g,
�	 [g, dk] ⊂ diag (R2, Rn−2) ,  �
 dk = 1 − 2ekk ! ��� 	���"��� ������� � −1 ��
�
��
 (k, k) � � �� 	����"�#$ ��� 	���"�#$ �
���$


%�	 &��
�'�
��
 ��
�&
� �� �	 	� ��	 2g ∈ diag (R2, Rn−2) � 2g−1 ∈
diag (R2, Rn−2) . (	)�	�& g2ekkg

−1 ∈ diag (R2, 0) � [g, dk] ∈ diag (R2, E) �  �

1 ≤ k ≤ 2. ���� 2 < k ≤ n � �	 g2ekkg

−1 ∈ (0, Rn−2) � [g, dk] ∈ diag (E,Rn−2) .
� �����	��� [g, dkde] ∈ diag (R2, Rn−2) ��� *�	���	�"�#$ 1 ≤ k 	= l ≤ n 


����	�
�� �� ��
�
� 	+	����
��


t12 (r) = diag

((
E rE
0 E

)
, E

)
� t21 (r) = diag

((
E 0
rE E

)
, E

)
 �
 , ! )�
�
�� �	�"��� - � 	�����
� 
������&� .	����"�&� ������& �	!
	��
����&�/�$ ����
�	�
 ���� .	����"��� ������� � �
$ '
 ����
�	��
��	 � .	����"�#
 ������
���� t12 (r) � t21 (r) � �	��&���&
� � ����� �	
X = diag (x0, x0, ∗) �  �
 rx0 = x0r 


����	�
�� �� (&��" 0 ! *�	���	�"��� .	����"��� 2×2 ������� al = lal−1,

A = diag (a, E) , Al = diag
(
al, E

)
, XA = AX � XAl = AlX, X =

(
x1 x2

x3 x4

)
.

1	 ��

����� ��� !� �"#$%$& � '��( )��*( �!+� ,� -)./



��� �� �� ��	�
��
 �� �� ��	�
��

(a− E) x2 = 0 � (a− E) (l−1 − E) x2 = 0 � x3 (a− E) = 0, x3 (l − E) (a− E) = 0.

� ��������	� 
��	 � 
��
���
 � ������� t =

(
1 1
0 1

)
, �� (a− E) (t−1 − E) =(

0 −1
0 −1

)
	 (t− E) (a− E) =

(
1 −2
0 0

)
. ������� 	� ���
����( −1 −1

1 −2
)
x2 = 0 	

(
0 1
0 −1

)
x2 = 0

��
��
�� ��� x2 = 0. ������	��� ��
�����
���� ��� x3 = 0 � ��	 ���� x1


�����	��
� � � 	 tat−1.

����� �� ����� �� � � ��
�
��� �

������� ���� 	��	����� 
��� � ! �

"� 3 ∈ K∗ ��
	
� ��� b2 = 1 � a2 + a+1 = 0 � bab−1 = a2 � e = (1− a) (1− b) 3−1.
#����

e2 = e � eae = (1− e) a2 (1− e) = 0.

���������	
���� �������� 	
����� 
�� b (1− b) = − (1− b) 

(1− b) (1− a) (1− b) = (1− a− b+ ba) (1− b) =

(
1− a+ 1− a2

)
(1− b) =

3 (1− b) �
������� (3e)2 = (1− a) 3 (1− b) = 9e 
 e2 = e.
������

�� ������	������ 
��

(1− b) a (1− a) (1− b)=(a− a2 − ba+ ba2) (1− b) = (a− a2 + a2 − a) (1− b) =
0.

������� 9eae = (1− a) (1− b) a (1− a) (1− b) = 0 
 eae = 0. �����	�������
ea2e = e (−1− a) e = −e.
����� 	
����� 
�� (1− b) a2 + a2 (1− b) = 2a2− (a+ a2) b = 2a2 + b � �������

3 (ea2 + a2e) = (1− a) ((1− b) a2 + a2 (1− b)) = (1− a) (2a2 + b) �
��� ����� ��������� 
��

3 (1− e) a2 (1− e) = 3a2 − 3 (ea2 + a2e) + 3ea2e = 3a2 − (1− a) (2a2 + b)− 3e =
= 3a2 − (1− a) (2a2 + b+ 1− b) = 3a2 − (1− a) (2a2 + 1) = 0


 (1− e) a2 (1− e) = 0 �
�� ����� � �������� 
�� ae = (1− e) ae 
 a2 (1− e) = ea2 (1− e) .

�� �	
���
���� ���
�
���	�
� �
��������� ���������

����� �� ����� ! � ���� 	��	���
 
��� � � "� 3 ∈ K∗ � $ � �
��% ! &

������� �� � & ��
�
��� GL (W ) ��
	
� ��� a3 = b2 = 1 � bab−1 = a−1 � a 	= 1.
#���� ��'
����
� 	�����(	�� �����
% g : W → Wg � 
�����% 	��� 	��
�

	�����(	�� Λg : GL (W ) → GL (Wg) ��
�%� ��� ��
�
��� Λga � Λgb ��)��

	������	�� (���������	 ����	 ��	

Λga = diag

((
0 −1
1 −1

)
, 1

)
� Λgb = diag

((
α β

α + β −α
)
, γ

)
�

��
 α, β ∈ EndL � γ ∈ EndP � αβ = βα � α2 + αβ + β2 = 1 � γ2 = 1 �

Wg = L⊕ L⊕ P.

� ��������	� 
��	 W = R (a) � �� Λga =

(
0 −1
1 −1

)
� Λgb =

(
α β

α + β −α
)
.

���������	
����  !����

� R (a) = (a− 1)W 
 P (a) = ker (a− 1) � ��"
��� R (a−1) = R (a) � P (a−1) = P (a) 
 bR (a) = R (bab−1) = R (a) � bP (a) =
P (bab−1) = P (a) �

����� ������ ������� �����
 ����
 �� � !� "�#$



������������ �	
�����
 ����� �	� 	�����	
��������� ����� �� ���

����������	
�� ���
����� R (a) � P (a) �������� �
�����
�
�
� ��
����
���	
� � � b. ����� ����� R (a) = {ν ∈ W |(a2 + a+ 1) v = 0} � P (a) = {ν ∈ W |av
= v} , W = R (a) ⊕ P (a) � ��
�� ��� a2 + a + 1 = 0 
� ���
����� R (a) � a = 1

� ���
����� P (a) �
����	 e = (1− a) (1− b) 3−1 � ��� � ��
����� ���
��� ������ GL (W ) � ����

���
�� ��� ���
����� R (a) � P (a) �������� �
�����
�
�
� ��
������	
�
�� �� �
�� !��
�
��� �� �� � 
� ���
����� R (a) ������������� ��

� " �
eP (a) ⊆ (1− a)P (a) = 0 � eP (a) = 0 � ������
� ��

� # e2 = e � ���
����
�

� R (a) � e2 = e = 0 
� P (a) � $�� ��
������ ��� e2 = e � ���
����
� %��	��
EndW � %�����& ���������� ����� �
�� 
����� �

W = R (a) ⊕ P (a) = eR (a) ⊕ (1− e)R (a) ⊕ P (a) � ��� R (a) = eR (a) ⊕
(1− e)R (a) �
�'��
���
 L = eR (a) � P = P (a) � ���%��	%� a 	= 1 � �� R (a) 	= 0 �

( ������������ � ��

�& # aeR (a) ⊆ (1− e)R (a) � a2 (1− e)R (a) ⊆ eR (a) �
(1− e)R (a) ⊆ aeR (a) � ����������	
�� (1− e)R (a) = aeR (a) = aL �
)�
 ��
�
 ��%���
�� ��� R (a) = L⊕ aL � L 	= 0 � W = L⊕ aL⊕ P �
����	 Wg = L ⊕ L ⊕ P � g : W → Wg � ���
��*��
 
�����&� %�����&

��������
 �� ������� g (l1 + al2 + p) = l1 + l2 + p, ��� li ∈ L, 1 ≤ i ≤ 2, p ∈ P, �
Λg : GL (W )→ GL (Wg) � �
��������

�& ���������& ���
��*��
�
$�� ��
������ ��� !��
�
�� %��	�� End (Wg) 
� 
� ���'�����	 *��
��	�


�
� +,+ 
������
�

Λga = diag

((
0 a1
1 a2

)
, 1

)
� Λgb = diag

((
b1 b2
b3 b4

)
, γ

)
�

-������� ����
���� (1 + a+ a2)R (a) = 0 �������
� ��� a1 = a2 = −1 �
.� ����
���� ba = a−1b �������� ��� b3 = b2 � b4 = −b1 � �� ����
���� b2 = 1
�������
� ��� b1b2 = b2b1 � b

2
1 + b1b2 + b22 = 1 �

�'��
���
 α = b1 � β = b2 � )����

Λga = diag

((
0 −1
1 −1

)
, 1

)
� Λgb = diag

((
α β

α + β −α
)
, γ

)
��� α, β ∈ EndL � γ ∈ EndP � αβ = βα � α2 + αβ + β2 = 1 � γ2 = 1 �

��������� �	 ��	
 � � 
����� ������ ��� E (n,R) ⊆ G ⊆ GL (n,R) � 
��
� � �����
��
���� ��	��� � �� n ≥ 3 
 Λ : G→ GL (W ) � ���
���	�� ! ����
�
�
�� ! �� E (n,R) 
�"�"��#
�"� �� � 
����� GL (W ) � �������� $	�"�����
�� �� #

��
��%&
' � 	�""� ( "�)�� � *����� ��	
 n ≥ 3

a = Λdiag

((
0 −1
1 −1

)
, 1, ..., 1

)
� b = Λdiag

((
0 1
1 0

)
,−1, 1, ..., 1

)

	
 � �	���� n ≥ 4

a = Λdiag

((
0 −1
1 −1

)
, 1, ..., 1

)
� b = Λdiag

((
0 1
1 0

)
,

(
0 1
1 0

)
, 1, ..., 1

)
+

/�

� " ��
������ ��� 
����
��
�& !��
�
� � ������ GL (W ) � ����������
���0�& ����
���� a2 + a+ 1 = 0 � ��� 
������ �� b2 = 1 � bab−1 = a2 � 
� 
�

���'�����	 *��
��	
�& 
������& diag

((
0 −1
1 −1

)
, E

)
�

����	 ��� � !��
�
�� ������ GL (W ) ��%��� ��� am = 1 � bm = 1 � ab = ba �
m ∈ K∗ � )���� (ab)m = 1 � ab (R (a)

⋂
R (b)) = R (a)

⋂
R (b) �

R (a)
⋂

R (b) = R (a)
⋂

R (b)
⋂

R (ab)⊕R (a)
⋂

R (b)
⋂

P (ab) �

����� � �!"� �#$%&%' �!(��) *��+) �",� -� .*/0



��� �� �� ��	�
��
 �� �� ��	�
��

��� �������� � 	
��	��

 � ��� � 	
���� m = 2

R (a)
⋂

R (b) = R (a)
⋂

P (ab) = R (b)
⋂

P (ab) ⊆ P (ab) �

������� R (a)
⋂

R (b)
⋂

R (ab) = 0.
� 	
���� m = 3 ���������	� (b− a) v = 0 � �	

 v ∈ R (a)

⋂
R (b)

⋂
R (ab) 


(b− a2) v = 0 � �	

 v ∈ R (a)
⋂
R (b)

⋂
P (ab) .

���	��
��
���� �	

 v ∈ R (a)
⋂

R (b)
⋂

R (ab) � ��

(
a2 + a+ 1

)
v =

(
b2 + b+ 1

)
v =

(
(ab)2 + ab+ 1

)
v = 0

�
�������
����
(a+ b+ 1) (a− b) = (a2 − b2 + a− b) v = 0 
 (a2 + ab+ a) (a− b) v = 0.

������� (ab− 1) (a− b) v = 0.
��
������ ���

(
(ab)2 + ab+ 1

)
(a− b) v = 3 (a− b) v  �
������ ��� (a− b) v =

0.
!���
���� ��� �	

 v ∈ R (a)

⋂
R (b)

⋂
P (ab) , �� abv = v 
 (b− a2) v = 0.

"�� 	���� ��������� ��� � 
 � �� R (a)
⋂

R (b) ��#�� 
��$%��
�� &�%��
�'
���
 �
�(���
����
 ���%
)��


Λga = diag (X, Y ) , Λgb = diag (X, Y 2) .
�  �
������(� 	
������ ��� �� P = R (a)

⋂
R (b) ⊕ P (a)

⋂
P (b) �
������ � 
 �

��#�� 
��$%��
�� &�%��
����
 ���%
)��

Λga = diag (X, Y,E) � Λgb = diag (X, Y 2, E) � Λgab = diag (X2, E, E) �
(�� � ' 	������	���*+�� ��
�
���� ���%
)� X2+X+E = 0 
 Y 2+Y +E = 0.

�������� ��� X−E � X2−E � Y −E � Y 2−E ��
�*�	� �$%��
���
 �
�������
�
,	

 F ∈ GL (W ) 
 FP = P � Fab = abF � ��

F = diag (f, ∗) �
(�� fX2 = X2f � � ����
� fX = Xf.

-�� ��������� ��� �� �

Λg [a, F ] = diag (E, ∗) � Λg [b, F ] = diag (E, ∗) �
� �$+�� 	
����� �	

 a 	= 1 


 b 	= 1 � ��

Λga = diag (Z,E,X, Y, E) � Λgb = diag (E,Z,X, Y 2, E) �
Λgab = diag (Z,Z,X2, E, E)

X2 +X + E = 0 � Y 2 + Y + E = 0 � Z2 + Z + E = 0 �
,	

  %
 ���� F ∈ GL (W ) 
 Fab = abF � �� ΛgF = diag (Q1, Q2) , (�� Q1

������
%��� 	 diag (Z,Z,X2) .
� 	������	��

 	 ��.�
�
�#����� ��#�� 	�
����� ��� &�%��
���� ���%
'

)� X, Y, Z 
��*� �
�

(
0 −E
E −E

)
�

�� �������	
��
��� �
���������

��	�� Λ : G → GL (W ) (�����%&
�� 	 �	
��
�� /01� (�� n ≥ 4 � E (n,R) ⊆
G ⊆ GL (n,R) � !$�����
�

Λdiag

((
0 −1
1 −1

)
, E, E

)
= a � Λdiag

(
E,

(
0 −1
1 −1

)
, E

)
= b �

Λdiag

((
0 1
1 0

)
,

(
0 1
1 0

)
, E

)
= c � Λdiag

((
0 E
E 0

)
, E

)
= d �

Λdiag

((
E E
0 E

)
, E

)
= t �

����	 �� ����	 W0 
 ����
���� �������
	 �� ������� ������������

����� ������ ������� �����
 ��� 
 ��!� "� #�$%



������������ �	
�����
 ����� �	� 	�����	
��������� ����� �� ���

������������ 	��
����� �
 �
 �
 �
 �� ����� a = b = E ��� R (a)
⋂

P (b) 	= 0 ��

���
����� W0 �

���������	
���� �������� �� 	���
�����
 ����� R (a)
⋂

P (b) |W0 = 0 ���
����
�
���� ��������� � 
 �
 �������� ����� � ���

W0 = R (a)
⋂

R (b)⊕ P (a)
⋂

P (b) 


���������

R (a)
⋂

R (b) = R (a)
⋂

R (b)
⋂

R (ab)⊕R (a)
⋂

R (b)
⋂

P (ab) �

������� � ���	����� � a �� R (a) ∩ R (b) ∩ R (ab) , � ����� � a2 �� R (a) ∩ R (b)
∩P (ab) , �� �������� ��� ������ ��!� ��"������� 
 ����#
 � g : W0 → Wg

����$� ���

Λga = diag

((
0 −E
E −E

)
,

(
0 −E
E −E

)
, E

)
�

Λgb = diag

((
0 −E
E −E

)
,

( −E E
−E 0

)
, E

)
,

��� Wg % 	����� ����� ��!��	�������� 	��������$ ������ W0.
�������

Λgab = diag

(( −E E
−E 0

)
, E, E

)



��������� �������� �
 �
 � ������
��&� � ��� cac−1 = a2, cbc−1 = b2,
dad−1 = b, dbd−1 = a, �� 	�������� R (a)

⋂
R (b)

⋂
P (ab)⊕P (a)

⋂
P (b) ��������


����
������ �����
������ ��������� �
 �
 �
 �
 �
 ' ����� ������
Λgt = diag (T, ∗) �

��� � ������
���� �

( −E E
−E 0

)
� �  ���
� 
 �

(
0 −E
E −E

)
. �������

Λg [a, t] = diag (E, ∗) � Λg [b, t] = diag (E, ∗) 


()� ���
� Λ1 = ΛgΛ � A =

(
0 −1
1 −1

)
� ���		� GL (2, R) 


*���� �� 	�������� W0 
���� ����� ���������
Λ1diag

(
A,A2, E

)
= Λgab

2 = diag (E, ∗) �
� ����� ������������� ���������

Λ1diag

((
E A− E
0 E

)
, E, E

)
= Λ1diag

([(
A

E

)
,

(
E E
0 E

)]
, E, E

)
=

= Λg [a, t] = diag (E, ∗)
+�����
��� �� W0 
���� ����� ���������

Λ1diag

((
E 0

A− E E

)
, E, E

)
= diag (E, ∗) 


�� �����
& ,-. ��"�����&� ����������� �
��� s1 
 s2 � ������� �)���
��
� ����/� � 
 ����
/� h ∈ GL (n,R) � n ≥ 4 ������ ���

Λ1h = diag (T s1 , E, E) � ��� T =

(
E E
0 E

)

 hs2 ������
���� �

diag (A,A2, E) � diag

((
E A− E
0 E

)
, E

)
� diag

((
E 0

A− E 0

)
, E

)
.

����� � �!"� �#$%&%' �!(��) *���) �"+� ,� -*./



��� �� �� ��	�
��
 �� �� ��	�
��

������� hs2 �������	�
� � diag (A− E,A2 − E, 0) � diag

((
0 A− E
0 0

)
, 0

)
,

diag

((
0 0

A− E 0

)
, 0

)
. 

���	
����
���� �	��
	�� ��������
�� ��� � �����

�����
 hs2 �������	�
� � ���	��
� diag (A− E, 0, 0) �� ��� ��
�����
� � ���	��
�
� diag (A,E,E) �

��
�����
����� �� ��������
 W0

Λ1h
s2 = diag (T s1s2 , E, E)

�������	�
� � Λ1diag (A,E,E) = diag

((
0 −E
E −E

)
, ∗, ∗

)
.

��� ������
�� ��� ���	���(
E s1s2E
0 E

)
�

(
0 −E
E −E

)
�������	���� 
� ����� �
�
 ��� �
 ���� �����
���
 �	�����	
��
 ��������
��
��� �� ��������
 W0 ��

� �
��� 	��
����� R (a)

⋂
P (b) = 0 �

 ��� � ���
���
 W0 ��!	��� ������ "� ��� ��#����� �
��
 R (a)
⋂
P (b) 	= 0.

��� ������
�� ��� � �
��
 $ %&' ��������� L 	= 0.

��������� 	
 ����� W0 � ����	�
�� 
������	� �� ������� ��
������

���� ��������	��� �	������
 �� �� �� �� � � W0

⋂
R (a)

⋂
P (b) = 0. �����

a = b = E �� 
������	� W0 �

���������	
���� 

�	���� ���
��� ���
R (a) |W0 = (a− E)W0 ⊆ (a− E)W = R (a)

� R (b) |W0 ⊂ R (b) � ������� R (a)
⋂
R (b) |W0 ⊂ R (a)

⋂
R (b) . ��������� R (a)

⋂
R (b) |W0 ⊂ W0 �W0

⋂
R (a)

⋂
R (b) = 0 � �� R (a)

⋂
R (b) |W0 = 0 � ( ����� �����
�

��#����� �
��
 $� a = b = E �� ��������
 W0.
( �������
�����
 �
��� $ �)
 �������������� ���
	)�
��
� ��� ���������

R (a)
⋂
R (b)

⋂
P (ab)⊕ P (a)

⋂
P (b) ����
��� ����	������� �������
���� ��
�

�
���� �� �� �� �� �� (�!
	
� ���� ��������� � ���
���
 ��������� W0 ������
�� ���������

W = R (a)
⋂

P (b)⊕R (b)
⋂

P (a)⊕R (a)
⋂

R (b)⊕ P (a)
⋂

P (b) �

�� W0

⋂
R (a)

⋂
P (b) = 0 � ��#����� ��
������ & a = b = E �� ��������
 W0 �

�	�����
��� ��� ������
�� ��� R (a)
⋂
R (b)

⋂
P (ab) = 0 �


� ����� �
�
 ��

� �
��� !��

 ������
 ���
	)�
��
 R (a)
⋂
R (b) = 0 �

����	�
 !��
� �������� ���)
�
�
 �
��� ��� �
����� ��������� �����������

*���� �!	����� ����� ���������#� �
	��
����� L 	= 0 � ��#����� �
��
 $ %&'�
!
� �#	����
��� �!+����� ��)�� �������� ���

Λ1diag

((
0 −1
1 −1

)
, E, E

)
= diag

((
0 −1
1 −1

)
, E, ∗

)
,

Λ1diag

(
E,

(
0 −1
1 −1

)
, E

)
= diag

(
E,

(
0 −1
1 −1

)
, ∗
)

Λ1diag

((
0 1
1 0

)
,

(
0 1
1 0

)
, E

)
= diag (α, α, ∗) �

Λ1diag

((
0 E
E 0

)
, E

)
= diag

((
0 E
E 0

)
, ∗
)

����� ������ ������� �����
 ��� 
 ��!� "� #��$



������������ �	
�����
 ����� �	� 	�����	
��������� ����� �� ���

����� � � ��	
��	
���� ����
�� ������ GL (2, ζR) ������ ��	 diag (d, d) ∈
E (4, ζR) , ��� ζR � ����� �	
��� �� ���	� ��	 ����
�� diag (d, d) �	����
����

� ����
���

(
0 E
E 0

)
.

�	 ��
	�
� �� ��!������� ������
���� �
�
� s1 
 s2, 	"���
��� � �	
���
� ���
�� ��	

Λg = diag

((
E s1E
0 E

)
, E

)
�

��� g ∈ G 
 gs2 �	����
���� �

diag

((
0 −1
1 −1

)
,

(
0 −1
1 −1

)
, E

)

 diag

((
0 1
1 0

)
,

(
0 1
1 0

)
, E

)
�

#	�
���	 
���� $�

gs2 = diag

((
xE yE
zE tE

)
, l

)
�

��� x, y, z, t � %
������ �	
��� �� �� 	"���
��� ����
�� ������� ��&'��& ���
�	
��	� �� (������	 �
����� ��	 ����
�� gs2 �	����
���� � ����
��� diag (d, d, E) .
�	%�	�� Λ1diag (d, d, E) �	����
���� � ����
���

diag

((
E s1s2E
0 E

)
, E

)

 ��
����� ��������	(

0 E
E 0

)(
E s1s2E
0 E

)(
0 E
E 0

)
=

(
E 0

s1s2E E

)
� ����
���

diag

((
E 0

s1s2E E

)
, E

)
�

)�	 	�������� ��	
Λ1diag (d, d, E) = diag (∗, ∗, ∗) �

�	%�	�� 
���� ����	 ��������	
Λ1diag ([d, a] , E, E) = diag (∗, E, ∗) �

*��
	�
��	� 
��	
���� ��
	�
� �� � ��+	�
�� ��	 ��!������� ������
����
�
�
� s1 
 s2 � �	�	��� 	"���
��� � �	
��� �� h ∈ G ���
�� ��	

Λ1h = diag

(
E,

(
1 s1s2k
0 1

)
, E

)

 hs2 �	����
���� � ����
���


diag

((
0 −1
1 −1

)
, E, E

)

 diag

([
d,

(
0 −1
1 −1

)]
, E, E

)
�

��� � � ��	
��	
���� %
����� �	
��� ��
#	�
���	 
���� ,� ��"
��� � �������� � �	�������� ����
��� ����
����(

1 1
0 1

)
�

(
1 0
0 −1

)
�	
������ ��	 �

hs2 = diag (F, ∗) �
��� ����
�� F ∈ GL (2, R) 
 	 �	����
���� � ����
��� 

 �	������	�	� [d, a] .

(������	 �
����� ��	

����� � �!"� �#$%&%' �!(��) *��+) �",� -� .*/0



��� �� �� ��	�
��
 �� �� ��	�
��

[
hs2 , diag

(
E,

(
0 −1
1 −1

)
, E

)]
= diag (E, ∗) �

��� ������	�
 ��� ��		� �	
�� ���	�
���

Λ1diag (E, ∗) =
[
diag

(
E,

(
1 s1s2k
0 1

)
, E

)
, diag

(
E,

(
0 −1
1 −1

)
, ∗
)]

=

= diag

(
E,

[(
1 s1s2k
0 1

)
,

(
0 −1
1 −1

)]
, E

) �

�� �	�	
���������
�� ������ diag (d,E) � diag (E, ∗) ������	�
 ��� � ��� 
���
��	
 ����� d ∈ E (2, ζR) 
 ��	 ζR � �	��� ������ �
 ��	�� �	
�� ���	�
���

Λ1diag (d,E,E) =

⎛
⎝ M 0 ∗

0 N 0
∗ 0 ∗

⎞
⎠ 
 Λ1diag (E, d, E) =

⎛
⎝ N 0 0

0 M ∗
0 ∗ ∗

⎞
⎠ �

��������
 ��� ��	�	�� Λ1diag (d, d, E) = diag (∗, ∗, ∗) � ��		� ������������
��� �� ����
 ���

Λ1diag (d,E,E) = diag (M,N, ∗) 
 Λ1diag (E, d, E) = diag (N,M, ∗) 

��	 � ���������	� 
 � � ���������(

0 −1
1 −1

)



[(
1 s
0 1

)
,

(
0 −1
1 −1

)]



��	 s = s1s2k � ������������ ��	�	�� ������ ��
!�	�	� �"�����	���

M =

(
a b
c d

)

 N =

(
m n
−n m+ n

)



��	 ns = −sn 
 ms − sm = (s+ s2)n � #���$�� s = 1 ������	�
 ��� 2n = 0 �
#������ ns = sn ��� ������������� ��	�	��� � ������ ��

%���	� ��� ����"���� ������� diag

((
E E
0 E

)
, E

)
��� �������&���	

Λ1. ! 
����	�
���� 
 �
����	� '() 
�*	
����� ����������	 ��
�� s1, s2 
 �����
��	 �"������	 � �����	 � � ������� g ∈ G ����	
 ���

Λ1g = diag

((
E s1E
0 E

)
, E

)

� gs2 ����������� 
 ���������

diag

((
0 −1
1 −1

)
,

(
0 −1
1 −1

)
, E

)
� diag

((
0 1
1 0

)
,

(
0 1
1 0

)
, E

)
�

#������

gs2 = diag

((
xE yE
zE tE

)
, l

)
�

+�	�����
 ��� ������������ ������� ������ GL (2, ζR) ���������	� 
 ������
���� xE 
 yE 
 zE 
 tE �

#�
������ �"���� ��	�	����

gs2 
 (gs2)
diag

⎛
⎝
⎛
⎝ 0 −1

1 −1
⎞
⎠,E,E

⎞
⎠

 (gs2)

diag

⎛
⎝
⎛
⎝ −1 1
−1 0

⎞
⎠,E,E

⎞
⎠

��� �������&���	 Λ1 ������� �����������
 �� � 
����	�
���� 
 �
����	� '()
��$�� 
������
 ��� 
��� ��� ������� ������� ������������

��������
 ��� ������� a − E 
 a2 − E ������
� �"��������
 ������	�

��� xy = yt 
 zx = tz 
 yz = zy = 0 � #������

����� ������ ������� �����
 ��� 
 ��!� "� #�$%



������������ �	
�����
 ����� �	� 	�����	
��������� ����� �� ���

⎛
⎜⎝g · g

diag

⎛
⎝
⎛
⎝ 0 −1

1 −1
⎞
⎠,E,E

⎞
⎠
· g

diag

⎛
⎝
⎛
⎝ −1 1
−1 0

⎞
⎠,E,E

⎞
⎠
⎞
⎟⎠

s2

= diag
(
x3, t3, l3

)
�

�� �����	

��� �
�	
���
 ��	��	�� ��� ��	�	
�� �� � �������� ���
������

� ����� �
�	
���
 E + a+ a2 = 0 ��		� �	��� �
�	
����
Λ1diag

(
x3, t3, l3

)
= E �

���������

diag

((
xE yE
zE tE

)
, l

)
= diag (x, t, l) · diag

((
E x−1y

t−1z z

)
, E

)
����	��� ������	�	
�	� ������������� �
����� ��

Λ1diag

((
E 3x−1yE

3t−1zE E

)
, E

)
= Λ1g

3 = diag

((
E 3s1s2E
0 E

)
, E

)
�������� �	� ���

��	
�� ���
����� � �
���� 

�
�
 �� 
� ����
��� ���

Λ1diag

((
E yE
zE E

)
, E

)
= diag

((
E E
0 E

)
, E

)
�

��	 yz = zy = 0 �

!�	���
�� ���

(
E yE
zE E

)−1
=

(
E −yE
−zE E

)
�

���
 	�� ��� n = 0."�� ����� ���	#����	� ����� 	
�	� ��	�	
��� diag (d,E,E) ,

��	 d ∈ E (2, ζR) 

 �
����� diag

((
E yE
zE E

)
, E

)
. $�
�� ���

diag

((
E yE
zE E

)
, E

)diag(d,E,E)

= diag

((
E dyE

zd−1E E

)
, E

)
% �
��� ����
	

Λ1diag

((
E dyE

zd−1E E

)
, E

)
= diag

((
E MN−1

0 E

)
, E

)
&�	���
�	��
�� ��		� �	��� �
�	
����

Λ1diag

((
E (d− E) y

z (d−1 − E) z E

)
, E

)
= diag

((
E MN−1 − E
0 E

)
, E

)

'�	�	
�� (
0 (d− E) y

z (d−1 − E) 0

)
�

(
d− E 0

0 0

)
������������ 	��� (d− E)2 = (d−1 − E) (d− E) = 0. % �
�	���	 �
���� ��	�	
(

�
 � �� 
� ����
�� �
�����

(
1 1
0 1

)
.

����� � �
��
	#)	� � ���� � ������
	� t =

(
1 1
0 1

)
� % �
��� ����
	

diag (t, E, E) = diag (M,N, ∗) � ��	�	
��
diag

((
E MN−1 − E
0 E

)
, E

)
� diag (M,N, ∗)

�
� 	 ������������ �������

M
(
MN−1 − E

)
=
(
MN−1 − E

)
N �

'�� ��

�
	�� ���

����� � �!"� �#$%&%' �!(��) *��+) �",� -� .*/0



��� �� �� ����	
�� 
� �� ����	
�

(M −N)2 = 0 �
�������	
 ��	 (

0 −1
1 −1

)(
1 1
0 1

)
=

(
0 −1
1 0

)
�

�	
�	��

Λ1diag

((
0 −1
1 0

)
, E, E

)
= diag (aM,N, ∗) �

����	�������	 ����� ����	 ���������

Λ1diag (−E,E,E) = diag (aM,N, ∗)2 �
diag

((
E yE
zE E

)
, E

)diag(−E,E,E)

= diag

((
E yE
zE E

)
, E

)−1
.

�	��� �������� �	�	�	������ Λ1 �� �	������	� ��������	 �����

(aM)2 = −N2 �

�	��	���� diag (−E,E,E) �	��������� � diag (F, ∗) 
 �	 N2 �	��������� � ��

�	
�	�� n2 = 0 � N2 = m2 � ����	�������	


aMaM = −m2E 
 (M −mE)2 = 0 
 M2 − 2mM = −m2E 


��� � �	��������� � 
��������� �� �	
�	�� �	��� �	�������� �� � �	������


��	

aMa = M − 2mE �

�� �	������	�	 ��������� �������
 ��	

M =

(
a b

a+ b− 2m 2m− a

)
�

�� ��������� MN = NM �������
 ��	 am−ma = na 
 bm−mb = bn � �	��	����
am−ma = a (a+ 1)n � bm−mb = b (b+ 1)n 
 �	 a2n = b2n = 0 �

 ������	 ������
 ��	

M −N =

(
a−m b− n

a+ b− 2m+ n m− a− n

)
�

�� ��������� (M −N)2 = 0 �������
 ��	
(a−m) (b− n) + (b− n) (m− a− n) = 0.

�	
�	�� ab− an−mb+mn+ bm− ba− bn− nm+ na+ n2 = 0 �
���	����� �!"��	������!� ��������� �����
 ��	

ab = ba �
�	��	���� � # 	$������� �����%�
 �	 ���������� 
������! � � � � �	��%� �

�����
 ��	

au+ bv = 1 �
�	
�	�� abn = (a2bu+ ab2v)n = 0 � an = (a2u+ abv)n = 0 
 bn = (abu+ b2v)n =
0 � �����	
 ��������� an = bn = 0 �	��	&�!� �	���	 ��� n = 0 � '�� ���!�
�	�����	
 ��	 n = 0 
 sm − ms = s (s+ 1)n = 0 
 �	 ���� � # 
������ %�����

�	��%� �
 m4 = 1 �
(�	�� 
�	�	 �� ��������� (M −N)2 = 0 �������
 ��	

a2 + b2 + ab− 2ma− 2mb+m2 = 0 �
)!������(

0 −1
1 −1

)
M −M

(
0 −1
1 −1

)
=

(
2m− a− 2b 2a+ b− 2m

a− b a+ 2b− 2m

)
�

��	�����
 ��	 �	�������� �����%� 	$�������� �	��	���� 
������! �� ��

� �	����	 �	���������
 �	 �	����	��	 �$������� � 	$�����	��� �� 	�����#

�������  ���	&�!� �!�������� �	���!����
 ��	 	����������� �!"��������	�

����� ������ 
������ ������ ����� �� � !� "�#$



������������ �	
�����
 ����� �	� 	�����	
��������� ����� �� ���

������� ���	
���
 m2 �
 �����������	�
 
��
���
 ��������� �����	����

������� �����	�[(
0 −1
1 −1

)
M,M

(
0 −1
1 −1

)]
− E =

((
0 −1
1 −1

)
M −M

(
0 −1
1 −1

))
×(

0 −1
1 −1

)−1
M−1


��
���
 ����������

����� �����

Λ1diag (−E,E,E) = Λ1diag

((
0 −1
1 0

)
, E, E

)2

= diag

((
0 −1
1 −1

)
M,N, ∗

)2

=

= diag (−m2E,m2E, ∗)
�������

 ���

(
0 E
E 0

)( −E
E

)(
0 E
E 0

)
=

(
E

−E
)

= −
( −E

E

)
��������
 ���

Λ1diag (E,−E,E) = diag
(
m2E,−m2E, ∗) �

� ����	����


Λ1diag (−E,−E,E) = diag (−E,−E, ∗) �

�� ������� 	 
������
����
� ���
��

��

� �� ����� Λ : G → GL (W ) ������	
��� �	�

� E (n,R) ⊆ G ⊆
GL (n,R) , n ≥ 4 ���������	����� ������� ���� ����� R (a)

⋂
R (b) = 0.

���������	
���� ����� ������	�
 ���

Λ1diag

((
1 1
0 1

)
, E, E

)
= diag (M,mE, q) 


��� q ∈ GL (P ) 
 P = R (a)
⋂
R (b) ⊕ P (a)

⋂
P (b) 
 �  ��	�����	�! �����	�

������ �


[(
0 E
E E

)
,M

]
−E  ��������
 "������	�
 �������� ����� �����


��� ����	���	�
 ��#	����
 ��$	� �������
 ���

Λ1diag (a,E,E) = diag (a, E, a, E) 
 Λ1diag (E, a, E) = diag (E, a, a, E) �

�������

 ��� �����	��

diag (t, E,E) � diag (E, t, E) 
 ��� t =

(
1 1
0 1

)
���������%�
 ��������
 ��� � ����������� � diag (a,E) � �������

Λ1diag ([a, t] , E, E) = diag ([a,M ] , E, E,E)

&� �	������	�' �����$��	�! �������
 ���

Λ1diag (E, [a, t] , E) = diag (E, [a,M ] , E, E) �

(�� ����� ������	�
 ���

Λ1diag ([a, t] , [a, t] , E) = diag ([a,M ] , [aM ] , E, E) �

�������

 ��� diag (t, E) ����������� � diag ([a, t] , [a, t] , E) ��������
 ���

Λ1diag (a,E) ����������� � diag ([a,M ]− E, [a,M ]− E, 0, 0) � ������� ����� 

����� ���� � �!"#$#% ��&��' ()�*' � +� ,� -(./



��� �� �� ����	
�� 
� �� ����	
�

���� � ������	� 
���

������ ����	
������ Λ1diag (a,E) � �����	�� 	����
	��
� � �� ��������� � �������� Λga � Λgb ������	� ��
�
����
� R (a)

⋂
R (b) =

0 � �����	�� ��
����
[tijtij (−1) , tjk (1) , tij (1)] = tik (−1) �


� ���� ��� 1 ≤ i, j, k ≤ n � ����
�� 
���
���� �
	���
tij = tij (−1) tji (1) tij (−1) = tji (1) tij (−1) tji (1)

�� ��������� � 
���� ��	�� 
����	���

Λ1diag (tij (1)) = E

��� �	�� 1 ≤ i 	= j ≤ 4 �
 �� 	���� ��!������ ��� ��� �	�� 1 ≤ i 	= j ≤ 4

Λ1diag (tij (1) , E) ∈ diag ((EndL)4 , E) �
��� Wg = L⊕ L⊕ L⊕ L⊕ P �

"�� ��������� ��� ��	������� 
�		���
��� 	����#� !���� P = 0 � Wg = L ⊕
L ⊕ L ⊕ L 
 ������
�
�� Λ1 ���$
�%��� �
���� E (4, R) ⊆ G ⊆ GL (4, R) �
!���&� ��
������� '(' ���

& ��� !���&�� EndL 
 ������	� ������
�
����
	 �	���
�� )*+� ,�	�� ��
��$�������
� ��������� ���

Λ1diag (t12 (1) , E) = mdiag (M,E) � Λ1diag (a, E) = diag (a,E) �

Λ1diag (b, b) = diag (α, α) � Λ1

(
0 E
E 0

)
=

(
0 E
E 0

)
�

��� � � &���
�����# ������� !���&� EndL �

M =

(
x y

x+ y − 2 2− x

)
� t =

(
1 −1
0 1

)
� a =

(
0 −1
1 −1

)
� b =

(
0 1
1 0

)
�

m4 = 1 � xy = yx � x2 + xy + y2 − 2x− 2y + 1 = 0 �

�� �������	
� 	���
��	
� ������� ��
	
�	�� ���	�����
�

,� ������

 	 ���	!��
�� �
��$
��� ���

&� diag

((
E E
0 E

)
, E

)
��#���

�$
�� ���

&�

(
E E
0 E

)
�

 ������
�
��� Λ1 �

,
������%
�� ���

Λ1t13 (1) t24 (1) =

(
A B
C D

)
�

��� �� �� �� � � �������� !���&� (EndL)2 �
,�	!���!� �������� diag (t, t) 
 diag (a, a) !�����

��� 	 t13 (1) t24 (1) � ��

� 
 	 !�����

��� 	 ���������
 �� �� �� �� -�
�� ����� ��� ��������

t13 (1) t24 (1) =

(
E E
0 E

)
� t13 (1) t24 (1)

diag(a,E) =

(
E a
0 E

)
�

t13 (1) t24 (1)
diag(a2,E) =

(
E a2

0 E

)
����
�� !�����

���� �������� 
����	���(

A aB
Ca2 D

)(
A B
C D

)
=

(
A B
C D

)(
A aB
Ca2 D

)
�

.�
������ ��� a− E � �$
��
��� ���

&�� �����
� 
����	���
BC = CB = 0 � CA = DC � AB = BD, A2B = BD2, CA2 = D2C.

,�	!���!� a2 + a+ E = 0 � ��

E = Λ1

(
E E + a+ a2

0 E

)
=

(
A B
C D

)(
A aB
Ca2 D

)(
A a2B
Ca D

)
=

����� ������ 
������ ������ ����� �� � !� "�#$



������������ �	
�����
 ����� �	� 	�����	
��������� ����� �� ���

(
A3 0
0 D3

)
�

�������	��
��� A3 = D3 = E 


Λ1

(
E −E
0 E

)
=

(
A B
C D

)−1
=

(
A2 −AB
−DC D2

)
�

��� ����� ��������� �	�

Λ1t14 (1) = Λ1 [t12 (1) , t13 (1) t24 (1)] =

[(
M

E

)
,

(
A B
C D

)]
=(

A MB
CM−1 D

)(
A2 −AB
−DC D2

)
=

(
E X
Y E

)
�

��� X = (M − E)A2B � Y = (M−1 − E)D2C � XY = Y X = 0 � � �����	
���	
� � 
 �

Λ1t24 (1) =

(
a 0
0 E

)
Λ1t14 (1)

(
a2 0
0 E

)
=

(
E aX
Y a2 E

)
�

�� ������	�� [t12 (1) , t24 (1)] = t14 (1) ������	� �	� t12 (1) t24 (1) t12 (−1) =
t14 (1) t24 (1) �

���	��� (
E MaX

Y a2M−1 E

)
=

(
E (a+ E)X

Y (a2 + E) Y a2X + E

)
�

�������	��
���
Y a2X = 0 � Y aX = −Y (1 + a2)X = 0 � 0 = (Ma− a− E)X = (M + a) aX �
������
���

Λ1t23 (1) =

(
a 0
0 a

)
Λ1t14 (−1)

(
a2 0
0 a2

)
=

(
E −aXa2

−aY a2 E

)
�

Λ1t13 (1) =

(
E 0
0 a

)
Λ1t14 (−1)

(
E 0
0 a2

)
=

(
E −Xa2

−aY E

)
.

��� ����� ��������� �	�

Λ1t13 (1) t24 (1) =

(
E − aXaY aX −Xa2

Y a2 − aY E

)
�

���	��� A = E − aXaY � B = aX − Xa2 � C = Y a2 − aY � D = E � �����
�	� (A− E)2 = 0. �� ������	�� A3 = E ������	� �	� A = E � � ����
	 XaY = 0

 Xa2Y = X (−1− a)Y = 0 � X = (M − E)B � Y = (M−1 − E)C, MX = X,
MY = Y, Y = −(M − E)C, X2 = 0, XaX = X, Xa2X = −X, Y 2 = 0, Y aY = Y,
Y a2Y = −Y.

��� ����� ��������� �	�

(Λ1tij (1)− E) (Λ1tpq (1)− E) = 0

��� ���� 1 ≤ i, p ≤ 2 � 3 ≤ j, q ≤ 4.
�� �	��� ��!��"��
�� �� �	
 ������	�� !�������� �	� ��
 
��#	 ���	� ���

���� 1 ≤ i, j, p, q ≤ 4 � ��� i 	= j � j 	= p � p 	= q � q 	= i � �� �	��� �	���"���
�� ���
!������� � $%&� �"� ������	 �!
���
� �������'
����� (������ �� !���"��� ���
���!��
�����)
�
 ��)�
���"������ ��"�� ��!������	����� �����)
	
 �!
��*
�
� �������'
���� ��	�
���� ���!! ��� ����+
�	
����
 ���
+��
�

�� ������	�� Λ1t12 (1) = diag (mM,mE) ������	� �	�

Λ1t34 (1) =

(
0 E
E 0

)
diag (mM,mE)

(
0 E
E 0

)
= diag (mE,mM) �

��!����� ������	�� (Λ1t13 (−1)− 1) (Λ1t34 (−1)− 1) = 0 ��	�
+� 

����� ��� !� �"#$%$& � '��( )*�+( �!,� -� .)/0



��� �� �� ����	
�� 
� �� ����	
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Λ1diag

(
1,

(
0 1
−1 0

)
, 1

)
��������	 �
� (Λ1t12 (1)− 1) (Λ1t34 (1)− 1) = 0,

(mE − E) (mM − E) = 0 �
��
������

mM − E =

(
mx− 1 my

mx+my − 2m 2m−mx− 1

)
	


� (m− 1) y = 0 � (m− 1) (x− 2) = 0 � ������� �����

�� x2 − 2x+ y2 + xy −
2y + 1 = 0 �� m− 1 ��������	 �
� m = 1 	
Λ1t12 (1) = diag (M,E) 	 Λ1diag (−E,E) = diag (−E,E) , Λ1t34(1) = diag(E,M),

��� M =

(
x y

x+ y − 2 2− x

)
	 (M − E)2 = 0, M +M−1 = 2E.

�� �����

��(
0 1
1 0

)
=

(
1 1
0 1

)(
1 0
−1 1

)(
1 1
0 1

)( −1 0
0 1

)

�����
	 �
�(

0 E
E 0

)
=

(
E B
C E

)(
E −C
−B E

)(
E B
C E

)( −E 0
0 E

)
.

���
��� E = B2 + C2 	 B −B3 = BC2 = 0 	 B − C = E, X + Y = M − E.
���������� �����

�� �������
	 �
� B2 = B �����

� ������
��
���
��� 
���� ��������	 �
�

Λ1t13 (1) t24 (1) =

(
E E
0 E

)
B +

(
E 0
−E E

)
(E − B) .

�
��	 �
� X = (M − E)B 	 Y = − (M − E)C = (M − E) (E − B) � � ����
��
����
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���&	
�
� B = diag(e, e). ��
������ ����
 ��

� ���������� �����%� � 
��� �������

��
��

E = a (M − E)− (M − E) a2

��
���� ����%����
 '�( ������ ���������� ������ W, 
� 
����

� �� 
�����
�����	

Λ1tij (1) = tij (1) e+ tji (−1) (1− e)
��� �
�( 1 ≤ i 	= j ≤ 4 �

)������
�����	 
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Λ1tij (1) = diag ((tij (1) e+ tji (−1) (1− e)) , e1) 	
��� e2 = e 	 e21 = e1 ��� �
�( 1 ≤ i 	= j ≤ n.
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