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It is investigated the possibility of construction of the asymptotic solution of the optimal con-
trol problem by process which is describing by linear singularly perturbed system of differential
equations with degenerate matrix of derivatives in the case of simple elementary divisors. It was
obtained the conditions of the existence and uniqueness of the solution of this problem and its
asymptotic is constructed in form of power series with degrees of small parameter. For this pur-
pose it was used the results of asymptotic analyses of the general solution for the degenerated
singular perturbed linear systems of differential equations.
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εhB(t, ε)
dx

dt
= A(t, ε)x+ C(t, ε)u, ��$

J =
1

2εh

T∫
0

(D(t, ε)u, u) dt→ min
u
, �	$

#��� '��������� ������� & �����

x(0, ε) = x1(ε) �)$

� ����
x(T, ε) = x2(ε) �*$

&� +�������� '������ ,��� T - �� A(t, ε) . ����� ��������� �����(# n�"�
'��#���- C(t, ε)- D(t, ε) . (n ×m) �� (m ×m)������( ��'�����- x(t, ε) . n�
������� ������ �����- u(t, ε) . m�������� ������ ��������#- ε ∈ (0, ε0] .
�� �� '�������/ ε0 � 10 h ∈ N - t ∈ [0;T ]�

1����� '��'������- 2� ������3���# ��� �����/
1◦ �����( A(t, ε)- B(t, ε)- C(t, ε)  D(t, ε) ��'����3�� �� ���&�� [0;T ] ���

����� ����'����,� ��&������# &� ���'��#�� �� �"� '��������/

A(t, ε) ∼
∑
k≥0

εkAk(t), B(t, ε) ∼
∑
k≥0

εkBk(t),

C(t, ε) ∼
∑
k≥0

εkCk(t), D(t, ε) ∼
∑
k≥0

εkDk(t).
��$
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2◦ ���������	
 Ak(t)� Bk(t)� Ck(t)� Dk(t)� k = 0, 1, . . .� ���
���� ��� �������
����� �
������������ �� [0;T ]�

3◦ ���	��
 ����	������ � ��������� �	���� ����� !	��"  �
�#"�� ���
�
����

x1(ε) ∼
∑
k≥0

εkx
(1)
k , x2(ε) ∼

∑
k≥0

εkx
(2)
k . �$�

4◦ %&'B0(t) ≡ 0� ∀t ∈ [0;T ]�
5◦ (���
��� �)"�� *�	�
��

A0(t)− λB0(t) �+�

�� ������ [0;T ] *�� n−1 ����	
, ��������
, �#�*��	���
, ��#��
��� λ−λi(t)�
i = 1, n� � ��
� - ����������
��

6◦ .&λi(t) < 0� ∀t ∈ [0;T ]�
7◦ λi(t) + λ̄j(t) �= 0� ∀t ∈ [0;T ]� i, j = 1, n− 1�

8◦
(
(B1(t)G(t)B1(t)− B2(t))ϕ̃(t), ψ̃(t)

)
< 0�

(
B1(t)ϕ̃(t), ψ̃(t)

)
≡ 0� ∀t ∈ [0;T ]�

�� ϕ̃(t) - �#���
� ���	�� *�	�
�� B0(t)� /� ���������� 00 � #����* �#����* 
������!� ψ̃(t) - ���������
� �#���
� ���	�� ���"����0 *�	�
�� B∗0(t)� G(t) -
������������� *�	�
�" �� *�	�
�� B0(t)�

9◦ 1�	�
�" D0(t) - ������#
�� �� �����* ���*��� [0;T ]�
10◦ 2�#��	� ��� �	
*
, ������ �#" ��� ����" u(t, ε) �����	��"   ��* ��

���
* m3�
*���
* ����	���*�
4 ����	�, 567 	� 587 ���#"��#
�" ���#������ ����� ��	
*�#����� ��� ����"

�  *��
 �
���� �����	� *�	�
�� ��
 ��,���
, 	� �
�������  *��
(
B1(t)ϕ̃(t), ψ̃(t)

)
< 0, ∀t ∈ [0;T ]. �9�

:���  567 ��� ������ ���)"�� ����� �  *��
 �
���� �����	� *�	�
��  ��
�
	���0 "���	�  �
���� ����	��� ����	� � � � 587 ���#"� 	� �
����� ���	����
����������� 	� ����	��� ������������� �#�*��	���
, ��#��
����

;��#"��*� ���	��#�� ���� ��	
*�#����� ��� ����"  �
���� � ��#

 *��� �9� �� �
��� �	��"� �#� *�� *���� ���������<���" 8◦� =��#������" ����
#��" ������	
 � ����*���! �
���
�	���" �� #�	�	�� ��
*�	�	
����� ���#� 
���#����� ���)"� �
�� #"��� � ���
, �
�	�*  �
�������"*
 ������ 	
� �
���������� � ����	�, 5>7� 5?7�

@� ���
,  *�� � ��*� < ��	
 ��� ����" u(t, ε) 	� ��������� 	����	���!
x(t, ε)  �
�#"�� ���
���� � �	����"*
 *�#��� ����*�	���

A�����!�
 �� �
��������	� *�	�
�� B(t, 0) = B0(t)� "� ������� � 5>7 �
�
������"  *��
 8◦ *�	�
�" B(t, ε) ������#
�� ��
 ���
	� *�#
, ε > 0� :�* 
�� ����� �6�� �8� *���� ��	�� ��	
 ��
��
� *���
* * B�C� D��	�"���� 5�7�

D�� � �*� � ����! (�*�#�	��� H(t, x, p, u)=ε−h(A(t, ε)x, p)+ε−h((t, ε)u, p)−
− 1

2εh
(D(t, ε)u, u), �� p - n��
*���
� ���	�� ���"���
, *���
,� =#" *���*��

���0 ��
	���" �8� ����,����� /�� EFG%uH = ε−hC∗(t, ε)p − ε−hD(t, ε)u = 0,
d
dt
(B∗(t, ε)p) = −EFG%xH = −ε−hA∗(t, ε)p.
2����
*� �
�	�* ����"��

εhB(t, ε)
dx

dt
= A(t, ε)x+ C(t, ε)u,

εhB∗(t, ε)
dp

dt
= −

(
A∗(t, ε) + εh (B∗(t, ε))′

)
p, 0 = C∗(t, ε)p−D(t, ε)u.

�H�

����� ������ ������� ������ ��� � ��!� "� #�$%



����������	
 �������		� ������ ��������	��� �
���		� � � � ���

������ (2n +m)������	�
 ����� y(t, ε) = ���(x(t, ε), p(t, ε), u(t, ε)), ��������
	���		� ��� �������� � �������

εhB̃(t, ε)ẏ = Ã(t, ε)y, ����

�� ���� � Ã(t, ε)! B̃(t, ε) ��"��#�$%�� � ������� �������&	�' �����	�	%

Ã(t, ε) ∼
∞∑
k=0

εkÃk(t), B̃(t, ε) ∼
∞∑
k=0

εkB̃k(t), ����

� ���'

Ãk(t) =

⎛
⎝ Ak(t) 0 Ck(t)

0 −A∗k(t)− (B∗k−h(t))
′ 0

0 C∗k(t) −Dk(t)

⎞
⎠ , B̃k(t) =

⎛
⎝ Bk(t) 0 0

0 B∗k(t) 0
0 0 0

⎞
⎠ ,

(k = 0, 1, 2, . . .)! ( "��&	� ���� �! �� �������� 0 ���	�&�	� 	��%��� "����
��������	�' ��������) *��
��� ����� �+�! �,� ������ � �������-

My(0, ε) +Ny(T, ε) =

(
x1(ε)
x2(ε)

)
= y0(ε), ��.�

M =

(
E 0 0
0 0 0

)
, N =

(
0 0 0
E 0 0

)
.

/���� &�	��! ����&� ������%	��� ������		� ���0�.� �����%�� �� ����&�
����1 ���
���1 ����&� ����! ��.�)

�� ������	
�� ������� �� ���� ���������

2����%�� � ����� 8◦ �������3! 4� ���� � B(t, ε) 	����"���� ��� ���' ∀t ∈
[0;T ] � ����% ����' ε! �����		�' ��� 	���! �

567
(
Ã(t, ε)− λB̃(t, ε)

)
= 567(A(t, ε)− λB(t, ε))567(−A∗(t, ε)−

−εh(B∗(t, ε))′ − λB∗(t, ε))567(−D(t, ε)) = (−1)m
[
567B(t, ε)567B∗(t, ε)λ2n+

. . .+ (−1)n567A(t, ε)567(A∗(t, ε) + εh (B∗(t, ε))′)
]
567D(t, ε),

��� 568567
(
Ã(t, ε)− λB̃(t, ε)

)
= 2n = 9:;<B̃(t, ε)! ∀t ∈ [0;T ] � ����% ����'

ε > 0) 2#�! ������ ���� � ��#	� �����#�	�$ ���� �$ B̃(t, ε) ��� ���
'��	�' �������%	�3 ������
 =��	������	% ��� 11 �����%	�
 ����>���� ����3
��"�$ ��	�
	� ���"�	� �$ 2n ��	�
	� 	�����#	�' &���		�' ����>�����)

?� ������� ���	�&	�1 �>���� ���� % Ã0(t)−λB̃0(t) � ���� 5
◦! 6◦ �������3!

4�  � �>���� �������	�! � 11 ����� ����% ��� ����� ���	&�		�' �����	��	�'
���%	����- λ−λi(t)! i = 1, n− 1@ λ+λj(t)! j = 1, n− 1 � m+2 �����' 	����	&�	�
	�' �����	��	�' ���%	����) A� ��	��� 	����	&�		��� �����	��	��� ���%	���
���������3 ���� ������ �����	��%	�� "����� ����&	�1 �>���� Ã0(t)− λB̃0(t)!
� m �	��' ( ��%��� 11 �����	��%	��� "����)

B� �������3 � ����1 �������&	��� �	������		� ��	�
	�' ��	�����	� �"��
��	�' ����� � �����#�		��� C+D! ��� ��#	��� �� 2n − 2 ���	&�		�' �����	�
��	�' ���%	���� ��#	� ��"������ �� ��	��� ����>���� ������ ����) E�� #
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��� �� �� ��	�
���

����� �� ���	��
��� 2n ��������� ��
����
������� ������������ ������������

�������� ��������� ����� ��������

��������� �� ��
����
� �� ���������� ������������ 
�������� λ − λj(t)�
j = 1, n− 1� 	�
� ���� � �����
�

y(t, ε) = vi(t, ε) exp

⎛
⎝ε−h

t∫
0

λi(τ, ε)dτ

⎞
⎠ , i = 1, n− 1, !"#$

vi(t, ε) = %&'
(
v
(1)
i (t, ε); 0; 0

)
, !"($


� vi(t, ε) ) 2n +m*������� �������� λi(t, ε) ) �������� +������� ��� ��	��,�-
 ���� +���������� ������������ �� ��������� ε.

vi(t, ε) =
∞∑
k=0

εkvki(t), λi(t, ε) = λi(t) +
∞∑
k=1

εkλ
(i)
k (t), !"/$

v(1)(t, ε) ) n-�������0 ������� ���0 ���
�� � !"/$ ��	��,�1���� � �����
� +��-
�������� ��
�

v(1)(t, ε) =
∞∑
k=0

εkv
(1)
k (t). !"2$

3�� ���+���1���� ��
����
��� ��������� !"/$� !(4$ ������ ���� � ���� ����-
������ +������� 
���
���� ���� 
������� ���������� � 5"6.

λ
(i)
k (t) = −

(
g
(1)
ki (t), ψi(t)

)
, k = 1, 2, . . . ; !"7$

v
(1)
0i (t) = ϕi(t), v

(1)
ki (t) = Hi(t)b

(1)
ki (t), k = 1, 2, . . . ; !"8$

b
(1)
ki (t) = λ

(i)
k (t)B0(t)ϕi(t) + g

(1)
ki (t), k = 1, 2, . . . ; !"9$

g
(1)
ki (t) =

k−1∑
j=1

k−j∑
s=0

λ
(i)
j (t)Bsv

(1)
k−s−j,i + λi

k∑
s=1

Bsv
(1)
k−s,i −

k∑
s=1

As(t)v
(1)
k−s,i+

+
k−h∑
s=0

Bs

(
v
(1)
k−h−s,i

)′
, k = 1, 2, . . . , !4:$


� ϕi(t)� i = 1, n− 1� ) ������ ������� ����� A0(t)−λB0(t)� �� ��
����
� �� ��
������� ��������� λi(t)� ψi(t)� i = 1, n− 1� ) ������ ������� ����,���� �����
A∗0(t)− λB∗0(t)� Hi(t) = (A0(t)− λi(t)B0(t))

−�
�������� ������� !":$� ��� ��
����
� �� 
����0 ����� ���������� ���������-

��� 
�������� λ+ λ̄i(t)� i = 1, n− 1� ��	�
�1�� � �����
�

y(t, ε) = ṽi(t, ε) exp

⎛
⎝−ε−h

T∫
t

λ̃i(τ, ε)dτ

⎞
⎠ , i = 1, n− 1, !4"$


�

ṽi(t, ε) =
∞∑
k=0

εkṽki(t), λ̃i(t, ε) = −λ̄i(t) +
∞∑
k=1

εkλ̃
(i)
k (t). !44$

����� ������ ������� ������ ��� � ��!� "� #�$%



����������	
 �������		� ������ ��������	��� �
���		� � � � ���

��������	�
ṽi(t, ε) = 
��

(
ṽ
(1)
i (t, ε); ṽ

(2)
i (t, ε); ṽ

(3)
i (t, ε)

)
, ���

ṽ
(j)
i (t, ε) =

∞∑
k=0

εkṽ
(j)
ki (t), j = 1, 3, ���

���������� ��� � ������� ���� ������� �� ����!���� �����"# Ã(t, ε)$ B̃(t, ε)$

������%�� ��!� ������� ����&�# �'& ��!����� ṽ
(j)
i (t, ε)$ j = 1, 3(

A(t, ε)ṽ
(1)
i (t, ε) + C(t, ε)ṽ

(3)
i (t, ε) = λ̃i(t, ε)B(t, ε)ṽ

(1)
i (t, ε)+

+εhB(t, ε)
(
ṽ
(1)
i (t, ε)

)′
;

�)�

−A∗(t, ε)ṽ(2)i (t, ε) = λ̃i(t, ε)B
∗(t, ε)ṽ(2)i (t, ε)+

+εhB∗(t, ε)
(
ṽ
(2)
i (t, ε)

)′
+ εh (B∗(t, ε))′ ṽ(2)i (t, ε);

�*�

C∗(t, ε)ṽ(2)i (t, ε)−D(t, ε)ṽ
(3)
i (t, ε) = 0. �+�

,���&��& �*� �� -���� �.�/�%�#�& � ����&��&�$ � &!�/� ������� �#�& !��0
-�"�%��� -����'#��� ��������# �'& '���1�� ����'�2��� ����3&�!�� ���&2���4
�������

εh
d

dt
(B∗(t, ε)y) = −A∗(t, ε)y. �5�

6���$ ������	� ���!�����& ���'�/���� �� ��!'������ � 7�$ 
� 8�9$ ��!���� ṽ
(2)
ki $

k = 0, 1, . . .$ � -��!"�4 λ̃
(i)
k $ k = 1, 2, . . .$ ��������� �� ��!��������� -����'���(

λ̃
(i)
k (t) = −λ̄(i)k (t), k = 1, 2, . . . ; �8�

ṽ
(2)
0i (t) = ψi(t), ṽ

(2)
ki (t) = H∗

i (t)b̃
(2)
ki (t), k = 1, 2, . . . ; ���

b̃
(2)
ki (t) = λ̃

(i)
k (t)B∗0ψi +

k−1∑
j=1

k−j∑
j=0

λ̃
(i)
j B

∗
s ṽ

(2)
k−j−s,i + λ̃i

k∑
s=1

B∗s ṽ
(2)
k−s,i−

−
k∑

s=1

A∗s(t)ṽ
(2)
k−s,i −

k−h∑
s=0

B∗s
(
ṽ
(2)
k−s−h,i

)′
−

k−h∑
s=0

(B∗s )
′ ṽ(2)k−s−h,i.

���

���������	� ���������& ��� � ����&��& �+� � �������&�	� � ����2���1 ��0
��2����� !��-�"�%��� ��� ����!���� ������&� ε$ ��������� ��!������� -����'�
�'& ���������& ��!����� ṽ

(3)
ki (t)(

ṽ
(3)
0i (t) = D−10 (t)C∗0ψi; ���

ṽ
(3)
ki (t) = D−10 (t)

[
k∑

s=0

C∗s ṽ
(2)
k−s,i −

k∑
s=1

Dsṽ
(3)
k−s,i

]
, k = 1, 2, . . . . ���

:��'�/���� � ����&��& �)� ���1����

ṽ
(1)
0i (t) = −R−1i C0ṽ

(3)
0i = −R−1i C0D

−1
0 C∗0ψi, i = 1, n− 1; ���
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��� �� �� ��	�
���

ṽ
(1)
ki (t) = R−1i b̃

(1)
ki , k = 1, 2, . . . ; ����

b̃
(1)
ki (t) = −λ̄i

k∑
s=1

Bsṽ
(1)
k−s,i −

k∑
j=1

k−j∑
s=0

λ̄
(i)
j Bsṽ

(1)
k−j−s,i −

k∑
s=1

Asṽ
(1)
k−s,i−

−
k∑

s=0

Csṽ
(3)
k−s,i +

k−h∑
s=0

Bs

(
ṽ
(1)
k−h−s,i

)′
, k = 1, 2, . . . ,

����

�� Ri(t) = A0(t) + λi(t)B0(t)� i = 1, n− 1	

�������� �� ���������� ��� ������������ ������������ ��������� ��� 

�����! ����� �����"�� ��� ��� #$�� ��� ���� ��%�&��� 8◦� $&�������� &
������

y1(t, ε) = w(t, ε) exp

⎛
⎝ε−h−1

t∫
0

ξ−1(τ, ε)dτ

⎞
⎠ , ��'�

y2(t, ε) = w̃(t, ε) exp

⎛
⎝−ε−h−1

T∫
t

ξ̃−1(τ, ε)dτ

⎞
⎠ , ��(�

�� w(t, ε)� w̃(t, ε) ) (2n+m) ������ ������� ξ(t, ε)� ξ̃(t, ε) ) �������� *&��"�!�
��� ��+��,&����� *���������� �����������

w(t, ε) =
∞∑
k=0

εkwk(t), ξ(t, ε) =
∞∑
k=1

εkξk(t); ��-�

w̃(t, ε) =
∞∑
k=0

εkw̃k(t), ξ̃(t, ε) =
∞∑
k=1

εkξ̃k(t). �./�

0��$�# �������� ��+&�&1��� �����$�

w(t, ε) = 234
(
w(1)(t, ε); 0; 0

)
, �.5�

�� w(1)(t, ε) ) n ������# ������ ���# ������ � ��-� ��+��,&1���� & ������
*���������� ���&

w(1)(t, ε) =
∞∑
k=0

εkw
(1)
k (t). �.6�

0������$� ��'�� �.5� & ������& �5/�� ������1�� �������� ������,���  7�8� ��
����� �������� ��+&��� ���������� �������& ���������! ������� �������
�� �������1 �5�	 9��& ���*�"�1��� �������� ��-�� �.6� ����������� �� ���& 
�������� *���&����

w
(1)
0 (t) = ϕ̃(t); w

(1)
1 (t) = −G(t)B1(t)ϕ̃(t); �.��

ξ1(t) =
(
(B1(t)G(t)B1(t)−B2(t))ϕ̃(t), ψ̃(t)

)
; �..�

ξk(t) = −
(
d
(1)
k (t), ψ̃(t)

)
, k = 2, 3, . . . ; �.��

w
(1)
k (t) = G(t)a

(1)
k (t), k = 2, 3, . . . ; �.��

����� ������ ������� ������ ��� � ��!� "� #�$%



����������	
 �������		� ������ ��������	��� �
���		� � � � ���

��

d
(1)
k (t) =

k−2∑
s=1

k−s−1∑
j=0

ξsAjw
(1)
k−s−j−1 −

k∑
s=1

Bsw
(1)
k−s −

k−h−1∑
s=1

k−h−s−1∑
j=0

ξsBj

(
w

(1)
k−h−s−j−1

)′
;

����

a
(1)
k (t) = ξkA0ϕ̃+ d

(1)
k (t), k = 1, 2, . . . , ����

�� G(t) = B−0 (t)�
	
� �������� �
����� 
�������� ���������

w̃(t, ε) = ���
(
w̃(1)(t, ε); w̃(2)(t, ε); w̃(3)(t, ε)

)
, ����

w̃(j)(t, ε) =
∞∑
k=0

εkw̃
(j)
k (t), j = 1, 3. � !�

	��"#����$� �%��& ���� � �'!�& ��"#����

B(t, ε)w̃(1)(t, ε) = εξ̃(t, ε)A(t, ε)w̃(1)(t, ε) + εξ̃(t, ε)C(t, ε)w̃(3)(t, ε)−
−εh+1ξ̃(t, ε)B(t, ε)

(
w̃(1)(t, ε)

)′
;

� '�

B∗(t, ε)w̃(2)(t, ε) = −εξ̃(t, ε)A∗(t, ε)w̃(2)(t, ε)− εh+1ξ̃(t, ε) (B∗(t, ε))′ w̃(2)(t, ε)−
−εh+1ξ̃(t, ε)B∗(t, ε)

(
w̃(2)(t, ε)

)′
;

� (�

C∗(t, ε)w̃(2)(t, ε)−D(t, ε)w̃(3)(t, ε) = 0. � %�

)���� � (� ����*�+ 
�������� n,����
�- "�
����- "�"#��� 
���. �(��&
���/ ���������+ �
�"#��� �"��*���� �����#�
��� ���.��� -- �
��*�-
������ ��#
�0.� 1��� ������*� �� ����
���� ��
����. ���2�0�+#� 
����,
�. ��!� ��� 2��0�- ξ̃(t, ε) � � !� 3 ��� ���#�
� w̃(2)(t, ε) ����*�4#."� ��
2�
������

ξ̃k(t) = −ξ̄k(t), k = 1, 2, . . . ; � ��

w̃
(2)
0 (t) = ψ̃(t), w̃

(2)
1 (t) = −G∗(t)B∗1(t)ψ̃(t), w̃(2)

k (t) = G∗(t)ã(2)k (t), k = 2, 3, . . . ;
�  �

ã
(2)
k (t) = ξ̃kA

∗
0ψ̃ +

k−2∑
s=1

k−s−1∑
j=0

ξ̃sA
∗
j w̃

(2)
k−s−j−1 +

k−h−1∑
s=1

k−h−s−1∑
j=0

ξ̃s
(
B∗j

)′
w̃

(2)
k−s−j−h−1+

+
k−h−1∑
s=1

k−h−s−1∑
j=0

ξsB
∗
j

(
w̃

(2)
k−h−s−j−1

)′
−

k∑
j=1

B∗j w̃
(2)
k−j, k = 2, 3, . . . . � 5�

	��"#����$� ��������� 
������ � 
���� � %� � �
�
����$� ��
���
�
� �������� "#����� ε& �#
���+�� 
���
�#� 2�
����& ����� ����*�4#."�
���#�
� w̃

(3)
k (t)6

w̃
(3)
0 (t) = D−10 (t)C∗0(t)ψ̃(t); � ��

w̃
(3)
k (t) = D−10

[
k∑

s=0

C∗s w̃
(2)
k−s −

k∑
s=1

Dsw̃
(3)
k−s

]
, k = 1, 2, . . . . � ��
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��� �� �� ��	�
���

�������� 	�
������ ��������� ����� ���� � �������� ���� � 	��������
���� 	� �
������ ���	���� 	�������� �� ����� 
� ���� ����� �������
���� ������ ������� 
�� ��������� ��� �!�"���� ��
	���
���� ��������� 
��
������� w̃(1)(t, ε)#

B0w̃
(1)
0 = 0; ��$�

B0w̃
(1)
k = ã

(1)
k , k = 1, 2, . . . ; �%��

ã
(1)
k (t) = −

k−1∑
s=1

k−s−1∑
j=0

ξ̃sAjw̃
(1)
k−s−j−1 −

k∑
s=1

k−s−1∑
j=0

ξ̃sCjw̃
(3)
k−s−j+

+
k−h−1∑
s=1

k−h−s−1∑
j=0

ξ̃sBj

(
w̃

(1)
k−s−j−h−1

)′
−

k∑
s=1

Bsw̃
(1)
k−s, k = 1, 2, . . . .

�%��

&� ������ '�
� ����(����) ��
� � ����� ��
�� ��� ������ ã
(1)
k (t) '�
���

������������ 
� ������� ψ̃(t)#(
ã
(1)
k (t), ψ̃(t)

)
= 0, k = 1, 2, . . . . �%*�

+� �������� !�", ���� ������ w̃
(1)
k (t) ����������� ��  �������

w̃
(1)
0 (t) = c0(t)ϕ̃(t); �%-�

w̃
(1)
k (t) = G(t)ã

(1)
k (t) + ck(t)ϕ̃(t), k = 1, 2, . . . , �%��


� cs(t)� s = 0, 1, . . .� . �������� ���/��� �� ������� ��� � ��
�������"����
����� �%*�0 +��
�� � �%��� �%-�� ��1� 	� k = 1 ����� �%*� ��	������ � ����
�

c0

[
ξ1(A0ϕ̃, ψ̃) +

(
(B1GB1 −B2)ϕ̃, ψ̃

)]
+ ξ1

(
C0D

−1
0 C∗0 ψ̃, ψ̃

)
= 0. �%��

2������)� ���� �� ����� 8◦� ���3
���

c0(t) = −1

2

(
C0D

−1
0 C∗0 ψ̃, ψ̃

)
. �%%�

4�5� ��� cs(t) �/� ��
��� 	� s < k� �� 
�� �����
/���� ck(t) �������"��
����� �%*� �� (k+ 1)6� ���!�0 7������ � �%*�� �%�� k+ 1 ������� k� �����"��

ck(t) = −
(
d̃
(1)
k , ψ̃

)
2ξ1

, �%1�


�

d̃
(1)
k (t) =

k∑
s=2

k−s∑
j=0

ξ̃sAjw̃
(1)
k+1−s−j + ξ̄1

k−1∑
j=1

Ajw̃
(1)
k−j−1 +

k∑
s=1

k−s∑
j=0

ξ̃sCjw̃
(3)
k−s−j−

−
k−h∑
s=1

k−h−s∑
j=0

ξ̃sBj

(
w̃

(1)
k−s−j−h

)′
+

k+1∑
s=2

Bsw̃
(1)
k+1−s + ξ̄1A0Gã

(1)
k +B1Gã

(1)
k

�%8�

. �/� ��
��3 ������ ���
�� � 	�	�5����� ��
��!�,0

����� ������ ������� ������ � �!� ��"� #� $�%&



����������	
 �������		� ������ ��������	��� �
���		� � � � ���

�� ��������	 	
����� ������ �� ���� ���������	��

����������	 2n 
������	� ���������� �	����	 ����� ��������� ��������
���� � ����� ��!� ������ �����	 � �	"��� �� ������� �������#��

y(t, ε) =
n−1∑
i=1

vi(t, ε)c
(i)(ε) exp

⎛
⎝ε−h

t∫
0

λi(τ, ε)dτ

⎞
⎠+

+w(t, ε)c(n)(ε) exp

⎛
⎝ε−h−1

t∫
0

ξ−1(τ, ε)dτ

⎞
⎠+

+
n−1∑
i=1

ṽi(t, ε)c̃
(i)(ε) exp

⎛
⎝ε−h

T∫
t

λi(τ, ε)dτ

⎞
⎠+

+w̃(t, ε)c̃(n)(ε) exp

⎛
⎝ε−h−1

T∫
t

ξ−1(τ, ε)dτ

⎞
⎠ ,

�$%�

�� c(i)(ε)� c(j)(ε)� i, j = 1, n� & ������� ���'�	�	� ��� �����'�(���� ����	���)
���	

c(i)(t, ε) =
∞∑
k=0

εkc
(i)
k (t), c̃(i)(t, ε) =

∞∑
k=0

εkc̃
(i)
k (t),

���
�#�*��	 ��	� �������� � �������� ����	 ��!�+
�������	��	 �$%� � ��!� � ����������	 ���,����#����� ��	�	 ��������	�

����'	�� �	����� ������� � ��������)����	 ��� 
����

V (1)(0, ε)c(ε) = x1(ε), �-��

Ṽ (1)(T, ε)c̃(ε) = x2(ε), �-��

��

V (1)(t, ε) =
[
v
(1)
1 (t, ε), . . . , v

(1)
n−1(t, ε);w

(1)(t, ε)
]
=

∞∑
k=0

V
(1)
k (t)εk,

Ṽ (1)(t, ε) =
[
ṽ
(1)
1 (t, ε), . . . , ṽ

(1)
n−1(t, ε); w̃

(1)(t, ε)
]
=

∞∑
k=0

Ṽ
(1)
k (t)εk,

c(ε) = ./0
(
c(1)(ε), . . . , c(n)(ε)

)
=

∞∑
k=0

ckε
k� c̃(ε) = ./0

(
c̃(1)(ε), . . . , c̃(n)(ε)

)
=

∞∑
k=0

c̃kε
k+

1�����	 ����	#�

V
(1)
0 (t) = [ϕ1(t), ϕ2(t), . . . , ϕn−1(t); ϕ̃(t)]

������	�� ,�	 ���� t ∈ [0;T ]� �� ������	 ck = ./0
(
c
(1)
k , . . . , c

(n)
k

)
� �������� �-��

������� �� �	��� �(���� �� 
������	

c0 =
(
V

(1)
0 (0)

)−1
x
(1)
0 ; �-!�
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��� �� �� ��	�
���

ck =
(
V

(1)
0 (0)

)−1 (
x
(1)
k −

k∑
s=1

V (1)
s (0)ck−s

)
, k = 1, 2, . . . . ����

����	
 ����� ���� �� Ṽ
(1)
0 (t) = −

[
R−11 K0ψ1, . . . , R

−1
n−1K0ψn−1, 12

(
K0ψ̃, ψ̃

)
ϕ̃
]
,

�� K0(t) = C0(t)D
−1
0 (t)C∗0(t)�

���������
� �
 ���
	������ ��
��(
K0(t)ψ̃(t), ψ̃(t)

)
�= 0, ∀t ∈ [0;T ]; ����

�� 
[
R−11 (T )K0(T )ψ1(T ), . . . , R

−1
n−1(T )K0(T )ψn−1(T ), ϕ̃(T )

] �= 0. ��!�

"
�� �� Ṽ
(1)
0 (T ) �= 0� �� 
�#�� ���	�		� ��$� �%�
# &��� 
�	
'	%(	
 �
'�)�'	��

*���
�� c̃k� k = 0, 1, . . .� ' 	�
�
 ��'	%(��
 '% ������	�	��� +
���,%��

c̃0 =
(
Ṽ

(1)
0 (T )

)−1
x
(2)
0 ; ���

c̃k =
(
Ṽ

(1)
0 (T )

)−1 (
x
(2)
k −

k∑
s=1

Ṽ (1)
s (T )c̃k−s

)
, k = 1, 2, . . . . ����

-�����
��(	�. /%�%���� �
&��
�%	
�
 �
'�)�'�� �
�
������ '% ��0� # �/�1
�
�� �
 . � ���%��� 	
��%,�	
2 �������� �
'�,�	��
�� � 34� "
��� 	� ��
�
��1
(� ���%,�	�/ ���,%�
�� '���	��
�� 	% 
�
&,��
���/ ������� �$� �% �
&��
�%	
1
�
 +
��%,�	
�
 �
'�)�'�� ����
���	
2 ��%.
�
2 '%�%(� �$5�� �$6�� ��� ��,��%���
	% %�����
��(	� 
7�	���

l1	%&,�#�		� yl(t, ε)� ���
��	� ' �8� 9,�/
� 
&���%		� ����
���	�/ �
'��1
	�	� 	% l1�� (,�	�� '%�
�
,�	�0 ������� �$5� ' �
(	���� �
 O

(
εl
)
� % 	� O

(
εl+1

)
�

'�)�'�� ' ������	���� �	
#	����
(∑l

k=1 ξkε
k
)−1

� ���%'� Ã(t, ε)yl(t, ε)−
εhB̃(t, ε)dyl(t,ε)

dt
� :��� �
�
� �� �
�%'%	
 � 3�4� �� B(t, ε) = ε2

(
(B1GB1 − B2)ϕ̃, ψ̃

)
+

O (ε3)� '����� ���,��%0� �
 �%���7� B−1(t, ε) �%0 �
,�� ����
�
 �
����� �
 ε �
�
(7� ε = 0� *�%/
���(� 7� 
&��%��	�� ���/
���
 �
 �%��/ 
7�	
� �,� 9��%	�/
����
�% ��%	� x(t, ε) �% �����%		� u(t, ε);

‖x(t, ε)− xl(t, ε)‖≤c1εl−2−h, ‖u(t, ε)− ul(t, ε)‖≤c2εl−2−h,
��

xl(t, ε) =
n−1∑
i=1

l∑
k=0

εk
k∑

s=0

v
(1)
si c

(i)
k−s exp

⎛
⎝ε−h

t∫
0

(
λi(τ) +

l∑
k=0

εkλ
(i)
k (τ)

)
dτ

⎞
⎠+

+
l∑

k=0

εk
k∑

s=0

w(1)
s c

(n)
k−s exp

⎛
⎝ε−h−1

t∫
0

(
l∑

k=1

εkξk(τ)

)−1
dτ

⎞
⎠+

+
n−1∑
i=1

l∑
k=0

εk
k∑

s=0

ṽ
(1)
si c̃

(i)
k−s exp

⎛
⎝ε−h

T∫
t

(
λi(τ) +

l∑
k=0

εkλ
(i)
k (τ)

)
dτ

⎞
⎠+

+
l∑

k=0

εk
k∑

s=0

w̃(1)
s c̃

(n)
k−s exp

⎛
⎝ε−h−1

T∫
t

(
l∑

k=1

εkξk(τ)

)−1
dτ

⎞
⎠ , ��<�

����� ������ ������� ������ � �!� ��"� #� $��%



����������	
 �������		� ������ ��������	��� �
���		� � � � ���

ul(t, ε) =
n−1∑
i=1

l∑
k=0

εk
k∑

s=0

ṽ
(3)
si c̃

(i)
k−s exp

⎛
⎝ε−h

T∫
t

(
λi(τ) +

l∑
k=0

εkλ
(i)
k (τ)

)
dτ

⎞
⎠+

+
l∑

k=0

εk
k∑

s=0

w̃(3)
s c̃

(n)
k−s exp

⎛
⎝ε−h−1

T∫
t

(
l∑

k=1

εkξk(τ)

)−1
dτ

⎞
⎠ . ����

����	 
���������
� �� �������
������� �� ���� ������	
�� ����� 1◦�10◦� ����� ����� 
� ����� ������

���
�� �������� u(t, ε)� ��� �������
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u(t, ε) = ul(t, ε) +O
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)
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x(t, ε) = xl(t, ε) +O
(
εl−2−h

)
,

�� ���
�� xl(t, ε) #�'�����
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� ��(� #��*��$
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