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An algorithm of finding solutions of the Sylvester matrix equation over a principal ideals domain
has been given in the paper.
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����� D  ��!�� �"#���� �#�$��� %���#%$& ' Dm×n  (������ $�%� m × n�
(������ ��� �"#���) D �#! ��!��� ������#���� *���# m % n� �����+(�& ,�
�%$�!��!( -%#�$����� ��.�$�+���! (����*�� �%$�!��! $�#!��

AX +XB = C, ���

�� A& B& C  .����% (�����%& /��*�(� A ∈ Dm×m& B ∈ Dn×n& C ∈ Dm×n& � X  
��$%��(� m × n�(�����!� � $�/���� ��#� D + /�#�( �%����� �"� ��(/#������
*���# ����� ���� �%$�!��! $�����)�� � "������ /���#����� .���*�� �%.��(��
�%���� ����%�& ��/���#�� $ ����%0 ��%�����%& ����%0 ����$���!& �$����$%� ����%0 %
�� �� 1 2�345 ��$����� �%.�% �/���"� ��.$6!.�$���! �%$�!��! ��� ��� /�#!(� �%��
���� �� ��(/#������ *���#� 1 ��7%� �����% .�/��/���$��� �/��%" .���������!
��.$6!.�%$ (����*��� �%$�!��! ��� ��� �"#���) �#�$��� %���#%$& !��� (����
���#%.�$��� � $�#!�% �#����(� �#! ��(/6)�����0 �#�"��0*��0 �����(� 89:
�#! ��� �"#����� �#�$��� %���#%$& ,� + $ ��!$����% � "%"#%����% �"� (����� "���
/�"���$��% 00 .���"�(� ���$� 2�;5�� <����"� � ��.$6!.���% (����*��� �%$�!��!
��� ��� �%#���( �%#�� p����*��� *���#& ��/���#��& $�����+ /�� �#���=%���%0
��%.�(��=��� p���/ >���%��$� ���$� 2��5��
1%��(� ���$� 2�& �5�& ,� "����!��� ��.$6!.�� X ′ (����*��� �%$�!��! ���&

!�,� ����� %���+& /������$#!+���! � $�#!�% ��(� X ′ = X0+X1& ��!��� ��.$6!.�
�� X0 �����%���� (����*��� �%$�!��!

AX +XB = O, ���

�� ��!��� =%���$���� ��/���� .������ ��.$6!.�� X1 (����*��� �%$�!��! ���
�O  ��#��$� m×n�(�����!�� ?%.���! � ��$%#���� ��.$6!.�%$ (����*��� �%$�
�!��! ��� + ��.$6!.��( �����%���� (����*��� �%$�!��! ���� @��%#��� Dm×n +
$%#���( D�(���#�( $%������ .$�*����� �/����%� ����$���! (������ �� (�����
��! �� ���#!�& �� ����#���� /����������!& ,� (������ $�%� ��.$6!.�%$ �����
�%���� (����*��� �%$�!��! + $%#���( D�/%�(���#�( (���#! Dm×n� � �$�)
*��� (������ ��.$6!.�%$ (����*��� �%$�!��! ��� + ��(%���( �#���( .� ��(
/%�(���#�(� A� ���#�%+) %. .$�*����(� �����(�(� #%�%���� �����%���� �%$�
�!�� ��(�$�(��! ��.�$��� (������ ��.$6!.�%$ �����%���� (����*��� �%$�!�
��! ��� (���#�( ��.$6!.�%$& � ��� "�.�� =����(����#���) �����(�) ��.$6!.�%$
�����%���� (����*��� �%$�!��!�

��+#� �$(��# , ����� +�-�+ .��/ ��0� 1� 2.34
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A⊗ In + Im ⊗ BT , �' 

	� ⊗ ( �����������!��" 	�#
��� �����%!� Ik ( �	������ �����%� )���	�
 k�
BT ( �����%� �����)������� 	� �����%� B� �� ����)%�� ���!��� ������� �
�	���
��!�� 
 ���
�!���� �����)��
������ ��� �����$� )�*��	����$ ���������
�����%� C+

��������� �	 ����������	 ��
������	 ������

C =

⎛
⎜⎜⎜⎝

c11 c12 . . . c1n
c21 c22 . . . c2n
���

���
� � �

���

cm1 cm2 . . . cmn

⎞
⎟⎟⎟⎠

����� ��
����� mn�������� ������ (���� �� ��� ���� 1×mn������	)

RS(C) = (c11, c12, . . . , c1n, c21, c22, . . . , c2n, . . . , cm1, cm2, . . . , cmn).

������������ RS : Dm×n → D1×mn ����� �� ��������� ������ X ∈ Dm×n
������� � ������������� ������ RS(C) ����� ��
����� ����������	 ��
����

���	�

,����	��� )�*��	���� ��������� RS � ������-����� D*��	
��� Dm×n �D1×mn�
� ���
 ����� �������� )�� �#������ ��	�#������� RS−1+

.���� ������ ��� X ′ � ���������� ���������� �������� �� � �� RS(X ′) �
���������� ������� ����"��� ������! � �����%�& �' � ����)%�� ���!��� ������
(RS(C))T + /��)���� ��� x′ � ���������� ����$ ������� ����"��� ������!� ��
RS−1(x′) � ���������� ���������� �������� �� +

0��������� ��)�� ������
 � k �����"��� ����#��$���� ����"��� ������! � l
����	����� x1� x2� + + + � xl � ���-�%������� �� ���!���� ������� �� �#����� D+
/���"

Gx = c �1 

( $$ ��������" ��)��� 	� x = (x1, x2, . . . , xl)
T + 2�#�� ��	��� �	��+ ����� � � k× l*

�����%� G ������������ �����%� ������!��$ -���� 3���� �#�� ����4� ���
�!�
���������" 	�������!��" �����%�+ .�#�� ���
&�! �#������ �����%� U )���	�
 k
�� V )���	�
 l� �

UGV = diag(z1, z2, . . . , zr) = Z,

	� r = min{k, l} � �����" ���
�!���" ������� zi �� 	��������� )�����&�� �
	�
����� 	����!�� �� )�)���	��" �� ���������!�� �	�������� � �������& 	� �#�*
������� �������� �#����� D+ /���	����� � 	�� ��������� u � v �� D� 	� v �= 0�
���
�!� � u 	����!�� �� v� ��� ���
� ������� w ∈ D� � u = vw+ ,����!*
�� D �#����! �������� �	������ �� ������� w ���������!�� ���������� u � v
�	��������+ 5��	��� 	�� �!��� )��������� w = u

v
+

2���� ��� x′ � ���������� ������� ����"��� ������! �1 � �� V −1x′ � �������*
��� ������� ����"��� ������!

Zx = c′, �6 

	���� ������ ���� �! ��"#�$ %&�'$ ��(� )� *%+,



��� �� �� ��	
��� �� �� ������


�� c′ = Uc� ������	
 ��� x′′ � �������� �	����	 ������	� ������� ���
 � V x′′

� �������� �	����	 ������	� ������� ����
�������
 � �� �������� �	����	 ������	� ������� ��� ��� �	!��� ωχ = γ


�� ω
 γ ∈ D
 χ " �������� #��� �������� �$ ����� �������%
 % �	����%
 ��	
γ �� ���	���� �� ω
 �$ ��� ��	�	� ������� γ

ω

 ��� γ ���	���� �� ω
 �$  

$%��&��	� ������� $����� D � �! ��������
 ��� ω = γ = 0�
'�� k× l&����	(� V )���� V∗j $%��� ����)��	 j&� �����(� ����	(� V 
 ��

j ∈ {1
 *
 � � �n}�
+� �	�� ������!
 �� �������
 ��� %�� ����%��% �����%�

������� �� ����� D � ��	�
�� �	����� ����	��� m � n � ������	��� ��
	��

A � B � ����� ������ D�������� ���������� �������� m � n � G = A ⊗ In +
+ Im⊗BT  !�"� ��� r ������� G ���#� �� mn � U � V � �������� D��������

������� mn ����� "� ������� UGV � �������� �����	���$ %���� &�����

�� RS−1(V T
∗r+1)� RS−1(V T

∗r+2)�    � RS−1(V T
∗mn) � %���������	���� 
�
�����

����'����� ���������� ��������� �������� AX +XB = O 

	�
��� �� ,�������	 ����	)�� �������� -��������� AX +XB = C ���
����(�� (��	� ��(������	� )	���
 ��

A =

⎛
⎜⎜⎝
1 2 3 4
5 6 7 8
9 8 7 6
5 4 3 2

⎞
⎟⎟⎠ , B =

⎛
⎝1 0 2
0 3 0
2 0 4

⎞
⎠ , C =

⎛
⎜⎜⎝

1 −18 16
−8 −29 26
−26 −47 4
−3 −21 22

⎞
⎟⎟⎠ .
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/$)	��.�� ����	(. G = A⊗ In + Im ⊗ BT �

���� ��������� ��!��"#�$%�
&��%�''(������ ��!��"#�$%&��%�'
)���*��*�"+�$%�''��

0%���� �&�����% ��!���% RS(C) ����	(� C�

���� ,-���./,��*/��*+�$%�'��,��,-��	������,-������

���� ������� 0�� / /� �	11,� "� �����"%�
��/�'� �"�� ���)���*��*�"+�$%���'��

1����	� �������% 2��% -���� Z �� 345 66� (��)	���7 ����	(� G
���� � ����	(��	 U � V ���������� �������� ��� ������	 �� ����(��	
����	(� G�

���� 2�3��45�,��$��6./7/*��*)���*0��,�$/��*+�$%8�$����*
�'��

���� 99��2�31���,�5��2��2�31��:$���*��3��2�31��5$���*��

8��������� )	 � �%����. ��� ����(�� (��	� )	��� �	����� ������	� �������
� ����	(�. Z � ����(�� �����	� )����� U ·RS(C)T � '�� (�! �����	� ���!
r ����	(� Z�

����� ������ ������� �� !� �"�# ��$� %� &�'(
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 ��� � � ����  !	" #� �� ����"��"$�% �&� ��������'( �)*+, -./012/3�0�

4����
 5
 �#
 �����


���� ��� � � ��  �" #� �� �� 6�6������"��"7����"��"� �&� ��������'( �)*+, -./012/3�0�


4����
 ���� ��������8./012/.3 �)*+,�
 5
 �#
 �����


� ���� �����	
��� ���
 ������� ��	��	�� ���	�	� �	��
���
 ������ �����	�

	��  �
�����
� X1� ���
 ��	� ������� Z �
���	�  !
�����" �
#�
 ���


r = mn" �
 ��� �
�����
�   ��	��� $���	�� �����		�� �
������
� ����	
�
 �

��
�� ������	
�
 ���	�		� %���������  �������

RS−1(X1 · V T ) =

⎛
⎜⎜⎝

32 −3 −11
−61 0 35
27 −2 −21
0 0 0

⎞
⎟⎟⎠ .

���� 9����"

 ��� � � ��  �" #� :���#�9�; �����"��"7����"��""�
 �#

��� � � ����  !	" #� :���#�9�;�%"�
 �#
 9����9�"


���� 9���<	=�������#����9��

���� 99���"

 ��� � � ��  !" #� ��>���"
 ��� ? � ��  " #� �����@��	�?


:���#���>;�9���"��""�
 �#
 :���#�99;���>"�
 �#


& 	������	���" �	��
���
 '�	����	����	� ������� �
�������� ���!
���	
�


�
 ����	
�
 
�	
���	
�
 ������	
�
 ���	�		�" �� �� �����	
 � ��
���� (�

���� AB#�!����C��B�������"

���� ��� � � ����  !	" #� 9D���"

 ��� � � ��  !" #� ��>���"
 ��� ? � ��  " #�
�����@��	�?
 :���#���>;�<��"��""�
 �#
 :���#�9D;���>"�
 �#


:���#�AB#�!����C��B����;�9D"�
 �#


� 	�)
�� ��!���� '�	����	����	� ������� �
�������� ������ ���� � ��
�

������� ⎛
⎜⎜⎝

2 0 −1
−4 0 2
2 0 −1
0 0 0

⎞
⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎝
−18 0 9
34 0 −17
−14 0 7
−2 0 1

⎞
⎟⎟⎠ .

*���� ��	
�" �	
+�	�⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

⎛
⎜⎜⎝

2α− 18β + 32 −3 −α + 9β − 11
−4α + 34β − 61 0 2α− 17β + 35
2α− 14β + 27 −2 −α + 7β − 21

−2β 0 β

⎞
⎟⎟⎠ | α, β ∈ Z

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

 �
����� �
�������� ����	
�
 � ��
�� ������	
�
 ���	�		��

������� �	 ,
�������� ������	� ���	�		� %��������� AX +XB = C 	��

������� �	
�
���	�� Q[x] 	�� !
��� Q ����
	���	�� �����" ��

A =

⎛
⎝ x2 −x2 + 1 2x2 − 2
−2x3 + 5x2 − 3x 2x3 − 3x2 − x+ 3 −4x3 + 6x2 + 4x− 6

0 x3 − x2 − x+ 1 −2x3 + 3x2 + 2x− 2

⎞
⎠ ,

	���� ������ ��� ! " ��#$�% &'�(% ��)� *� +&,-



��� �� �� ��	
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B =

( −6x3 + 3x2 + 6x− 2 −3x2 + 3
12x4 − 10x3 − 10x2 + 10x− 2 6x3 − 2x2 − 6x+ 3

)
, C =

⎛
⎝ 1 x
x2 x3

x4 x5

⎞
⎠ .

����������		�
 ���������� �	
���
� 
�� �����
�� � ����
��� ���	���

����  ��� �� ������ ���������� Q[x] 

���� ����	
��
������������
������������
���� �������������������
����������
���� �����������
���� ������� �!�� "#� $�� ! �� �! $��%"&$�� !%$�� $��%!%$�� !�"%�
!'$��%"($�� "'$�!(�� �)���%!�� !�"#�! $��%"%$�� " $�! ��$���
���� *����!($��%"%$�� "($�! � !%$�� "%�� �# $��'!#)$��%!#)$�� "#)$�! �
($��%! $�� !($�"%��$���
���� +����#������� ���%�����'���&��$���
���� ,��-�
�./��	�
�0.�������*��"-�
�./��	�
�0.��������1����
���2���*����
���� ����3�����
�2���+���������#�������� ���
���� 4,5��6��������3�7��
��1���8
�����
�2������,���
���� 4��4,59�
:������5��4,59.
�������;;��4,59
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���� ..��4$.��
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�7����?@ �ABCD EFGHIJGK�H��
L� 
�� �
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! ���������� ����"
��# �� ����  ���� ����
��� ������� �� ��� ���$���

��# ����� �� �� 	$��
� ����������
� �����
� ����
�� G �� ���
�� ��	�����

���	������ ���������	�� U · RS(C)T  

������ �������	
��� �	��
	���

�� ��������� 	
 �
 ������ ������� � ���� �! ��"�� �#$�� � %�$ ��
&� ������� �
� ����������� �
 '() *()+,- +. /0*,12)3� 4 5)6 7+,8! 920:)/12 ;,)33 �#<%� 4

%�= >�
?� ������� � �
 @A *() +>),0*+, )BC0*1+A DD EC8)� F0*(� G� 4 �#%$� 4 ��� 4 ;� &$?4&$#�
�� !����� "
 H+IC*1+A +. )BC0*1+A AX +XB = C J- 1AK),31+A +. 0A M ×M +, N ×N /0*,1L

DD H�9F G� 9>>I� F0*(� 4 �#$<� 4 �� M%� 4 ;� �=&=4�=&?�
%� #����� �
 $
� %��&�� '
 (
 H+IC*1+A +. *() /0*,1L )BC0*1+A AX +XB = C! 9IN+,1*(/ �?&

DD O+//CA� 9OF� 4 �#�&� 4 ��� ;� <&=4<&$�
$� !���� !
 !�
 H+IC*1+A +. 2),*01A /0*,1L )BC0*1+A3 DD ;,+2� +. *() 9FH� 4 �#�&� 4 �� M&� 4

;� ???4??#�
�� '�� � '
 $
� )�* %
� +� ��� ,
 -
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