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ПРО ОДИН МЕТОД НАБЛИЖЕНОГО РОЗВ’ЯЗУВАННЯ
ЗАДАЧ ОПТИМАЛЬНОГО КЕРУВАННЯ

We consider approach to the reduction of nonlinear optimal control problem to problem of global
solving of corresponding system of nonlinear scalar equations.

Розглядається пiдхiд щодо зведення нелiнiйної задачi оптимального керування до задачi гло-
бального розв’язування вiдповiдної системи нелiнiйних скалярних рiвнянь.

Вступ. Важливими задачами, що часто виникають в результатi дослiджен-
ня складних математичних моделей рiзних природничих явищ i технологiчних
процесiв є задачi оптимiзацiї. На математичнiй мовi такi задачi формулюються
як задачi вiдшукання екстремуму (мiнiмуму, максимуму або обох разом) деякої
функцiї або функцiонала ϕ(u), що характеризує собою якiсть (цiну) керування
u iз заданої множини U деякого простору. Оскiльки задача максимiзацiї фун-
кцiоналу ϕ(u) на множинi U еквiвалентна задачi мiнiмiзацiї функцiоналу −ϕ(u)
на тiй же множинi U , тому надалi обмежимось розглядом задач мiнiмiзацiї.

Рiзним аспектам моделювання, дослiдження i чисельного розв’язування та-
ких задач присвячено багато робiт [1].

В данiй роботi розглядаються деякi нелiнiйнi задачi оптимiзацiї, що зводя-
ться до глобального розв’язування вiдповiдних систем нелiнiйних скалярних
рiвнянь (СНСР).
Задача безумовної оптимiзацiї. Нехай ϕ(u) — скалярна функцiя векторного
аргументу u = (u1, u2, ..., un) ∈ En — n-вимiрного евклiдового простору. Поста-
вимо задачу: знайти точку u∗ = (u∗1, u

∗
2, ..., u

∗
n) ∈ En, в якiй функцiя ϕ(u) набуває

мiнiмального значення, тобто

ϕ∗ = ϕ(u∗) ≤ ϕ(u),∀u ∈ En. (1)

Зауважимо, що умовi (1) може задовольняти множина точок U∗, яка нази-
вається множиною розв’язкiв. Задачу безумовної мiнiмiзацiї функцiї ϕ(u) запи-
шемо у виглядi:

ϕ∗ = min ϕ(u),∀u ∈ En. (2)

Якщо функцiя ϕ(u) диференцiйовна за всiма змiнними ui

(
i = 1, n

)
, тодi за-

дача (2) зводиться до задачi глобального розв’язування СНСР виду

∂ϕ(ū)

∂ui

= 0,
(
i = 1, n

)
, (3)

що характеризує необхiдну умову екстремуму функцiї ϕ(u). На розв’язках си-
стеми (3) обчислюються значення функцiї ϕ(u) i вiдбираються тi точки, в яких
цi значення найменшi. Якщо умова (1) виконується в деякому околi D(u∗) то-
чки u∗, тодi u∗ називається точкою локального мiнiмуму. Якщо ж умова (1) у
точцi u∗ виконується при всiх u ∈ En, тодi u∗ називається точкою глобального
мiнiмуму.
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Задача нелiнiйного програмування. Розв’язування цiєї задачi полягає у
знаходженнi точки u∗ = (u∗1, u

∗
2, ..., u

∗
n) ∈ En, в якiй нелiнiйна цiльова функцiя

ϕ(u) досягає мiнiмуму, тобто

ϕ∗ = ϕ(u∗) = min ϕ(u) (4)

при виконаннi наступних обмежень

u ∈ Ωn =
{
u ∈ En : ψi(u) ≤=≥ 0, uj ∈ θj; i = 1,m; j = 1, n

}
, (5)

де ψi(u) — функцiї, що утворюють область Ω, θj — область допустимих значень
змiнної uj.

Найбiльш розповсюджений метод розв’язання задачi (4), (5) полягає в реду-
кцiї її до задачi безумовної мiнiмiзацiї (2), що досягається за допомогою методiв
штрафних та бар’єрних функцiй або методу Лагранжа з наступним зведенням
її до СНСР.
Задача оптимального керування. Розглянемо задачу мiнiмiзацiї нелiнiйного
функцiоналу

f(u) =

T∫

0

F (x(t), u(t), t)dt + Φ(x(T )) (6)

на розв’язках задачi Кошi

ẋ(t) = g(x(t), u(t), t), x(0) = d, (7)

що вiдповiдають всiм допустимим керуванням u(t) iз деякої множини Ω (T i d
— фiксованi). Вiдомим пiдходом щодо розв’язання задачi (6), (7) є принцип ма-
ксимуму Понтрягiна. Його iдея полягає в конструюваннi функцiї Н.Гамiльтона-
Понтрягiна i розв’язаннi вiдповiдної крайової задачi. У випадку iстотної нелi-
нiйностi f(u) задача (6), (7) може мати декiлька локальних мiнiмумiв в областi
Ω, а глобальний мiнiмум може досягатись на границi Ω. У цьому випадку засто-
сування зазначеного пiдходу не є простим. Однак, при певних умовах гладкостi
функцiй F , Φ i g задача (6), (7) зводиться до задачi розв’язування вiдповiдної
СНСР. Припустимо, що множина керувань u(t) ∈ Ω представлена у виглядi
u(t) = u(t, α1, α2, ..., αn), тобто вона залежить вiд параметрiв α1, α2, ..., αn. Та-
кими множинами можуть бути, наприклад, алгебраїчнi, тригонометричнi полi-
номи з коефiцiєнтами α1, α2, ..., αn або кусково-постiйнi функцiї iз значеннями
α1, α2, ..., αn. Цiй множинi керувань згiдно з (7) буде вiдповiдати множина тра-
єкторiй x(t) = x(t, α1, α2, ..., αn), що залежать вiд тих же параметрiв. Значення
цих параметрiв визначаються iз необхiдної умови екстремуму функцiоналу (6)
в точцi (u(t), x(t)) як скалярної функцiї n-змiнних α1, α2, ..., αn. В результатi
приходимо до СНСР виду (3).

Наведенi оптимiзацiйнi задачi, як правило, є багатоекстремальними i за
вимогою практики необхiдно шукати їх глобальний мiнiмум. У роботi [2] за-
пропоновано пiдхiд щодо глобальної оптимiзацiї, який полягає в мiнiмiзацiї
неперервно-диференцiйовної функцiї ϕ(u) на n-вимiрному замкненому парале-
лепiпедi Ωn, тобто розв’язаннi задачi

ϕ∗ = min
u∈Ωn

ϕ(u), (8)
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де Ωn = {u = (u1, u2, . . . , un) ∈ En : −∞ < ai ≤ ui ≤ bi < ∞}, шляхом редукцiї
її до послiдовностi аналогiчних задач розмiрностi вiд 1 до n, що вiдповiдає
сукупностi задач мiнiмiзацiї функцiї ϕ(u) на j-вимiрних паралелепiпедах 1 ≤
j ≤ n.

Таким чином, в усiх розглянутих випадках задача мiнiмiзацiї функцiї ϕ(u)
зводиться до задачi розв’язування вiдповiдних систем нелiнiйних алгебраїчних
рiвнянь. Глобальне розв’язування таких систем здiйснюється за допомогою εs-
алгоритму [3], практична суть якого полягає в наступному: вiдображаючи за до-
помогою побудованої згiдно з (3) вектор-функцiї F (u) = u−F (u) = ∂ϕ(u)/∂uk =
0, (k = 1, n) послiдовнiсть εk(γk)-сiток, що покривають бiкомпактну множину
Ωn, у послiдовнiсть γk-сiток, що належать Ωn, i при цьому задовольняючи пев-
ним умовам, наведеним у [3], можна вiдокремити всi iзольованi розв’язки си-
стем вигляду (3), що належать Ωn i апроксимувати їх з точнiстю, допустимою
на данiй ЕОМ.

Процес пошуку глобального мiнiмуму функцiї ϕ(u) на Ωn є таким:
1. Обчислюються значення функцiї ϕ(u1, u2, ..., un) в усiх 2n вершинах Ωn i

фiксується мiнiмальне значення ϕ(ũ1, ũ2, ..., ũn) i вершина, в якiй воно досягає-
ться.

2. Розв’язується повна система (3) на Ωn та всi зрiзанi системи (3), що вiд-
повiдають мiнiмiзацiї ϕ(u) на гранях Ωn. Визначаються мiнiмальнi значення
ϕ(u) шляхом порiвняння мiж собою та iз зафiксованими вище мiнiмальними
значеннями ϕ(u). В результатi знаходиться глобальний мiнiмум ϕ(u) на Ωn.

Програмне забезпечення, що для рiзних нелiнiйних моделей генерує та здiй-
снює глобальне розв’язання системи (3), представляє комплекс програм на ФОР-
ТРАНI, якi вiдтестованi i реалiзованi на рiзних типах ЕОМ.

Задача тестування полягала в тому, щоб перевiрити надiйнiсть зазначено-
го програмного забезпечення щодо вiдокремлення всiх iзольованих розв’язкiв
деяких класiв нелiнiйних задач i обчислення їх з точнiстю ε за нев’язкою. Обчи-
слювальний експеримент (тестування) було проведено на багатьох прикладах
та задачах. Наведемо деякi з них:

1. Розглянемо задачу мiнiмiзацiї функцiї:

f(u) =
1

2

1∫

0

[
x2(t) + u2(t)

]
dt (9)

на розв’язках рiвняння

ẋ(t) = −x(t) + u(t), x(0) = 1. (10)

Точний розв’язок цiєї задачi, отриманий на основi принципу максимуму, має
вигляд [1]

u(t) =
e
√

2t − e2
√

2e−
√

2t

(
√

2− 1) + (
√

2 + 1)e2
√

2
, x(t) =

(
√

2− 1)e
√

2t − (
√

2 + 1)e2
√

2e−
√

2t

(
√

2− 1) + (
√

2 + 1)e2
√

2
.

Для знаходження наближених значень ũ(t), x̃(t) застосуємо вище описаний
пiдхiд. Нехай функцiя керування має полiномiальний вигляд, тобто
ũ(t) = α0 + α1t + α2t

2. Тодi пiсля розв’язання рiвняння (10) одержимо
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x̃(t) = (α0 − α1 + 2α2) + (α1 − 2α2)t + α2t
2 + (1− α0 + α1 − 2α2)e

−t. Iз необхiдної
умови екстремуму функцiї (9) при наведених ũ(t) i x̃(t) одержимо таку систему
лiнiйних рiвнянь вiдносно невiдомих коефiцiєнтiв α0, α1 α2

5e−1α2 +
α0

2
+

1

2
+

1

2
e−2α1 +

α1

2
− 4α2

3
− e−1 +2e−1α0 +

1

2
e−2− 1

2
e−2α0− e−2α2 = 0,

e−2α2− e−1α2 +
1

2
+

1

2
e−2α0 +

α0

2
+

7α1

6
+

α2

2
− e−1− 2e−1α1− 1

2
e−2− 1

2
e−2α1 = 0,

5e−1α0+e−2α1−e−1α1+1−4α0

3
+

α1

2
−59α2

15
−3e−1−2e−2α2+12e−1α2+e−2−e−2α0 = 0,

з якої знаходимо α0 = −0.3792383; α1 = 0, 5318373; α2 = −0, 1583618. В резуль-
татi одержимо ũ(t) = −0.3792383 + 0, 5318373t− 0, 1583618t2,
x̃(t) = 2.2277992e−t − 1.2277992 + 0.8485609t− 0.1583618t2.

Спiввiдношення мiж u(t), ũ(t), x(t), x̃(t) та абсолютнi похибки ∆ũ(t), ∆x̃(t)
в конкретних дискретних точках вiдображенi в таблицi.

t 0.0 0.25 0.5 0.75 1.0
x(t) 1.0 0.709436 0.508480 0.371747 0.281971
u(t) -0.385819 -0.253430 -0.153029 -0.071697 0.0
x̃(t) 1.0 0.709449 0.508120 0.371881 0.281962
ũ(t) -0.379238 -0.256177 -0.152910 -0.069439 -0.005760
∆ũ(t) 0.006581 0.002747 0.000119 0.002528 0.00576
∆x̃(t) 0.0 0.0000130 0.000360 0.000134 0.0000093

Нехай функцiя керування ũ(t) = α0 +α1t+α2t
2 +α3t

3. Тодi iз (10) одержимо
x(t) = (α0 − α1 + 2α2 − 6α3) + (α1 − 2α2 + 6α3)t + (α2 − 3α3)t

2 + α3t
3 + (1− α0 +

α1 − 2α2 + 6α3)e
−t.

Iз необхiдної умови екстремуму (9) при наведених значеннях u(t) i x(t) одер-
жимо систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь, розв’язком якої будуть: α0 =
−0.382716, α1 = 0.594444, α2 = −0.314815, α3 = 0.011667.

2. Знайти мiнiмум функцiї
ϕ(u1, u2, u3) = u4

1 + u4
2 − u3

3 + 2u3
1u2 − 9u1u2 + 7u2u3 + 3u2

3 + 13
4
u1 + 1

4
u2 − 23

4
u3 + 1

8

в кубi −2 ≤ ui ≤ 2, (i = 1, 2, 3).
В результатi реалiзацiї необхiдної умови екстремуму функцiї одержимо си-

стему нелiнiйних алгебраїчних рiвнянь:





4u3
1 + 6u2

1u2 − 9u2 + 13
4

= 0,
4u3

2 + 2u3
1 − 9u1 + 7u3 + 1

4
= 0,

−3u2
3 + 7u2 + 6u3 − 23

4
= 0.

Шуканий глобальний мiнiмум функцiї: ϕ∗ = −37.723503 у точцi
(−1.1255;−1.7524; 2.0). Його було знайдено за вище описаною схемою.

Шуканий максимум функцiї ϕ∗ = 101.6 досягається у точцi (2;−2;−2).
Деякi iншi приклади щодо знаходження глобального мiнiмуму функцiї ба-

гатьох змiнних наведенi в роботi [2].
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