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ПРО IСНУВАННЯ СИЛЬНИХ РОЗВ’ЯЗКIВ СТОХАСТИЧНИХ
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНО-ФУНКЦIОНАЛЬНИХ РIВНЯНЬ З
IНТЕГРАЛОМ СКОРОХОДА

The class of stochastic functional-differential equations which have solutions without points of
discontinuity of the second type is studied with the help of probably bounded integral contractors.

Вивчено клас стохастичних функцiонально-диференцiальних рiвнянь, розв’язки яких не ма-
ють розривiв другого роду за допомогою ймовiрносних обмежених iнтегральних контракторiв.

1. Постановка задачi.
Нехай випадковi процеси {x(t) ≡ x(t, ω)}, t ∈ [−τ, T ]}, τ > 0, зi значеннями в
Rn, n-вимiрний вiнерiв процес {W (t), t ∈ [0, T ]} i центрована пуассонова мiра
ν̃(ds, su) ≡ ν(ds, du) − E {ν̃(ds, du)} з E {ν(ds, du)} = Π(du)ds заданi на ймо-
вiрнiсному просторi (Ω, F, P ) з потоком σ-алгебр {Ft, t ≥ 0}, Ft ⊂ F [7-9]. При
t ∈ [−τ, T ] справджуються рiвностi

x(t) = ϕ(t), якщо t ∈ [−τ, 0] i

x(t) = ϕ(0) +

t∫

0

a(s, xs)ds +

t∫

0

b(s, xs)dw(s) +

t∫

0

∫

U

c(s, xs, u)ν̃(ds, du), (1)

якщо t ∈ [0, T ].
Тут a : [0, T ]×Dn([−τ, 0]) → Rn; b : [0, T ]×Dn → Rn×Rn; c : [0, T ]×Dn×U →

Rn, Mn(Dn) – матриця над простором Dn розмiрностi n× n; a, b, c – вимiрнi за
сукупнiстю змiнних; xt ≡ {x(t + θ)}, θ ∈ [−τ, 0]; Dn = Dn([−τ, 0]) – простiр непе-
рервних справа функцiй на вiдрiзку [−τ, 0], що мають лiвостороннi границi [1],
[6].

Тодi {x(t), t ≥ 0} назвемо сильним розв’язком СДФР

dx(t) = a(t, xt)dt + b(t, xt)dw(t) +

∫

U

c(t, xt, u)ν̃(ds, du) (2)

з початковою умовою
x(t) = ϕ(t), t ∈ [−τ, 0]. (3)

У просторi Dn для ϕ ∈ Dn визначимо норму

‖ϕ(θ)‖ ≡ sup
−τ≤θ≤0

|ϕ(θ)|. (4)

Зауважимо, що у рiвномiрнiй нормi (4) простiр Скорохода Dn неповний. То-
му всi результати одержано у розширеному просторi Скорохода Dn, який надалi
будемо розумiти пiд позначенням Dn ≡ Dn ([−τ, 0]]) [6].
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Нехай Gi(t, xt) : [−τ, T ]×Dn → Rn, i = 1, 2, G3(t, xt, u) : [0, T ]×Dn×U → Rn є
обмеженими неперервними функцiоналами. Для x, y ∈ Dn введемо випадковий
процес [5]

z(t) ≡ y(t) +

t∫

0

G1(s, xs)y(s)ds +

t∫

0

G2(s, xs)y(s)dw(s)+

+

t∫

0

∫

U

G3(s, xs, u)y(s)ν̃(ds, du). (5)

Припустимо, що iснує додатна стала K, така, що для всiх t ∈ [0, T ] викону-
ються нерiвностi

|a(t, xt − zt)− a(t, xt)−G1(t, xt)y| ≤ K‖y‖, (6)

|b(t, xt − zt)− b(t, xt)−G2(t, xt)y| ≤ K‖y‖, (7)∫

U

|c(t, xt − zt, u)− c(t, xt, u)−G3(t, xt, u)y|Π(du) ≤ K‖y‖, (8)

майже скрiзь вiдносно норми (4).

Означення 1. Якщо умови (6), (7), (8) виконуються, то говорять, що
коефiцiєнти рiвняння (2) мають обмеженi iнтегральнi контрактори [2], [3].

Означення 2. Будемо говорити, що обмежений випадковий контрактор
є правильним, якщо рiвняння (5) має розв’язок в Dn для довiльних x(t) i z(t)
з Dn [4].

Означення 3. Говорять, що функцiонал h : [0, T ] × Dn × Rn → Rn є сто-
хастично замкнений, якщо для довiльних x(n), x з Dn([0, T ] × Ω) та y(n), y

з Dn таких, що x(n) → x, y(n) → y при n → ∞ i h(t, x
(n)
t (θ), y(n)(θ)) → z в

Dn([0, T ]× Ω), де z(t) ≡ h(t, xt, y) для всiх t ∈ [0, T ] майже скрiзь.

Зауваження 1. Якщо функцiонали a, b, c є лiпшицевими за другим аргу-
ментом, то вони є стохастично замкненими i мають правильний обмежений
випадковий iнтегральний контрактор з Gi = 0, i = 1, 2, 3 [5].

2. Про iснування розв’язкiв системи СДФР з пуассоновими збурен-
нями.

Теорема 1. Якщо коефiцiєнти в (2) є стохастично замкненими, мають
обмежений випадковий iнтегральний контрактор i для довiльного ϕ ∈ Dn([−h, 0])

iснують iнтеграли
T∫
0

|a(t, ϕ)|2dt < +∞;
T∫
0

|b(t, ϕ)|2dt < ∞;
t∫

0

∫
U

|c(t, ϕ, u)|2Π(du)dt <

∞. Тодi iснує розв’язок x(t) ∈ Dn([−τ, T ]) задачi Кошi (2), (5), (3).

Доведення. Доведення базується на наступнiй iтерацiйнiй процедурi. Для
n ≥ 0

x(n+1)(t) = x(n)(t)− y(n)(t)−
t∫

0

G1

(
s, x(n)

s (θ)
)
y(n)(s)ds−
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−
t∫

0

G2

(
s, x(n)

s (θ)
)
y(n)(s)dw(s)−

t∫

0

∫

U

G3

(
s, x(n)

s , u
)
y(n)(s)ν̃(du, ds); (9)

або
x(n+1)(t) = x(n)(t)− z(n)(t), 0 ≤ t ≤ T. (9′)

x0(t) = ϕ(0), t ≥ 0,

xn(t) = ϕ(t), −τ ≤ t ≤ 0,

y(n)(t) = x(n)(t)− x(0)−
t∫

0

a
(
s, x(n)

s (θ)
)
ds−

−
t∫

0

b
(
s, x(n)

s (θ)
)
dw(s)−

t∫

0

∫

U

c
(
s, x(n)

s , u
)
ν̃(du, ds), (10)

0 ≤ t ≤ T, yn(t) = 0, −τ ≤ t ≤ 0.

Пiдставляючи (9) в (10) для (n + 1)-го наближення, знаходимо:

y(n+1)(t) = x(n+1)(t)− x(0)−
t∫

0

a
(
s, x(n+1)

s (θ)
)
ds−

−
t∫

0

b
(
s, x(n+1)

s (θ)
)
dw(s)−

t∫

0

∫

U

c
(
s, x(n+1)

s , u
)
ν̃(du, ds) =

= x(n+1)(t)− x(0)−
t∫

0

a
(
s, x(n)

s (θ)− z(n)
s (θ)

)
ds−

t∫

0

b
(
s, x(n)

s − z(n)
s

)
dw(s)−

−
t∫

0

∫

U

c
(
s, x(n)

s − z(n)
s , u

)
ν̃(du, ds) =

= x(n)(t)− x(n)(t) + x(0) +

t∫

0

a
(
s, x(n)

s (θ)
)
ds +

t∫

0

b
(
s, x(n)

s (θ)
)
ds+

+

t∫

0

∫

U

c
(
s, x(n)

s , u
)
ν̃(du, ds)−

t∫

0

G1

(
s, x(n)

s (θ)
)
y(n)(s)ds−

−
t∫

0

G2

(
s, x(n)

s (θ)
)
y(n)(s)dw(s)−

t∫

0

∫

U

G3

(
s, x(n)

s , u
)
y(n)(s)ν̃(du, ds)−

−x(0)−
t∫

0

a
(
s, x(n)

s − z(n)
s

)
ds−

t∫

0

b
(
s, x(n)

s − z(n)
s

)
dw(s)−
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−
t∫

0

∫

U

c
(
s, x(n)

s − z(n)
s , u

)
ν̃(du, ds) =

=

t∫

0

[
a

(
s, x(n)

s (θ)
)−G1

(
s, x(n)

s (θ)
)
y(n)(s)− a

(
s, x(n)

s (θ)− z(n)
a (θ)

)]
ds+

+

t∫

0

[
b
(
s, x(n)

s (θ)
)−G2

(
s, x(n)

s (θ)
)
y(n)(s)− b

(
s, x(n)

s (θ)− z(n)
s (θ)

)]
dw(s)+

+

t∫

0

∫

U

[
c
(
s, x(n)

s , u
)−G3

(
s, x(n)

s , u
)
y(n)(s)− c

(
s, x(n)

s − z(n)
s , u

)]
ν̃(ds, du). (11)

Скористаємося нерiвнiстю Кошi-Буняковського i основними властивостями
стохастичних iнтегралiв [1], [9] для t ∈ [0, T ]:

E

∣∣∣∣∣∣

t∫

0

1 · g(s)ds

∣∣∣∣∣∣

2

≤ T ·
t∫

0

E|g(s)|2ds;

E

∣∣∣∣∣∣

t∫

0

g(s, w)dw(s)

∣∣∣∣∣∣

2

=

t∫

0

E|g(s, w)|2ds;

E

∣∣∣∣∣∣

t∫

0

∫

U

f(s, u, w)ν̃(ds, du)

∣∣∣∣∣∣

2

=

t∫

0

∫

U

E|f(s, u, w)|2Π(du, dt);

E sup
t∈[0,T ]

∣∣∣∣∣∣

s∫

0

g(s)dw(s)

∣∣∣∣∣∣

2

≤ 4

T∫

0

E|g(s)|2ds;

E sup
t∈[0,T ]

∣∣∣∣∣∣

t∫

0

∫

U

f(s, u, w)ν̃(du, ds)

∣∣∣∣∣∣

2

≤ 4

t∫

0

∫

U

E|f(s, u, w)|2Π(du, ds)

та для умов (6), (7), (8) знайдемо оцiнку для виразу E‖y(n+1)(t)‖2. Очевидно,
що

‖y(n+1)(t)‖2 ≤

≤

 sup

0≤t≤T

∣∣∣∣∣∣

t∫

0

[
a

(
s, x(n)

s (θ)
)−G1

(
s, x(n)

s (θ)
)
y(n)(s)− a

(
s, x(n)

s (θ)− z(n)
s (θ)

)]
ds

∣∣∣∣∣∣
+

+ sup
0≤t≤T

∣∣∣∣∣∣

t∫

0

b
(
s, x(n)

s (θ)
)−G2

(
s, x(n)

s (θ)
)
y(n)(s)− b

(
s, x(n)

s (θ)− z(n)
s (θ)

)
dw(s)

∣∣∣∣∣∣
+
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+ sup
0≤t≤T

∣∣∣∣∣∣

t∫

0

∫

U

[c(s, x(n)
s , u)−G3(s, x

(n)
s , u)y(n)(s)− c(s, x(n)

s − z(n)
s , u)]ν̃(ds, du)

∣∣∣∣∣∣




2

≤

≤ 2


 sup

0≤t≤T

∣∣∣∣∣∣

t∫

0

[
a(s, x(n)

s (θ))−G1(s, x
(n)
s (θ))y(n)(s)− a(s, x(n)

s (θ)− z(n)
s (θ))

]
ds

∣∣∣∣∣∣

2

+

+ sup
0≤t≤T

∣∣∣∣∣∣

t∫

0

[
b(s, x(n)

s (θ))−G2

(
s, x(n)

s (θ)
)
y(n)(s)− b

(
s, x(n)

s (θ)− z(n)
s (θ)

)]
dw(s)

∣∣∣∣∣∣

2

+

+ sup
0≤t≤T

∣∣∣∣∣∣

t∫

0

∫

U

[
c
(
s, x(n)

s , u
)−G3(s, x

(n)
s , u)y(n)(s)− c(s, x(n)

s − z(n)
s , u)

]
ν̃(ds, du)

∣∣∣∣∣∣

2
 .

Знайдемо умовне математичне сподiвання вiдносно σ-алгебри F0 (будемо
позначати E|y(n+1)(t)|2 ≡ E{|y(n+1)(t)|2/F0}) [9]:

E‖y(n+1)(t)‖2 ≤

≤ 2


E sup

0≤t≤T

∣∣∣∣∣∣

t∫

0

[
a(s, x(n)

s (θ))−G1(s, x
(n)
s (θ))y(n)(s)− a(s, x(n)

s (θ)− z(n)
s (θ))

]
ds

∣∣∣∣∣∣

2

+

+E sup
0≤t≤T

∣∣∣∣∣∣

t∫

0

[
b(s, x(n)

s (θ))−G2(s, x
(n)
s (θ))y(n)(s)− b(s, x(n)

s (θ)− z(n)
s (θ))

]
dw(s)

∣∣∣∣∣∣

2

+

+E sup
0≤t≤T

∣∣∣∣∣∣

t∫

0

∫

U

[c(s, x(n)
s , u)−G3(s, x

(n)
s , u)y(n)(s)− c(s, x(n)

s − z(n)
s , u)]ν̃(du, ds)

∣∣∣∣∣∣

2


≤ 2K2


E sup

0≤t≤T

∣∣∣∣∣∣

t∫

0

∥∥y(n)(s)
∥∥ ds

∣∣∣∣∣∣

2

+ E sup
0≤t≤T

∣∣∣∣∣∣

t∫

0

‖y(n)(s)‖dw(s)

∣∣∣∣∣∣

2

+

+E sup
0≤t≤T

∣∣∣∣∣∣

t∫

0

∫

U

‖y(n)(s)‖ν̃(du, dv)

∣∣∣∣∣∣

2
 ≤

≤ 2K2


T

t∫

0

E‖y(n)(s)‖2ds + 4

t∫

0

E‖y(n)(s)‖2ds+ +4

t∫

0

∫

U

E‖y(n)(s)‖Π(du, ds)


 =

= 2K2


T

t∫

0

E‖y(n)(s)‖2ds + 4

t∫

0

E‖y(n)(s)‖2ds + 4

t∫

0

E‖y(n)(s)‖2ds


 =

= 2K2(T + 8)

t∫

0

E‖y(n)(s)‖2ds.
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Отже,

E‖y(n+1)(t)‖2 ≤ 2K2(T + 8)

t∫

0

E‖y(n)(s)‖2ds, t ∈ [0, T ]. (12)

Проiнтегрувавши n разiв, матимемо

E‖y(n+1)(s)‖2 ≤ [2K2(T + 8)]n
t∫

0

(T − s)nE‖y(0)(s)‖2ds/n!, t ∈ [0, T ], (13)

де для всiх t ∈ [0, T ]

y(0)(t) = −
t∫

0

a
(
s, x(0)

s (θ)
)
ds−

t∫

0

b
(
s, x(0)

s (θ)
)
dw(s)−

t∫

0

∫

U

c
(
s, x(0)

s , u
)
ν̃(ds, du),

i
x(0)

s (s− τ) =

{
ϕ(0), s ≥ τ,
ϕ(s− τ), s < τ.

Тепер оцiнимо вираз

E‖y(0)(t)‖2 = E
(

sup
0≤s≤t

|y(0)(s)|
)2

≤

≤ 2E



 sup

0≤s≤t

∣∣∣∣∣∣

s∫

0

a
(
τ, x(0)

τ

)
dτ

∣∣∣∣∣∣

2

+ sup
0≤s≤t

∣∣∣∣∣∣

s∫

0

b
(
τ, x(0)

τ

)
dw(τ)

∣∣∣∣∣∣

2

+

+ sup
0≤s≤t

∣∣∣∣∣∣

s∫

0

∫

U

c
(
τ, x(0)

τ , u
)
ν̃(du, dτ)

∣∣∣∣∣∣

2
 ≤

≤ 2


E sup

0≤s≤t

∣∣∣∣∣∣

s∫

0

a
(
τ, x(0)

τ

)
dτ

∣∣∣∣∣∣

2

+ E sup
0≤s≤t

∣∣∣∣∣∣

s∫

0

b
(
τ, x(0)

τ

)
dw(τ)

∣∣∣∣∣∣

2

+

+E sup
0≤s≤t

∣∣∣∣∣∣

s∫

0

∫

U

c
(
τ, x(0)

τ , u
)
ν̃(du, dτ)

∣∣∣∣∣∣

2
 ≤

≤ 2


T

t∫

0

E|a (
τ, x(0)

τ

) |2dτ + 4

t∫

0

E|b (
τ, x(0)

τ

) |2dτ + 4

t∫

0

∫

U

E|c (
τ, x(0)

τ , u
) |2dτ


 .

Оскiльки вiдображення a, b i c є неперервними на вiдрiзку [0, T ], то iснують
додатнi сталi C1, C2 i C3, якi обмежують їх.

Отже,
E‖y(0)(t)‖2 ≤

≤ 2


T

t∫

0

C2
1dτ + 4

t∫

0

C2
2dτ + 4

t∫

0

C2
3dτ


 ≤ 2

(
T 2C2

1 + 4C2
2T + 4C2

3T
) ≤ θ,
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де
θ = 2T

(
TC2

1 + 4C2
2 + 4C2

3

)
> 0.

Тодi оцiнка (13) набуде вигляду

E‖y(n)(t)‖2 ≤ θ[2K2(T + 8)]n · T n+1

(n + 1)!
, t ∈ [0, T ], n = 1, 2, . . . (14)

Перепишемо нерiвнiсть (11) таким чином:

y(n+1)(t) =

t∫

0

αn(s)ds +

t∫

0

βn(s)dw(s) +

t∫

0

∫

U

γn(s, u)ν̃(ds, du),

де
αn(t) = a

(
t, x

(n)
t

)
−G1

(
t, x

(n)
t

)
y(n)(t)− a

(
t, x

(n)
t − z

(n)
t

)
;

βn(t) = b
(
t, x

(n)
t

)
−G2

(
t, x

(n)
t

)
y(n)(t)− b

(
t, x

(n)
t − z

(n)
t

)
;

γn(t) = c
(
t, x

(n)
t , u

)
−G3

(
t, x

(n)
t , u

)
y(n)(t)− c

(
t, x

(n)
t − z

(n)
t , u

)
.

Тодi очевидно, що
sup

0≤s≤t

∣∣y(n+1)(t)
∣∣ ≤

≤
T∫

0

|αn(s)|ds + sup
0≤t≤T

∣∣∣∣∣∣

t∫

0

βn(s)dw(s)

∣∣∣∣∣∣
+ sup

0≤t≤T

∣∣∣∣∣∣

t∫

0

∫

U

γn(s, u)ν̃(ds, du)

∣∣∣∣∣∣
. (15)

Тепер оцiнимо кожний з цих iнтегралiв. Використовуючи (6), (7), (8) i (14),
легко одержати нерiвнiсть:

P





T∫

0

|αn(s)|ds > 3−n−2



 ≤ 32n+2

T∫

0

E|αn(s)|2ds ≤

≤ 32n+3K2

T∫

0

E‖y(n)(s)‖2ds ≤ 32n+3K2Tθ
[
2K2(T + 8)

]n T n+1

(n + 1)!
≤

≤ 3an+1θT 2

2(T + 8)(n + 1)!
,

де K1 ≡ 18 ·K2T (T + 8). Аналогiчно

P



 sup

0≤t≤T

∣∣∣∣∣∣

t∫

0

βn(s)dw(s)

∣∣∣∣∣∣
> 3−n−2



 ≤ 3Kn+1

1 θT 2

2(T + 8)(n + 1)!
;

P



 sup

0≤s≤t

∣∣∣∣∣∣

t∫

0

∫

U

γn(s, u)ν̃(ds, du)

∣∣∣∣∣∣
> 3−n−2



 ≤ 3Kn+1

1 θT 2

2(T + 8)(n + 1)!
.
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Нарештi з (15) i попереднiх оцiнок випливає нерiвнiсть

P
{

sup
0≤t≤T

|y(n+1)(t)| > 3−n−2

}
≤

≤ P




T∫

0

|αn(s)|ds > 3−n−2



 + P



 sup

0≤t≤T

∣∣∣∣∣∣

t∫

0

βn(s)dw(s)

∣∣∣∣∣∣
> 3−n−2



 +

+P



 sup

0≤t≤T

∣∣∣∣∣∣

t∫

0

∫

U

γn(s, u)ν̃(ds, du)

∣∣∣∣∣∣
> 3−n−2



 ≤ 3Kn+1

1 θT

(n + 1)!
. (16)

З (9) одержимо

P
{

sup
0≤t≤T

∣∣x(n+1)(t)− x(n)(t)
∣∣
}

< P



 sup

0≤t≤T

∣∣y(n)(t)
∣∣ +

T∫

0

∣∣G1

(
s, x(n)

s

)
y(n)(s)

∣∣ ds+

+ sup
0≤t≤T

∣∣∣∣∣∣

t∫

0

G2

(
s, x(n)

s

)
y(n)(s)dw(s)

∣∣∣∣∣∣
+ sup

0≤t≤T

∣∣∣∣∣∣

t∫

0

∫

U

G3

(
s, x(n)

s , u
)
yn(s)ν̃(ds, du)

∣∣∣∣∣∣



 .

Позначимо
S1 ≡ sup{|G1(t, xt)|, t ∈ [0, T ], xt ∈ Dn};
S2 ≡ sup{|G2(t, x)|, t ∈ [0, T ], xt ∈ Dn};

S3 ≡ sup{|G3(t, x, u)|, t ∈ [0, T ]{xt, u} ∈ Dn × U}.
Використовуючи (14), легко побачити, що

P





T∫

0

∣∣G1

(
s, x(n)

s

)
y(n)(s)

∣∣ ds > 3−n



 ≤ 32nE





T∫

0

∣∣G1

(
s, x(n)

s

)
y(n)(s)

∣∣2 ds



 ≤

≤ 32nT

T∫

0

E
∣∣G1

(
s, x(n)

s

)
y(n)(s)

∣∣2 ds ≤ S2
1 · 32nTK2

T∫

0

E
∥∥y(n)(s)

∥∥2
ds ≤

≤ 32nT 2K2
[
2K2(T + 8)

]n T n+1

(n + 1)!
· θ · S2

1 ≤
S2

1θT
3an

(n + 1)!
.

Аналогiчно

P



 sup

0≤t≤T

∣∣∣∣∣∣

t∫

0

G2

(
s, x(n)

s

)
y(n)(s)dw(s)

∣∣∣∣∣∣
> 3−n



 ≤ S2

2θT
2an

(n + 1)!
;

P



 sup

0≤t≤T

∣∣∣∣∣∣

t∫

0

∫

U

G3

(
s, x(n)

s , u
)
y(n)(s)ν̃(ds, du)

∣∣∣∣∣∣
> 3−n



 ≤ S2

3θT
2an

(n + 1)!
.
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З (9), (16) та з останнiх оцiнок маємо ланцюжок нерiвностей:

P
{

sup
0≤t≤T

∣∣x(n+1)(t)− x(n)(t)
∣∣ > 4 · 3−n

}
≤

≤
[

3θTan

(T + 8)(n + 1)!
+

S2
1θT

3an

(n + 1)!
+

S2
2θT

2an

(n + 1)!
+

S2
3θT

2an

(n + 1)!

]
· 42 · 32n =

=
42 · 32nθTan

(n + 1)!

[
3

(T + 8)
+ S2

1T
2 + S2

2T + S2
3T

]
=

42 · 32nθTan

(T + 8)(n + 1)!
[3+

+ (T + 8)T 2S2
1 + (T + 8)T

(
S2

2 + S2
3

)]
. (17)

За лемою Бореля-Кантеллi [1], одержимо, що

P =

{
lim

n→∞

(
sup

0≤t≤T

∣∣x(n+1)(t)− x(n)(t)
∣∣
)

> 4 · 3−n

}
= 0.

Тобто, для великих n

sup
0≤t≤T

∣∣x(n+1)(t)− x(n)(t)
∣∣ ≤ 4 · 3−n (18)

майже скрiзь.
Отже, послiдовнiсть {xn(t), n = 1, 2, . . . } майже скрiзь збiжна до стохасти-

чного процесу x∗(t). За теоремою Вейєрштрасса про рiвномiрну збiжнiсть ви-
пливає, що ця збiжнiсть є рiвномiрною на [0, T ].

Якщо використаємо означення для x∗(t), поклавши x∗(t) = ϕ(t) для t ∈
[−τ, 0], одержимо, що траєкторiя x∗(t) не має стрибкiв другого роду на [−τ, T ].
Крiм того, згiдно визначення послiдовностей {xn(t), n = 1, 2, . . . } i {yn(t), n =
1, 2, . . . }, випливає, що вони є тривiальними по вiдношенню до вiнерового про-
цесу i випадкової пуассонiвської мiри. Таким чином, для довiльного t ∈ [−τ, T ],
x∗(t) є тривiальним. Отже, x∗(t) належить до Dn.

Для того, щоб довести, що x∗(t) є розв’язком (2),(3), покажемо спочатку, що
xn(t) → x∗(t) при n →∞ в Dn. З (18) маємо:

E
{

sup
0≤t≤T

∣∣x∗(t)− x(n)(t)
∣∣2

}
≤ E

{
lim

m→∞
sup

0≤t≤T

∣∣x(n+m)(t)− x(n)(t)
∣∣2

}
≤

≤ lim
m→∞

E

{
n+m−2∑

k=n

sup
0≤t≤T

∣∣x(k+1)(t)− x(k)(t)
∣∣2

}
≤ 4 · lim

n→∞

(
n+m−2∑

k=n

3−k

)2

→ 0.

Таким чином, x(n)(t) → x∗(t) при n →∞ в L2 (в розумiннi збiжностi в L2).
Використовуючи той факт, що функцiї a, b, c є стохастично замкненi, ви-

пливає, що для всiх t ∈ [0, T ]

a
(
t, x

(n)
t (θ)

)
→ a (t, x∗t (θ)) ;

b
(
t, x

(n)
t (θ)

)
→ b (t, x∗t (θ)) ;

c
(
t, x

(n)
t , u

)
→ c (t, x∗t , u)
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майже скрiзь.
Отже,

E

∣∣∣∣∣∣

t∫

0

a
(
s, x(n)

s

)
ds−

t∫

0

a (s, x∗s) ds

∣∣∣∣∣∣

2

≤ T

T∫

0

E
∣∣a (

s, x(n)
s − a (s, x∗s)

)∣∣2 ds → 0,

E

∣∣∣∣∣∣

t∫

0

b
(
s, x(n)

s

)
dw(s)−

t∫

0

b (s, x∗s) dw(s)

∣∣∣∣∣∣

2

≤ T

T∫

0

E
∣∣b (

s, x(n)
s − b (s, x∗s)

)∣∣2 ds → 0;

E

∣∣∣∣∣∣

t∫

0

∫

U

c
(
s, x(n)

s , u
)
ν̃(ds, du)−

t∫

0

∫

U

c (s, x∗s, u) ν̃(ds, du)

∣∣∣∣∣∣

2

=

=

t∫

0

∫

U

E
∣∣c (

s, x(n)
s , u

)− c (s, x∗s, u)
∣∣2 Π(du)ds → 0.

Взявши границю в розумiннi збiжностi в L2 i застосувавши її до обох сторiн
рiвностi (9), одержимо, що для довiльного t ∈ [0, T ] рiвнiсть

x∗(t) = x(0) +

t∫

0

a (s, x∗s) ds +

t∫

0

b (s, x∗s) dw(s) +

t∫

0

∫

U

c (s, x∗s, u) ν̃(ds, du)

виконується майже скрiзь i x∗(t) = ϕ(t) для t ∈ [−τ, 0].
Також, ивпадковi процеси злiва i справа останньої рiвностi не мають стриб-

кiв другого роду. Отже, ця рiвнiсть має мiсце для всiх t ∈ [−τ, T ] майже скрiзь
i x∗(t) є розв’язком (2), (3).

3. Про єдинiсть розв’язкiв СДФР.
Розглянемо задачу про єдинiсть розв’язку задачi (2), (3), (5).

Теорема 2. Нехай виконуються умови теореми 1, i обмежений випадко-
вий контрактор для СДФР (2) є правильним. Тодi розв’язок задачi (2), (3),
(5) {x(t)} ⊂ Dn є єдиний з точнiстю до стохастичної еквiвалентностi.

Доведення. Нехай x1(t), x2(t) – два розв’язки задачi (2), (3). Тодi x(t) ≡
x1(t), z(t) ≡ x2(t) − x1(t) в (5). Значить, iснує y(t) з Dn, який є розв’язком
рiвняння

x2(t)− x1(t) = y(t) +

t∫

0

G1

(
s, x1

s

)
y(s)ds+

+

t∫

0

G2

(
s, x1

s

)
y(s)dw(s) +

t∫

0

∫

U

G3

(
s, x1

s, u
)
ν̃(ds, du). (19)

Тодi, враховуючи (1) та (19), легко одержати оцiнку

y(t) =

t∫

0

[
a

(
s, x2

s

)− a
(
s, x1

s

)−G1

(
s, x1

s

)
y(s)

]
ds+
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+

t∫

0

[
b
(
s, x2

s

)− b
(
s, x1

s

)−G2

(
s, x1

s

)
y(s)

]
dw(s)+

+

t∫

0

∫

U

[
c
(
s, x2

s, u
)− c

(
s, x1

s, u
)−G3

(
s, x1

s, u
)
y(s)

]
ν̃(ds, du) =

=

t∫

0

[
a

(
s, x1

s + zs

)− a
(
s, x1

s

)−G1

(
s, x1

s

)
y(s)

]
ds+

+

t∫

0

[
b
(
s, x1

s + zs

)− b
(
s, x1

s

)−G2

(
s, x1

s

)
y(s)

]
dw(s)+

+

t∫

0

∫

U

[
c
(
s, x1

s + zs, u
)− c

(
s, x1

s, u
)−G3

(
s, x1

s, u
)
y(s)

]
ν̃(ds, du),

sup
0≤s≤t

|y(s)| ≤ K

t∫

0

‖y(s)‖ds+

+K sup
0≤s≤t

t∫

0

‖y(s)‖dw(s) + K sup
0≤s≤t

t∫

0

∫

U

‖y(s)‖Π(du)ds,

E‖y(t)‖2 = E sup
0≤s≤t

|y(s)|2 ≤

≤ 2


TK2

t∫

0

E‖y(s)‖2ds+


 4K2

t∫

0

E‖y(s)‖2ds+

+4K2

t∫

0

E‖y(s)‖2ds ≤ 2K2(T + 8)

t∫

0

E‖y(s)‖2ds.

Нагадаємо посилену нерiвнiсть Гронуола [1]: для вимiрних функцiй ϕ(t) i
α(t), для яких виконується спiввiдношення

ϕ(t) ≤ α(t) + L

t∫

0

ϕ(s)ds, L > 0,

справедлива нерiвнiсть

ϕ(t) ≤ α(t) + L

t∫

0

eL(t−s)α(s)ds.
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Якщо позначити ϕ(t) ≡ E‖y(t)‖2, L = 2K2(T + 8), α(t) ≡ 0, то

0 ≤ E‖y(t)‖2 ≤ 2K2(T + 8)

t∫

0

e2K2(T+8) · 0ds ≤ 0.

Значить,
E

{‖y(t)‖2/F0

}
= 0, ∀t ∈ [0, T ],

майже скрiзь. За властивостями умовного математичного сподiвання, одержи-
мо, що y(t) ≡ 0. Тодi, використовуючи (17) i (19), очевидно, що

0 ≤ P
{

sup
0≤t≤T

∣∣x1(t)− x2(t)
∣∣ 6= 0

}
≤

≤ 42 · 32nTθan

(n + 1)!(T + 8)

[
3 + (T + 8)T 2S2

1 + (T + 8)T
(
S2

2 + S2
3

)] → 0

при n →∞.
Отже, P {x1(t) 6= x2(t)} = 0.
Продовжуючи розв’язки {x1(t)} i {x2(t)} вправо, матимемо, що x1(t) = x2(t)

на [0, T ] майже скрiзь з точнiстю до стохастичної екiвалентностi. Отже, розв’я-
зок є єдиний майже скрiзь, що i треба було довести.

Зауважимо, що, якщо c(t, xt, u) ≡ 0, то одержуються результати для дифу-
зiйних стохастичних диференцiально-рiзницевих рiвнянь з постiйними коефiцi-
єнтами [5].
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