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ШВИДКIСТЬ ЗБIЖНОСТI ДО ДВОВИМIРНОГО
НОРМАЛЬНОГО ЗАКОНУ В РIВНОМIРНIЙ МЕТРИЦI ДЛЯ
ХАРАКТЕРИСТИЧНИХ ФУНКЦIЙ

The paper contains estimate of rate of convergence by characteristic functions of two-dimensional
stochastic vector.

Робота мiстить оцiнку швидкостi збiжностi для характеристичних функцiй двовимiрного ви-
падкового вектора.

Дослiдження швидкостi збiжностi у граничних теоремах є важливим напрям-
ком у теорiї ймовiрностей. Та найбiльш поширеними є дослiдження, в яких ви-
вчається збiжнiсть функцiй розподiлу чи щiльностей випадкових величин, тодi
як багатовимiрний випадок розглядається набагато рiдше [2–4]. У данiй роботi
здiйснено оцiнку швидкостi збiжностi послiдовностi характеристичних функцiй
двовимiрного випадкового вектора до характеристичної функцiї двовимiрного
нормального закону. При цьому оцiнка отримується з допомогою псевдо момен-
та, структура якого аналогiчна до введеної у [1], лише узагальнена на двови-
мiрний випадок.

Нехай (ξj, ηj), j = 1, 2, ... – послiдовнiсть незалежних однаково розподiлених
випадкових векторiв з невиродженим розподiлом F (x, y), характеристичними
функцiями f(s, t), Mξj = 0, Mηj = 0, Mξ2

j = Mη2
j = 1. Позначимо через Φ(x, y)

функцiю розподiлу двовимiрного нормального закону, що має такi самi момен-
ти першого i другого порядку, як i F (x, y). Вiдповiдна йому характеристична
функцiя має вигляд

g(s, t) = exp

{
−1

2
(s2 + 2rst + t2)

}
,

де r – коефiцiєнт кореляцiї (ξj, ηj). Функцiю розподiлу вектора
(

ξ1 + . . . + ξn√
n

,
η1, + . . . + ηn√

n

)
(1)

позначимо через Fn(x, y), а вiдповiдну характеристичну функцiю через ϕn(s, t).
Оскiльки Mξj = 0, Mηj = 0, Dξj = 1, Dηj = 1, i вектори (ξj, ηj) незалежнi, то
коефiцiєнт кореляцiї вектора (1) дорiвнює r.

Нехай

ν =

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

max
(
1,

(
x2 + y2

) 3
2

)
|dΨ(x, y)| ,

де Ψ(x, y) = F (x, y)− Φ(x, y).
Розглянемо метрику ρn = sup

s, t
|ϕn(s, t)− g(s, t)|. Iз умов, якi накладенi на

(ξj, ηj), випливає, що ρn −→ 0.
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Теорема 1. Якщо n > 1, то для довiльного c ∈
(
0, 3 3√6

8

)
при ν ≤ c(1−|r|)2:

ρn ≤ ν max

{
c(1)

√
n(1− |r|) 3

2

, 2(2c)n−1

}
,

а при ν > c(1− |r|)2:

ρn ≤ ν max

{
c(2)

√
n(1− |r|) 5

2

, sup
(s, t):

√
x2+t2≥T2

|f(s, t)|n
}

,

де ci – абсолютнi сталi, що залежать тiльки вiд , T2 = c(1−|r|)2
ν

.

Лема 1. Для всiх s i t має мiсце нерiвнiсть

ω(s, t) = |f(s, t)− g(s, t)| ≤ ν min

(
1,

1

6
(s2 + t2)

3
2

)
.

Доведення. Враховуючи, що Mξj = 0, Mηj = 0, Dξj = 1, Dηj = 1, одержи-
мо

f(s, t)− g(s, t) =

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

ei(sx+ty)dΨ(x, y) =

=

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

(
ei(sx+ty) − 1− i(tx + sy)− (i(tx + sy))2

2!

)
dΨ(x, y). (2)

Iз першої рiвностi у (2) одержимо

ω(s, t) ≤
+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

|dΨ(x, y)| ≤
+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

max
(
1, (x2 + y2)

3
2

)
dΨ(x, y) = ν. (3)

Враховуючи нерiвностi
∣∣∣∣eiα − 1− iα− (iα)2

2

∣∣∣∣ ≤
|α|3
6

i (sx + ty)2 ≤ (s2 + t2)(x2 + y2),

iз другої рiвностi у (2)

ω(s, t) ≤
+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

∣∣∣∣ei(sx+ty) − 1− i(tx + sy)− (i(tx + sy))2

2!

∣∣∣∣ dΨ(x, y) ≤

≤
+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

|tx + sy|3 |dΨ(x, y)| ≤ 1

6
(s2 + t2)

3
2

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

(x2 + y2)
3
2 |dΨ(x, y)| ≤

≤ 1

6
(s2 + t2)

3
2

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

max
(
1, (x2 + y2)

3
2

)
|dΨ(x, y)| = 1

6
(s2 + t2)

3
2 ν. (4)

Iз (3) i (4) випливає справедливiсть леми.
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Лема 2. Нехай c ∈
(
0, 3 3√6

8

)
.

Якщо

ν ≤ c(1− |r|)2 i
√

s2 + t2 ≤
√
− 2

1− |r| ln ν = T1,

то
|f(s, t)| ≤ exp

{−(1− |r|)(s2 + t2)c1

}
, (5)

де c1 = 1
4
−

√
c

3√36
> 0.

Якщо
√

s2 + t2 > T1, то
|f(s, t)| ≤ 2ν. (6)

Якщо ж ν > c(1− |r|)2, то при
√

s2 + t2 ≤ T2 = c(1−|r|)
ν

|f(s, t)| ≤ exp
{−(1− |r|)(s2 + t2)c2

}
, (7)

де c2 = 1
2
−

√
e

6
c > 0.

Доведення.

|f(s, t)| =
∣∣∣f(s, t)− e−

1
2
(s2+rst+t2) + e−

1
2
(s2+rst+t2)

∣∣∣ ≤ ω(s, t) + e−
1
2
(s2+rst+t2). (8)

Для всiх s i t справедлива нерiвнiсть

s2 + rst + t2 ≥ (1− |r|)(s2 + t2). (9)

Дiйсно, при r = 0 нерiвнiсть (9) очевидна. Нехай r 6= 0. Тодi

s2 + rst + t2 − (1− |r|)(s2 + t2) = |r| (s2 + t2) + 2rst =

= |r|
(

s2 + t2 + 2
r

|r|
)

= |r| (s± t)2 ≥ 0,

оскiльки r
|r| = ±1.

Iз (9) i (8) одержуємо

|f(s, t)| ≤ ω(s, t) + e−
1
2
(1−|r|)(x2+t2). (10)

Iз леми 1 випливає, що

ω(s, t) ≤ ν
3
√

36
(s2 + t2). (11)

Дiйсно, якщо |α|3
6
, то

min

(
1,
|α|3
6

)
=
|α|3
6

=
α2

3
√

36

α2

3
√

6
≤ α2

3
√

36
.
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Якщо ж |α|3
6

> 1, то

min

(
1,
|α|3
6

)
= 1 ≤ α2

3
√

36
.

Iз (10) i (11) при
√

s2 + t2 ≤ T1

∣∣∣f(s, t) ≤ e−
1
2 (1− |r|)(s2 + t2) + ν s2+t2

3√36
=

= e−
1
4
(1−|r|)(s2+t2)

(
e−

1
4
(1−|r|)(s2+t2) + e

1
4
(1−|r|)(s2+t2)ν s2+t2

3√36

)
≤

≤ e−
1
4
(1−|r|)(s2+t2)

(
1 + ν−

1
2 ν s2+t2

3√36

)
≤ e−

1
4
(1−|r|)(s2+t2)e

1
ν2

s2+t2

3√36 ≤

≤ e
− 1

4
(1−|r|)(s2+t2)+

√
c(1−|r|)

3√36
(s2+t2)

= exp {−(1− |r|)(s2 + t2)c1}.
Якщо ж

√
s2 + t2 > T1, то iз (10) i леми 1

|f(s, t)| ≤ e−
1
2
(1−|r|)(s2+t2) + ν ≤ 2ν.

Нехай ν > c(1 − |r|)2, а
√

s2 + t2 ≤ T2. Тодi iз (10) i леми 1 одержуємо
(врахувавши, що T2 < 1), що

|f(s, t)| ≤ e−
1
2
(1−|r|)(s2+t2)

(
1 + e

1
2
(1−|r|)(s2+t2)ν (s2+t2)

3
2

6

)
≤

≤ e−
1
2
(1−|r|)(s2+t2)

(
1 + e

1
2
(1−|r|)(s2+t2) ν

6
(s2 + t2)T2

)
≤

≤ e−
1
2
(1−|r|)(s2+t2)

(
1 +

√
e(s2 + t2)1

6
c(1− |r|)2

) ≤ exp {−(1− |r|)(s2 + t2)c2}.
Доведення теореми. Iз визначення рiвномiрної метрики для характери-

стичних функцiй одержуємо

ρn = sup
s, t
|ϕn(s, t)− g(s, t)| = sup

s, t

∣∣∣∣fn

(
s√
n

,
t√
n

)
− gn

(
s√
n

,
t√
n

)∣∣∣∣ =

= sups, t |fn(s, t)− gn(s, t)| =

=max

{
sup

s, t:
√

s2+t2≤Tk

|fn(s, t)−gn(s, t)| , sup
s, t:

√
s2+t2≤T 2

k

|fn(s, t)| , sup
s, t:

√
s2+t2≤T 2

k

|gn(s, t)|
}

. (12)

Оцiнимо кожен вираз у (12). Для довiльних a i b справедлива нерiвнiсть

|an − bn| ≤ |a− b|
n∑

k=1

|a|n−k |b|k−1 . (13)

Дiйсно,

an − bn = an − an−1b + an−1b− an−2b2 + an−2b2 − . . .− bn =

= (a− b)(an−1 + an−2b + an−3b2 + . . . + bn−1),
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звiдки випливає нерiвнiсть (13).
Покладемо в (13) a = f(s, t), b = g(s, t), тодi iз (13) одержуємо

|fn(s, t)− gn(s, t)| ≤ |f(s, t)− g(s, t)|
n∑

j=1

|f(s, t)|n−j |g(s, t)|j−1 .

Iз лем 1 i 2 при
√

s2 + t2 ≤ Tk iз нерiвностi (9) маємо:

|fn(s, t)− gn(s, t)| ≤ ν(s2 + t2)
3
2

6

n∑
j=1

e−(1−|r|)(s2+t2)ck(n−j)e−
1
2
(s2+2rst+t2)(j−1) ≤

ν(s2 + t2)
3
2

6

n∑
j=1

e−(1−|r|)(s2+t2)ck(n−1) =
ν

6
(s2 + t2)

3
2 ne−(1−|r|)(s2+t2)ck(n−1).

Тому при n > 1
sup

s, t:
√

s2+t2≤Tk

|fn(s, t)− gn(s, t)| ≤

≤ sup
s, t:

√
s2+t2≤Tk

νn

6 (1− |r|) 3
2 (n− 1)

3
2 c

3
2
k

(
(1− |r|)(s2 + t2)(n− 1)ck

) 3
2×e−ck(1−|r|)(s2+t2)(n−1) ≤

≤ ν√
n

√
2

3c
3
2
k

(
3

2

) 3
2 e−

3
2

(1− |r|) 3
2

=
ν√
n

√
3

2c
3
2
k e

3
2 (1− |r|) 3

2

. (14)

Тут використано, що функцiя y = x
3
2 e−x обмежена при x ≥ 0. Дiйсно,

y′ =
3

2
x

1
2 e−x − x

3
2 e−x = x

1
2 e−x

(
3

2
− x

)
, i max

x≥0
y = y

(
3

2

)
=

(
3

2

) 3
2

e−
3
2 .

У випадку ν ≤ c(1− |r|)2 iз леми 2

sup
s, t:

√
s2+t2>T 2

1

|f(s, t)|n ≤ (2ν)n = 2ν(2c(1− |r|)2)n−1 ≤ (2c)n−12ν, (15)

а

sup
s, t:

√
s2+t2>T 2

1

|g(s, t)|n ≤ sup
s, t:

√
s2+t2>T 2

1

e−
1
2
(1−|r|)(s2+t2)n ≤ e−

n
2
(1−|r|)T 2

1 = νn ≤ νcn−1. (16)

Тому при n > 1 у випадку ν ≤ c(1− |r|)2 iз (12), (14), (15) i (16) одержуємо

ρn ≤ ν max

(
c(1)

√
n(1− |r|) 3

2

, 2(2c)n−1

)
. (17)

Якщо ν > c(1− |r|)2, то

sup
s, t:

√
s2+t2>T 2

2

|g(s, t)|n ≤ sup
s, t:

√
s2+t2>T 2

2

e−
n
2
(1−|r|)(s2+t2) ≤
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≤ sup
s, t:

√
s2+t2>T 2

2

ν
√

s2 + t2

c(1− |r|)2
e−

n
2
(1−|r|)(s2+t2) ≤

≤ sup
s, t:

√
s2+t2>T 2

2

ν
√

2√
nc(1−|r|) 5

2

√
n

2
(1−|r|)(s2 + t2)e−

n
2
(1−|r|)(s2+t2)≤ νc(3)

√
n(1−|r|) 5

2

. (18)

Iз (17) випливає перше твердження теореми, а з (12), (14) i (8) – друге.
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