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ОЦIНКА ШВИДКОСТI ЗБIЖНОСТI ФУНКЦIЇ РОЗПОДIЛУ
ВИПАДКОВОГО ВЕКТОРА ДО ФУНКЦIЇ РОЗПОДIЛУ
ДВОВИМIРНОГО НОРМАЛЬНОГО ЗАКОНУ

The paper contains the estimate of rate of convergence of distributive function of stochastic vector
to the distributive function of two-dimensional normal law.

Робота мiстить оцiнку швидкостi збiжностi функцiї розподiлу випадкового вектора до функцiї
розподiлу двовимiрного нормального закону.

Оцiнки швидкостi збiжностi у граничних теоремах – питання, яке всебiчно
дослiджувалось багатьма науковцями [1]. Однак переважна бiльшiсть згаданих
результатiв стосуються одновимiрної випадкової величини. У данiй роботi отри-
мано оцiнку швидкостi збiжностi для випадкового вектора. При цьому викори-
стовується псевдомомент, схожий на тi, що були введенi В. М. Золотарьовим,
узагальнений на двовимiрний випадок.

Нехай (ξj, ηj), j = 1, 2, . . . – послiдовнiсть незалежних однаково розподiлених
випадкових векторiв з невиродженим розподiлом F (x, y), характеристичними
функцiями f(s, t), Mξj = 0, Mηj = 0, Mξ2

j = Mη2
j = 1. Позначимо через Φ(x, y)

функцiю розподiлу двовимiрного нормального закону, що має такi самi момен-
ти першого i другого порядку, як i F (x, y). Вiдповiдна йому характеристична
функцiя має вигляд

g(s, t) = exp

{
−1

2
(s2 + 2ρst + t2)

}
,

де ρ – коефiцiєнт кореляцiї (ξj, ηj). Функцiю розподiлу
(

ξ1 + . . . + ξn√
n

,
η1 + . . . + ηn√

n

)

позначимо через Fn(x, y), а вiдповiдну характеристичну функцiю через ϕn(s, t).
Оскiльки Mξj = 0, Mηj = 0, Dξj = 1, Dηj = 1, i вектори (ξj, ηj) незалежнi,

то коефiцiєнт кореляцiї даного вектора дорiвнює ρ.
Вимагатимемо iснування псевдомомента третього порядку

ν =

∫ ∫ (|x|3 + |y|3) d(F (x, y)− Φ(x, y)).

Теорема 1. Для n > 2

sup
x,y
|Fn(x, y)− Φ(x, y)| ≤

C max
(
ν, ν

1
6

)

√
n (1− |ρ|) 5

2

. (1)

Можна показати, що

(an − bn)− (cn − dn) = (a− b) (A−B) + [(a− b)− (c− d)] B,
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де

A =
n−1∑
i=0

an−1−ibi, B =
n−1∑
i=0

cn−1−idi.

Тодi

A−B =
n−1∑
i=0

(
an−1−ibi − cn−1−idi

)
=

n−1∑
i=0

((
an−1−i − cn−1−i

)
bi + cn−1−i

(
bi − di

))
=

= (a− c)
n−1∑
i=0

bi

n−2−i∑

k=0

an−2−i−kck + (b− d)
n−1∑
i=0

cn−1−i

i−1∑

k=0

bi−1−kdk.

Нехай

a = f

(
s√
n

,
t√
n

)
, b = f

(
s√
n

, 0

)
f

(
0,

t√
n

)
,

c = g

(
s√
n

,
t√
n

)
, d = g

(
s√
n, 0

)
g

(
0,

t√
n

)
.

Позначимо через χ = max (|a| , |b| , |c| , |d|). Тодi справедливi нерiвностi

|(an − bn)− (cn − dn)| ≤ |a− b|max (|a− c| , |b− d|) n (n− 1) χn−2+

+ |a− b− (c− d)|nχn−1. (2)

Для доведення теореми необхiднi такi леми:

Лема 1. Для всiх s, t справедливi нерiвностi

|a− c| ≤ 2

3

(|s|3 + |t|3) ν n−
3
2 ; |b− d| ≤ 2

3

(|s|3 + |t|3) ν n−
3
2 .

Доведення. Нехай s√
n

= s′, t√
n

= t′. Тодi, врахувавши, що F (x, y) , Φ (x, y)
мають однаковi моменти першого i другого порядкiв, отримаємо

|a− c| = |f (s′, t′)− g (s′, t′)| =
∣∣∣∣
∫∫

ei(s′x+t′y)d (F (x, y)− Φ (x, y))

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣
∫∫ (

ei(s′x+t′y) − 1− i (s′x + t′y)

1!
− (i (s′x + t′y))2

2!

)
d (F (x, y)− Φ (x, y))

∣∣∣∣∣ ≤

≤
∫∫ ∣∣∣∣∣e

i(s′x+t′y) − 1− i (s′x + t′y)

1!
− (i (s′x + t′y))2

2!

∣∣∣∣∣ |d (F (x, y)− Φ (x, y))|.

З нерiвностей
∣∣∣∣∣e

iα − 1− iα− (iα)2

2!
− ...− (iα)n

n!

∣∣∣∣∣ ≤
|α|n+1

(n + 1)!
;
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(x + y)3 ≤ 4
(
x3 + y3

)
,

отримаємо, що

|a− c| ≤
∫∫ |s′x + t′y|3

3!
|d (F (x, y)− Φ (x, y))| ≤

≤ 2

3

∫∫ (
|s′x|3 + |t′y|3

)
|d (F (x, y)− Φ (x, y))| ≤

≤ 2

3

(
|s′|3

∫∫
|x|3 |d (F (x, y)− Φ (x, y))|+ |t′|3

∫∫
|y|3 |d (F (x, y)− Φ (x, y))|

)
≤

≤ 2

3

(
|s′|3 + |t′|3

)
ν,

де
ν =

∫∫ (|x|3 + |y|3) |d (F (x, y)− Φ (x, y))|.

|b− d| =
∣∣∣f

(
s√
n
, 0

)
f

(
0, t√

n

)
− g

(
s√
n
, 0

)
g

(
0, t√

n

)∣∣∣ =

=
∣∣∣
(
f

(
s√
n
, 0

)
− g

(
s√
n
, 0

))
f

(
0, t√

n

)
+ g

(
s√
n
, 0

)(
f

(
0, t√

n

)
− g

(
0, t√

n

))∣∣∣ ≤

≤
∣∣∣f

(
s√
n
, 0

)
− g

(
s√
n
, 0

)∣∣∣ +
∣∣∣f

(
0, t√

n

)
− g

(
0, t√

n

)∣∣∣ ≤ n−
3
2

2
3

(|s|3 + |t|3) ν.

Лема 2. Для всiх s, t виконуються оцiнки

|f (s, t)− g (s, t)| ≤ ν min

(
1,

2

3
max

(|s|3 , |t|3)
)

.

Доведення.

|f (s, t)− g (s, t)| ≤
∫∫ |sx + ty|3

6
|d (F (x, y)− Φ (x, y))| ≤

≤ 2

3
max

(|s|3 , |t|3)
∫∫ (|x|3 + |y|3) |d (F (x, y)− Φ (x, y))| ≤

≤ 2

3
max

(|s|3 , |t|3)
∫∫

max
(
1, |x|3 + |y|3) |d (F (x, y)− Φ (x, y))| =

=
2

3
ν max

(|s|3 , |t|3) .

|f (s, t)− g (s, t)| ≤
∫∫

|d (F (x, y)− Φ (x, y))| ≤

≤
∫∫

max
(
1, |x|3 + |y|3) |d (F (x, y)− Φ (x, y))| = ν.

З даних оцiнок одержується твердження леми.
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Лема 3. Для всiх s, t

(a− b)− (c− d) ≤ 2

3
|st| (s2 + t2

)
νn−2.

Доведення. Нехай s√
n

= s′, t√
n

= t′. Тодi

(a− b)− (c− d) =

∫∫ (
eis′x − 1

)(
eit′y − 1

)
d (F (x, y)− Φ (x, y))+

+ (f (s′, 0)− g (s′, 0)) (1− f (0, t′)) + (f (0, t′)− g (0, t′)) (1− g (s′, 0)) .

|(a− b)− (c− d)| = |f (s, t)− f (s, 0) f (0, t)− g (s, t) + g (s, 0) g (0, t)| =

=

∣∣∣∣
∫∫ (

eisx − 1− isx
) (

eity − 1
)
d (F (x, y)− Φ (x, y)) +

∫∫
isxeityd (F (x, y)− Φ (x, y))+

+ f (s, 0)− g (s, 0) + f (0, t)− g (0, t)− f (s, 0) f (0, t) + g (s, 0) g (0, t)| ≤

≤
∣∣∣∣
∫∫ (

eisx − 1− isx
) (

eity − 1
)
d (F (x, y)− Φ (x, y)) + is

∫∫
xeityd (F (x, y)− Φ (x, y))

∣∣∣∣ +

+ |f (s, 0)− g (s, 0)| |1− g (0, t)|+ |f (0, t)− g (0, t)| |1− f (s, 0)| .
∣∣∣∣
∫∫ (

eisx − 1− isx
) (

eity − 1
)
d (F (x, y)− Φ (x, y)) + is

∫∫
xeityd (F (x, y)− Φ (x, y))

∣∣∣∣ ≤

≤
{

1
2
s2 |t| ν + 1

2
t2 |s| ν = 1

2
ν |st| (|s|+ |t|) ,

|st| ν.
Таким чином,

∣∣∣∣
∫∫ (

eisx − 1− isx
) (

eity − 1
)
d (F (x, y)− Φ (x, y)) + is

∫∫
xeityd (F (x, y)− Φ (x, y))

∣∣∣∣ ≤

≤ |st| ν min

(
1,
|s|+ |t|

2

)
.

|1− g (0, t)| =
∣∣∣∣
∫∫ (

eity − 1
)
dG (x, y)

∣∣∣∣ ≤ |t|σ01,

|1− f (s, 0)| ≤ |s|σ10.

Тому

|a− b− c + d| ≤ ν |st|min

(
1,

1

2
(|s|+ |t|)

)
+ |t|σ01ν min

(
1,

2

3
|s|3

)
+

+ |s| σ10ν min

(
1,

2

3
|t|3

)
.

Оскiльки
|a− b| ≤ 2

n
|st| , |c− d| ≤ 2

n
|st| .
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Тепер, на основi леми 1, маємо

|f (s′, 0)− g (s′, 0)| ≤ 2

3
|s|3 νn−

3
2 ,

|f (0, t′)− g (0, t′)| ≤ 2

3
|t|3 νn−

3
2 ,

|1− f (0, t′)| =
∣∣∣∣
∫ ∫ (

eit′x − 1
)

dF (x, y)

∣∣∣∣ ≤
∫ ∫ ∣∣∣eit′x − 1

∣∣∣ |dF (x, y)| ≤

≤ |t′|
∫ ∫

|x| |dF (x, y)| ≤ |t′| = t√
n

.

Аналогiчно
|1− g (s′, 0)| ≤ s√

n
.

Отже, |(a− b)− (c− d)| ≤ 2
3

(|s|3 |t|+ |t|3 |s|) νn−2.

Доведення теореми. Покладемо в нерiвностi Садикової з [3] T = 1√
2
X
√

n.
Тодi

|Fn (x, y)− Φ (x, y)| ≤ 2

(2π)2

T∫

−T

T∫

−T

∣∣∣∣∣∣
fn

(
s√
n
, t√

n

)
− fn

(
s√
n
, 0

)
fn

(
0, t√

n

)

st
−

−
gn

(
s√
n
, t√

n

)
− gn

(
s√
n
, 0

)
gn

(
0, t√

n

)

st

∣∣∣∣∣∣
dsdt+

+
2

π

T∫

−T

∣∣∣∣∣∣
fn

(
s√
n
, 0

)
− gn

(
s√
n
, 0

)

s

∣∣∣∣∣∣
ds +

2

π

T∫

−T

∣∣∣∣∣∣
fn

(
0, t√

n

)
− gn

(
0, t√

n

)

t

∣∣∣∣∣∣
dt +

B

T
, (3)

де B – абсолютна стала.
Позначимо перший iнтеграл у (3) через I1, другий i третiй вiдповiдно через

I2 i I3.
Для оцiнки iнтегралiв правої частини необхiдно оцiнити величину χ, яка

входить у нерiвнiсть (2), i χ = max (|a| , |b| , |c| , |d|).
Згiдно леми 3 при

√
s2 + t2 ≤ X

√
n

|a| =
∣∣∣∣f

(
s√
n

,
t√
n

)∣∣∣∣ ≤ exp

{
−c2 min

(
c1,

1

n
(1− |ρ|) (

s2 + t2
))}

.

Аналогiчно при
√

s2 + t2 ≤ X1

√
n

(
X1 =

√
c1

1−|ρ|

)

|a| ≤ e−c2
1−|ρ|

n (s2+t2),

а при X1

√
n ≤ √

s2 + t2 ≤ X
√

n

|a| ≤ e−c2c1 .

Наук. вiсник Ужгород ун-ту, 2009, вип. 18



36 Т. В. БОЯРИЩЕВА, I. Й. ПОЛЯК, П. В. СЛЮСАРЧУК

Тодi при
√

s2 + t2 ≤ X1

√
n

|b| =
∣∣∣∣f

(
s√
n

, 0

)∣∣∣∣
∣∣∣∣f

(
0,

t√
n

)∣∣∣∣ ≤ e−c2
1−|ρ|

n (s2+t2),

а при X1

√
n ≤ √

s2 + t2 ≤ X
√

n

|b| ≤ e−c2c1 .

|c| = g

(
s√
n

,
t√
n

)
= exp

{
− 1

n

(
s2 + st + t2

)} ≤ exp

{
−1− |ρ|

2n

(
s2 + t2

)}
, а

|d| = g

(
s√
n

, 0

)
g

(
0,

t√
n

)
= exp

{
−s2 + t2

2

}
.

Таким чином, при
√

s2 + t2 ≤ X1

√
n

χ ≤ max
{

e−c2
1−|ρ|

n (s2+t2), e−
1−|ρ|
2n (s2+t2), e−

s2+t2

n

}
≤ e−c3

1−|ρ|
n (s2+t2), (4)

де c3 = min
(
c2,

1
2

)
, а при X1

√
n ≤ √

s2 + t2 ≤ X
√

n

χ ≤ max
{

e−c1c2 , e−2c1c2 , e−
1−|ρ|
2n (s2+t2)

}
≤ max

{
e−c1c2 , e−

1−|ρ|
2n

X2
1n

}
=

= max
{

e−c1c2 , e−
c1
2

}
= e−c4 , (5)

де c4 = min
(
c1c2,

c1
2

)
.

Iз нерiвностей (2), (4), (5), лем 1, 2, 3 одержимо, що при
√

s2 + t2 ≤ X1

√
n

|an − bn − (cn − dn)| ≤

≤ 2 |st|
n

2

3

(|s|3 + |t|3) νn−
3
2 n (n + 1) e−c3

n−2
n

(1−|ρ|)(s2+t2)+

+n
2

3
|st| (s2 + t2

)
νn−ne−c3

n−2
n

(1−|ρ|)(s2+t2) ≤

≤ ν |st| e−c3
n−2

n
(1−|ρ|)(s2+t2)n−

1
2

(
8

3

(|s|3 + |t|3) +
2

3

(
s2 + t2

))
(6)

а при X1

√
n ≤ √

s2 + t2 ≤ X
√

n

|an − bn − (cn − dn)| ≤ ν |st| e−c4(n−2)n−
1
2

(
8

3

(|s|3 + |t|3) +
2

3

(
s2 + t2

))
. (7)

Нехай D = {s, t : |s| ≤ T, |t| ≤ T} , D1 =
{
s, t :

√
s2 + t2 ≤ X1

√
n
}
.

Тодi

I1 =
2

(2π)2

T∫

−T

T∫

−T

∣∣∣∣
an − bn − (cn − dn)

st

∣∣∣∣ dsdt =
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=
2

(2π)2

∫∫

D1

∣∣∣∣
an − bn − (cn − dn)

st

∣∣∣∣ dsdt+
2

(2π)2

∫∫

D

∣∣∣∣
an − bn − (cn − dn)

st

∣∣∣∣ dsdt = I ′1+I ′′1.

Для оцiнки I ′1 врахуємо нерiвнiсть (6), тодi

I ′1 =
2

(2π)2

∫∫

D1

∣∣∣∣
an − bn − cn + dn

st

∣∣∣∣ dsdt ≤

≤ 2

(2π)2νn−
1
2

∫∫

D1

(
8

3

(|s|3 + |t|3) +
2

3

(
s2 + t2

))
e−c3

n−2
n

(1−|ρ|)(s2+t2)dsdt ≤

≤ C1νn−
1
2 (1− |ρ|)− 5

2 ,

а, врахувавши (7), одержимо

I ′′1 ≤
2

(2π)2νe−c4(n−2)n−
1
2

∫ ∫

D\D1

(
8

3

(|s|3 + |t|3) +
2

3

(
s2 + t2

))
dsdt ≤

≤ C2νe−c4(n−2)n−
1
2

(
T 5 + T 4

)
= C2νe−c4(n−2)n−

1
2

(
n√
2
ν−pc

5
2 (1− |ρ|)

) 5
2

.

Оскiльки ми вважаємо, що X1 < X, то

ν ≤ c2
1 (1− |ρ|) 3

2 , то p =
1

6
.

Тому I ′′1 ≤ C4ν
1
6 n−

1
2 .

Таким чином,
I1 ≤ C5 max

{
ν, ν

1
6

}
n−

1
2 (1− |ρ|)− 5

2 .

Переходимо до оцiнки iнтегралiв I2 та I3. Будемо використовувати нерiвностi
∣∣∣∣fn

(
s√
n

, 0

)
− gn

(
s√
n

, 0

)∣∣∣∣ ≤

≤ n

∣∣∣∣f
(

s√
n

, 0

)
− g

(
s√
n

, 0

)∣∣∣∣
(

max

{∣∣∣∣f
(

s√
n

, 0

)∣∣∣∣ ,

∣∣∣∣g
(

s√
n

, 0

)∣∣∣∣
})n−1

≤

≤ n

∣∣∣∣f
(

s√
n

, 0

)
− g

(
s√
n

, 0

)∣∣∣∣ χn−1. (8)

Тодi iз нерiвностей (4), (5), (8) при |s| ≤ X1

√
n одержимо

∣∣∣∣fn

(
s√
n

, 0

)
− gn

(
s√
n

, 0

)∣∣∣∣ ≤ n
|s|3
n

3
2

νe−c3(1−|ρ|)n−1
n

s2

,

а при X1

√
n ≤ |s| ≤ X

√
n

∣∣∣∣fn

(
s√
n

, 0

)
− gn

(
s√
n

, 0

)∣∣∣∣ ≤ n
|s|3
n

3
2

νe−c4(n−1).
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Тодi

I2 =
2

π

T∫

−T

∣∣∣∣∣∣
fn

(
s√
n
, 0

)
− gn

(
s√
n
, 0

)

s

∣∣∣∣∣∣
ds ≤

≤ 2

π

∫

|s|≤X1
√

n

∣∣∣∣∣∣
fn

(
s√
n
, 0

)
− gn

(
s√
n
, 0

)

s

∣∣∣∣∣∣
ds+

+
2

π

∫

X1
√

n≤|s|≤X
√

n

∣∣∣∣∣∣
fn

(
s√
n
, 0

)
− gn

(
s√
n
, 0

)

s

∣∣∣∣∣∣
ds ≤

≤ 2

π
n−

1
2 ν

∫

|s|≤X1
√

n

s2e−c3(1−|ρ|)n−1
n

s2

ds +
2

π
νn−

1
2 e−c4(n−1)

∫

X1
√

n≤|s|≤X
√

n

s2ds ≤

≤ (1− |ρ|)− 3
2 n−

1
2 νC6+C7νn−

1
2 e−c4(n−1)

(
X
√

n
)3 ≤ C8 max

{
ν, ν

1
2

}
n−

1
2 (1− |ρ|)− 3

2 .

Аналогiчно
I3 ≤ C8 max

{
ν, ν

1
2

}
n−

1
2 (1− |ρ|)− 3

2 .

Пiдставляючи оцiнки для I1, I2 та I3 в (3), одержимо

|Fn (x, y)− Φ (x, y)| ≤ C9

max
(
ν, ν

1
6

)
n−

1
2

(1− |ρ|) 5
2

.
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