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ОБ’ЄКТУ

There is the principally new approach the conception of scheme, analysis in the paper from the
point of view general algebra. This approach, first, establishes a natural connection between algebra
and theory, algorithms, and second, is of great practical importance, since it enables applications
in computational mathematics, automata theory and other areas that use different schemes of
transformation of information.

В данiй роботi розглянуто принципово новий пiдхiд до поняття схеми –– з точки зору загаль-
ної алгебри. Такий пiдхiд, по-перше, встановлює природнiй зв’язок мiж алгеброю та теорiєю
алгоритмiв, по-друге, має велике практичне значення, оскiльки дає можливiсть його застосу-
вання в обчислювальнiй математицi, теорiї автоматiв та iнших областях, де використовуються
рiзнi схеми перетворення iнформацiї.

На даний час iснує багато визначень схеми, якi, в деякiй мiрi, повнiстю опи-
сують iнтуїтивне поняття обчислювальної схеми. Але, з другого боку, в цих
визначеннях є деякi обмеження, наприклад, суттєвим обмеженням являється
те, що в цих схемах розглядаються конструктивнi операцiї i предикати, якi
здiйснюються над конструктивними об’єктами. Таким чином, цi визначення тi-
сно пов’язанi з iдеєю програми на ЕОМ i мають слабкий зв’язок з основними
роздiлами сучасної алгебри.

Взагалi, до цього часу два великi роздiли математики „Алгебра” i „Обчислю-
вальна математика” розвивалися незалежними, паралельними шляхами. Кожен
роздiл оперував своїми власними математичними iнструментами.

Але виявляється, що перетин цих шляхiв можливий i дуже корисний.
Як показано в [1], поняття схеми може бути описане не лише з точки зору

конструктивностi (в єдностi з iдеєю машинної програми), але й з точки зору
теоретичної, „чистої” алгебри як унiверсальний та математично строгий об’єкт.

Такий пiдхiд до поняття схеми, по-перше, встановлює природнiй зв’язок
мiж алгеброю та теорiєю алгоритмiв, по-друге, має велике практичне значення,
оскiльки дає можливiсть його застосування в теорiї автоматiв, обчислювальнiй
математицi та iнших областях, де використовуються рiзнi схеми перетворення
iнформацiї [2,3].

Розглянемо наступний пiдхiд по поняття схеми [1]. Цей пiдхiд зручно про-
iлюструвати на прикладах схем:

F 2(x, y) = f 2(φ2(x, y), f 2(x, y)), (1)

r1(x) =

{
f 1

1 (x), якщо p1(x) = 0,

f 1
2 (x), якщо p1(x) = 1,

(2)

де f 2, φ2, f 1
1 , f 1

2 — функцiї, p1(x) — предикат. Схема (1) за довiльними бiнарни-
ми функцiями f 2(x, y) i φ2(x, y) однозначно визначає деяку бiнарну функцiю
F 2(x, y). Схема (2) за довiльними унарними функцiями f 1

1 (x), f 1
2 (x) i унарним
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предикатом p1(x) однозначно визначає унарну функцiю r1(x). Можна узагаль-
нити поняття схеми для функцiї довiльної арностi [1]. Визначимо схему таким
чином.

Схемою називається правило (оператор), яке кожному набору функцiй fn1
1 ,

fn2
2 , . . . , fnk

k i предикатiв ps1
1 , ps2

2 , . . . , psm
m ставить у вiдповiднiсть деяку фун-

кцiю f r (або предикат), де n1, . . . , nk, s1 . . . , sm, r означають арностi функцiй та
предикатiв. Перевагами цього означення є унiверсальнiсть, математична стро-
гiсть, а також те, що це означення дозволяє встановити природнiй зв’язок мiж
алгеброю i теорiєю алгоритмiв та програмуванням. Дана теорiя схем може бу-
ти успiшно застосована в обчислювальнiй математицi, теорiї автоматiв та iнших
областях.

Крiм описаного строгого визначення алгоритмiчної схеми в роботi [1] став-
ляться такi проблеми:

1. Знаходження в класi K-многовидiв (K — клас алгебр, який визначається
деякою сукупнiстю схем) по можливостi простої повної системи схем K1,
тобто такої системи K1, що [K1] = K. Наприклад, знаходження повної
системи в класi Θ всiх алгоритмiчних систем.

2. Алгебраїчний i категоричний опис K-многовидiв.

3. Дано поняття K-многовиду (частиннi випадки: напiвгрупи i булевi алге-
бри).

4. Вивченi деякi загальнi властивостi схем.

5. Описанi два новi K-многовиди, тобто знайденi повнi системи тотожностей
в цих многовидах.

В [1] розглянуто деякi важливi схеми: Z, Z1, Z2. Z1-схемою називається Φ1 i
R1-схеми, тобто вiдображення L → D i L → {0, 1} (L – множина всiх комплексiв

Dp =
∞⋃
i=0

Di
p, Di

p — множина всiх слiв виду pjs, де pj ∈ P , s ∈ Di, де P — деяка

скiнчена система символiв, тобто алфавiт, Di — множина всiх слiв з D, довжина
яких не перевищує i (i = 0, 1, . . .), D — множина всiх слiв з алфавiту F , що є
деякою скiнченою системою символiв, яка вiдмiнна вiд P ).

В [1] визначенi та вивченi алгоритмiчнi Z1-схеми. Звичайно, що цi схеми
не вичерпують всiх алгоритмiчних схем. Для визначення класу Θ всiх алго-
ритмiчних схем вводиться поняття Z2-схеми. Z2-схемами будемо називати Φ2 i
R2-схеми, тобто, вiдповiдно, частиннi вiдображення виду L → D i L → {0, 1}.
Оскiльки повне вiдображення є частинним випадком часткового вiдображення,
то кожна Z1-схема являється Z2-схемою. Z2-схема a кожному (G,n,K)-набору
f1, f2, . . . , fn; p1, p2, . . . , pk(fi ∈ Φ′(G), pj ∈ R′(G))(i = 1, 2, . . . , n; j = 1, 2, . . . , k)
(де Φ′(G) — множина всiх всюдивизначених операцiй на деякiй множинi G,
R′(G) – множина всiх всюдивизначених предикатiв на цiй множинi) ставить у
вiдповiднiсть деякий елемент fa iз Z(G) (Z(G) = Φ(G)∪R(G), Φ(G) — множина
всiх операцiй на множинi G, R(G) – множина всiх предикатiв на цiй множинi).

В [1] дається визначення фiнiтарної схеми i показується, що фiнiтарнiсть є
необхiдною умовою для алгоритмiчностi Z2-схеми.

Наук. вiсник Ужгород ун-ту, 2010, вип. 20



30 Ю. А. ВАСИЛЕНКО, Г. Е. КОПЧА

Кожне регулярне вiдображення a представляє собою схему, яка кожному
(G,n, K)-набору f1, f2, . . . , fn; p1, p2, . . . , pk (fi ∈ Φ′(G), pj ∈ R′(G)) (i = 1, 2,
. . . , n; j = 1, 2, . . . , k) ставить у вiдповiднiсть деякий елемент fa iз Z(G).

Вводиться поняття Γ -схеми, їх зв’язок з Z2-схемами.
Регулярнi вiдображення виду L∞ → D, L∞ → {0, 1} (L — множина всiх

Dp-комплексiв, Dp =
∞⋃
i=0

Di
p, D — множина всiх слiв з алфавiту F = f1, . . . , fn,

Di — множина всiх слiв iз D, довжина яких не перевищує i, Dp — множина всiх
слiв виду pjs, pj ∈ P , s ∈ D, P = {p1, . . . , pk}, Di

p — множина всiх слiв виду pjs,
pj ∈ P , s ∈ Di, i = 0, 1, . . .) називаються Γ -схемами.

Доводяться такi основнi теореми [1].

Теорема 1. Кожна фiнiтарна Z2-схема представляється за допомогою де-
якої Γ -схеми a′ i, навпаки, кожна Γ -схема a′ представляє деяку фiнiтарну
Z2-схему a. Схеми a i a′ Z ′-еквiвалентнi (Z ′(G) = Φ ′(G) ∪R′(G)).

Теорема 2. Двi Z2-схеми Z ′-еквiвалентнi тодi i тiльки тодi, коли вони
рiвнi.

З цих двох теорем випливає така:

Теорема 3. Двi Γ -схеми Z ′-еквiвалентнi тодi i тiльки тодi, коли вони
представляють одну i ту ж фiнiтарну Z2-схему a.

Кожна алгоритмiчна Z2-схема має бути фiнiтарною Z2-схемою. Тому клас
алгоритмiчних Z2-схем визначається як пiдклас класу фiнiтарних Z2-схем.

Γ -схема b називається алгоритмiчною, якщо вона представляє собою частково-
рекурсивне вiдображення виду L∞ → D або L∞ → {0, 1}.

Z2-схема а називається алгоритмiчною, якщо вона представляється за допо-
могою деякої алгоритмiчної Γ -схеми. Алгоритмiчну Γ -схему b можна обчислю-
вати за деяким алгоритмом Ab.

Таким чином, для кожної алгоритмiчної Z2-схеми a iснує ефективна про-
цедура, яка обчислює значення fa(x) (схеми a i b розглядаються на (G,n, K)-
наборах iз Z ′(G)).

Розглядається поняття еквiвалентностi Z2-схем. Доводиться теорема, що та-
кi схеми будуть еквiвалентними тодi i тiльки тодi, коли вони рiвнi.

В [1] визначається поняття Z-схем. Цi схеми вiдрiзняються вiд Z1-схем i Z2-
схем тим, що зазначенi схеми застосовнi лише до таких (G,n, K)-наборiв, в яких
операцiї fi i pj всюди визначенi, а Z-схеми застосовнi до будь-яких (G,n, K)-
наборiв.

Γ -схеми можна застосовувати i до частково-визначених операцiй, i предика-
тiв.

Якщо порiвнювати Z2-схеми i Z-схеми, то можна помiтити, що кожна Z2-
схема a′ є обмеженням деякої Z-схеми на множинi L. Тому кожну Z2-схему
можна представити як деяку Z-схему, що розглядається на (G,n,K)-наборах
iз Z ′(G). I навпаки, кожна Z-схема, що розглядається на (G,n, K)-наборах iз
Z ′(G) представляє собою деяку Z2-схему.

Будь-який алгоритм обчислює деяку схему, а довiльний N -алгоритм обчи-
слює частково-рекурсивну функцiю. Розглядаються алгоритмiчнi схеми, якi ма-
ють вигляд програм. Цi схеми названi Π -схемами. Показано, що iснують ал-
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горитмiчнi схеми, якi не еквiвалентнi жоднiй Π -схемi. Поняття алгоритмiчної
Z-схеми вважається уточненням iнтуїтивного поняття алгоритмiчної схеми.

Класи напiвгруп та булевих алгебр являються частинними випадками K-
многовидiв, оскiльки наприклад, схема f2(f1(x)) призводить до поняття напiв-
групи, а схеми p1 ∨ p2, p1 ∧ p2, p призводять до поняття булевої алгебри.

В [1] данi повнi системи тотожностей для деяких нових K-многовидiв, якi на-
званi предикатними алгебрами i предикатними напiвгрупами вiдповiдно. Повнi
системи тотожностей представляють собою повнi системи еквiвалентних пере-
творень в деяких класах схем.

Iснує аналогiя мiж класами алгебр i алгоритмiчними схемами (стосовно опе-
рацiй), з якої випливає такий висновок: будь-яка сукупнiсть алгоритмiчних схем
повинна визначати певний клас алгебр. Тому досить цiкавою проблемою є про-
блема вивчення класiв алгебр, в основi яких лежать типовi алгоритмiчнi схеми.

Розглянемо деякi алгебри та класи алгебр. K-многовид — це клас алгебр,
який визначається певною сукупнiстю схем. Матимемо на увазi клас всiх алгебр
виду [M, K], де K — деяка множина схем, вiдносно якої система M замкнута,
множина K фiксована, i будемо називати його K-многовидом.

В [1] одержано алгебраїчне описання K-многовидiв виду [M,K1] i [M, K2],
де M ⊂ Z ′(G) (Z ′(G) = Φ ′(G) ∪R′(G), Φ ′(G) — множина всiх всюдивизначених
операцiй на деякiй множинi G, R′(G) — множина всiх всюдивизначених пре-
дикатiв на цiй множинi, K — деяка множина схем, fi ∈ Φ ′(G), pj ∈ R′(G)),
K1 = {p(f1, f2)} i K2 = {f1f2, p(f1, f2)}.

Алгебри iз многовидiв [M, K1] i [M,K2], вiдповiдно, називатимемо алгебрами
i предикатними напiвгрупами.

При вивченнi предикатних алгебр будемо розглядати замiсть вiдображень
fi: G → G бiльш загальнi вiдображення fi: G → B, де G i B — довiльнi множини.

Нехай H0 — множина всiх вiдображень множини G в B. Будь-який одномi-
сний предикат p(x) над G задає деякий двохмiсний оператор на множинi H0,
який визначається таким чином:

p(h1, h2) =

{
h1(x), якщо p(x) = 0 (хибнiсть);
h2(x), якщо p(x) = 1 (iстина).

(3)

Тут h1, h2 ∈ H0, x ∈ G. Очевидно, що p(h1, h2) ∈ H0. Оператор (3) називає-
ться предикатним оператором. Будемо вважати, що при записуваннi предика-
тного оператора у видi p(h1, h2) символ p означає вiдповiдний предикат.

Система вiдображень H ⊂ H0 замкнута вiдносно предиката p, якщо з h1,
h2 ∈ H випливає p(h1, h2) ∈ H. Система H замкнута вiдносно системи предика-
тiв iз L, якщо H замкнута вiдносно всiх предикатiв iз L. Сукупнiсть предикатiв
L i замкнутої вiдносно L системи H утворює деяку алгебру. Цю алгебру назвемо
предикатною алгеброю. Опишемо предикатну алгебру.

Розглянемо абстрактну алгебру, яка представляє собою сукупнiсть множин
H i заданої на H системи L бiнарних операцiй p(h1, h2) (h1, h2, p(h1, h2 ∈ H)).
Операцiї iз L задовольняють наступним тотожностям:

а) p(h, h) = h,
б) p(p(h1, h2), p(h3, h4)) = p(h1, h4),
в) p1(p2(h1, h2), p2(h3, h4)) = p2(p1(h1, h3), p1(h2, h4)),

(4)
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де h, h1, h2, h3, h4 ∈ H, p, p1, p2 ∈ L.
Таким чином визначену алгебру назвемо N -алгеброю. Очевидно, що всяка

предикатна алгебра являється N -алгеброю.
В [1] доведена така важлива теорема.

Теорема 4. Кожна вiльна N-алгебра iзоморфна деякiй предикатнiй алге-
брi.

Розглянемо вiльну N -алгебру A, породжену деякою системою твiрних N i
системою операцiй L. Вирази вiльної N -алгебри A, елементи iз N i L, вiдпо-
вiдно, будемо називати формулами, H-символами i L-символами. Формули f1

i f2, якi зображають один i той же об’єкт вiльної N -алгебри A, називаються
еквiвалентними. Еквiвалентнiсть i нееквiвалентнiсть позначаються, вiдповiдно,
через f1 ≈ f2 i f1≈f2. Формула f належить системi формул M (f ∈ M), якщо
f еквiвалентна однiй iз формул M . Через f1 = f2 позначимо спiвпадання фор-
мул f1 i f2. У вiльнiй N -алгебрi A для кожного цiлого числа n ≥ 0 визначи-
мо формули такого виду: F (p1, p2, . . . , pn; h1, h2, . . . , h2n), де h1, h2, . . . , h2n ∈ H,
p1, p2, . . . , pn ∈ L, причому pi 6= pj при i 6= j.

Формули F (p1, p2, . . . , pn; h1, h2, . . . , h2n) визначаються iндукцiєю по n. Для
n = 0 покладаємо F (0; h1) = h1 (0 — символ пустого кортежу p1, p2, . . . , pn).
Якщо для n формули F визначенi, то для n + 1 покладаємо

F (p1, p2, . . . , pn+1; h1, h2, . . . , h2n+1) =

= p1(F (p2, p3, . . . , pn+1; h1, h2, . . . , h2n), F (p2, p3, . . . , pn+1; h2n+1, h2n+2, . . . , h2n+1)).

Таким чином, маємо

F (p1; h1, h2) = p1(h1, h2),

F (p1, p2; h1, h2, h3, h4) = p1(p2(h1, h2), p2(h3, h4))

i т. д.

Наслiдок 1. Сукупнiсть рiвностей (4) представляє собою алгебраїчний
опис класу всiх предикатних алгебр.

В роботi [1] повнiстю описанi i вивченi алгоритмiчнi схеми без циклiв. В те-
орiї цих схем важливе мiсце посiдає один клас схем — вищезгаданi Z1-схеми.
Z1-схема є найбiльш загальним поняттям оператора, який дiє над наборами
функцiй i предикатiв i який зберiгає всюдивизначенiсть. Розглядаються елемен-
тарнi Z1-схеми, тобто такi схеми, якi є звичайними алгоритмiчними схемами без
циклiв.

Доведена така основна теорема.

Теорема 5. Z1-схема являється тодi i тiльки тодi фiнiтарною, коли вона
є елементарною.

Дана теорема описує всi алгоритмiчнi схеми, якi зберiгають всюдивизначе-
нiсть.

Показано, що всяка елементарна Z1-схема представляється за допомогою ви-
разу, що складається iз операторiв пiдстановки функцiй в предикат, кон’юнкцiї,
диз’юнкцiї, заперечення предикатiв i оператора умовного обчислення.
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З вищесказаного випливає важливий результат: всi алгоритмiчнi схеми, якi
зберiгають всюдивизначенiсть, вичерпуються звичайними програмами, якi скла-
даються iз вищевказаних операторiв.

Таким чином, дана теорiя схем може бути застосована в теорiї програму-
вання, теорiї алгоритмiв, обчислювальнiй математицi i iнших областях, в яких
застосовуються рiзнi схеми перетворення iнформацiї [2,3].

Можна сформулювати такi основнi проблемнi задачi, якi випливають з ре-
зультатiв роботи [1]:

1. Дослiдження рiзних класiв схем, тобто їх класифiкацiя, дослiдження Z1,
Z2, Z-схем i Π -схем, а також знаходження необхiдних i достатнiх умов
належностi схем до кожного з вищезгаданих класiв схем.

2. Зображення алгоритмiчних схем за допомогою алгоритмiв, тобто вивчен-
ня i аналiз регулярних алгоритмiв, їх використання для зображення схем,
аналiз пам’ятi, швидкодiї та iнших характеристик алгоритму, що зобра-
жує схему, та оптимiзацiя алгоритмiв, за допомогою яких зображуються
схеми.

3. Повнота систем алгоритмiчних схем вiдносно суперпозицiї.

4. Еквiвалентнi перетворення i спрощення алгоритмiчних схем (Вивчення рi-
зноманiтних виразiв, за допомогою яких зображуються алгоритмiчнi схе-
ми, знаходження повних систем правил перетворення цих виразiв та ме-
тодiв спрощення виразiв i дослiдження проблеми складностi виразiв).

5. Застосування теорiї алгоритмiчних схем в програмуваннi, теорiї цифрових
автоматiв, теорiї аналого-цифрових перетворювачiв, теорiї розпiзнавання
образiв (вивчення повноти алгоритмiчних мов вiдносно представлення в
них алгоритмiчних схем, застосування теорiї алгоритмiчних схем в авто-
матизацiї програмування, вивчення проблеми синтезу рiзноманiтних ци-
фрових автоматiв з точки зору алгоритмiчних схем, вивчення проблеми
синтезу оптимальних аналого-цифрових перетворювачiв з позицiї теорiї
алгоритмiчних схем в теорiї розпiзнавання образiв i теорiї систем).
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