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КОЕФIЦIЄНТНI ОЦIНКИ У ВАГОВИХ ПРОСТОРАХ ЛЕБЕГА

Some new estimates of the Fourier coefficients for functions from weighted Lp(p > 1) spaces are
obtained.

Одержанi новi оцiнки коефiцiєнтiв Фур’є функцiй з вагових просторiв Lp(p > 1).

Стаття присвячена одержанню оцiнок коефiцiєнтiв Фур’є функцiй, що нале-
жать певним функцiональним просторам, за загальними ортонормовними си-
стемами. Такi оцiнки мають теоретичне значення та застосовуються в теорiї
ортогональних рядiв, теорiї функцiональних просторiв.

Першi оцiнки норм функцiй у просторах Лебега через їх коефiцiєнти Фур’є
за тригонометричною системою були одержанi Хаусдорфом i Юнгом, а також,
дещо пiзнiше, Хардi i Лiттлвудом. У наступнi роки у роботах Пелi, Марцинкеви-
ча i Зiгмунда цi результати були перенесенi на загальнi ортонормованi системи.
Аналоги таких результатiв були також одержанi в iнших просторах функцiй у
роботах ряду математикiв. Так, у роботi Пiтта [1], було встановлено наступну
оцiнку.

Теорема 1. Нехай p > 1 та α таке, що α < p − 1, α ≥ max(p − 2, 0) i
функцiя f(x) задовольняє умову

∫ 2π

0

|f(x)|pxαdx < ∞ .

Якщо {cn} - коефiцiєнти Фур’є функцiї f за системою {einx}, то вiрна
нерiвнiсть

∞∑
n=1

|cn|pnp−2−α ≤ cp,α

∫ 2π

0

|f(x)|pxαdx .

Зазначимо, що деяке узагальнення цiєї оцiнки мiститься у результатах Стей-
на [2]. Крiм того, для ваги виду
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x
. . . logαn . . . log

an

x

оцiнка такого типу ранiше була одержана В.М.Кокiлашвiлi [3].
Втiм, цiла низка питань, пов’язаних з такими оцiнками, залишилась вiдкри-

тою. Зокрема, це питання, чи можна замiнити зазначенi вище ваговi функцiї
функцiями бiльш загального вигляду.

Мета роботи полягає в тому, щоб, спираючись на оцiнки незростаючих пере-
ставлень функцiй, встановити новi оцiнки норм цих функцiй у вагових просто-
рах Лебега Lp(p > 1) через їх коефiцiєнти Фур’є за загальними ортонормова-
ними системами. А саме, у статтi сформульовано i доведено двi теореми, що
узагальнюють i посилюють теорему Пiтта.

Для одержання результатiв статтi використовуються наступнi вiдомi факти.
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По-перше, якщо f ∈ L1 i {cn} - коефiцiєнти Фур’є функцiї f за системою
{ϕn(x)} з рiвномiрно обмеженими нормами в L∞ , то

c∗n ≤ c

{∫ 1
n

0

f ∗(t)dt +
1√
n

(∫ 1

1
n

f ∗(t)
dt√

t

)}
,

де {c∗n} - переставлення послiдовностi {|cn|} у незростаючому порядку, а f ∗(t)
-незростаюче переставлення функцiї f(x).

Це твердження було вперше одержано Монтгомерi [4], та пiзнiше, iншим
методом, у роботi [5].

По-друге, застосовується наступна лема.

Лема 1. ( [6],стор.42-45). Нехай 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞. Для того, щоб iснувала
стала c, яка не залежить вiд функцiї f , i така, що

∣∣∣∣
∫ 1

0

∣∣∣∣ω(x)

∫ x

0

f(t)dt

∣∣∣∣
q

dx

∣∣∣∣
1
q

≤ c

∣∣∣∣
∫ 1

0

|ν(x)f(x)|p dx

∣∣∣∣
1
p

необхiдно i досить, щоб

B = sup
r>0

(∫ 1

r

|ω(x)|qdx

) 1
q
(∫ r

0

|ν(x)|−p′dx

) 1
p′

< ∞, p′ =
p

p− 1
.

Для того, щоб iснувала стала c, яка не залежить вiд функцiї f , i така,
що ∣∣∣∣

∫ 1

0

∣∣∣∣ω(x)

∫ 1

x

f(t)dt

∣∣∣∣
q

dx

∣∣∣∣
1
q

≤ c

∣∣∣∣
∫ 1

0

|ν(x)f(x)|p dx

∣∣∣∣
1
p

необхiдно i досить, щоб

C = sup
r>0

(∫ r

0

|ω(x)|qdx

) 1
q
(∫ 1

r

|ν(x)|−p′dx

) 1
p′

< ∞, p′ =
p

p− 1
.

Зауважимо, що дане твердження мiстить у собi вiдому нерiвнiсть Хардi ( [7],
c.296) i широко використовується, наприклад, у теорiї вкладення функцiональ-
них просторiв.

Нехай Φ -множина усiх невiд’ємних функцiй, якi монотонно зростають на
[0, 1]. Скажiмо, що функцiя ω ∈ Φ задовольняє ∆2 - умову, якщо

ω(2t) ≤ cω(t), t > 0.

Припустимо, що при p > 1 ω ∈ Φ задовольняє наступнi умови

B′ = sup
0<r<1

(∫ 1

r

(
ω(t)

t

)p

dt

) 1
p
(∫ r

0

|ω(t)|−p′dt

) 1
p′

< ∞ , (2)

C ′ = sup
0<r<1

(∫ r

0

(
ω(t)√

t

)p

dt

) 1
p
(∫ 1

r

|
√

tω(t)|−p′dt

) 1
p′

< ∞ . (3)

Тепер сформулюємо основне твердження.
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Теорема 2. Нехай {ϕn(x)} - ортонормована система на вiдрiзку [0, 1] i
||ϕn||∞ ≤ M при всiх n = 1, 2, . . . , а також

∫ 1

0

f ∗p(t)ωp(t)dt < ∞, p > 1,

послiдовнiсть {cn} є послiдовнiстю коефiцiєнтiв Фур’є функцiї f i ω ∈ Φ за-
довольняє ∆2 -умову. Якщо p = 2 i ω(t) ≡ const, або p > 1, а ω(t) задовольняє
умови (2), (3), то

∞∑
n=1

c∗pn np−2ωp

(
1

n

)
≤ c

∫ 1

0

f ∗p(t)ωp(t)dt .

Доведення. При p = 2, ω(t) ≡ const наша нерiвнiсть вироджується у нерiв-
нiсть Бесселя. Нехай p > 1, а ω(t) задовольняє умови (2), (3).

Iз нерiвностi (1) виходить

∞∑
n=1

c∗pn np−2ωp

(
1

n

)
≤ c

{ ∞∑
n=1

(∫ 1
n+1

0

f ∗(t)dt

)p

np−2ωp

(
1

n

)
+

+
∞∑

n=1

(∫ 1

1
n+1

f ∗(t)
dt√

t

)p

n
p
2
−2ωp

(
1

n

)}
≡ c{I1 + I2} .

Оцiнимо I1.

I1 ≤ c

∞∑
n=1

[∫ 1
n

1
n+1

(∫ s

0

f ∗(t)dt

)p

ds

]
npωp

(
1

n

)
.

Використаємо ∆2 - умову.

I1 ≤ c

∞∑
n=1

∫ 1
n

1
n+1

(∫ s

0

f ∗(t)dt

)p (
ω(s)

s

)p

ds ≤ c

∫ 1

0

(∫ s

0

f ∗(t)dt

)p (
ω(s)

s

)p

ds .

Враховуючи (2) i лему 1, одержуємо

I1 ≤ c

∫ 1

0

f ∗p(t)ωp(t)dt,

що i треба було довести. Оцiнимо I2.

I2 ≤ c

∞∑
n=1

∫ 1
n+1

1
n+2

(∫ 1

s

f ∗(t)
dt√

t

)p (
ω(s)√

s

)p

ds ≤ c

∫ 1

0

(∫ 1

s

f ∗(t)
dt√

t

)p (
ω(s)√

s

)p

ds .

Врахуємо (3) i лему 1. Одержимо

I2 ≤ c

∫ 1

0

f ∗p(t)ωp(t)dt ,
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що разом з оцiнкою для I1 доводить нашу теорему.
Зауважимо, що iз теореми 2 випливає твердження теореми Пiтта. Справдi,

покладемо ω(t) = t
α
p , α ≥ max(0, p − 2), α < p − 1, p > 1. Якщо p = 2, α = 0,

теорема Пiтта вироджується у нерiвнiсть Бесселя. В iнших випадках перевiримо
умови (2) i (3) .

Тут

B′ = sup
0<r<1

(∫ 1

r

tα−pdt

) 1
p
(∫ r

0

t−
α

p−1 dt

) 1
p′

< ∞ .

Оскiльки α < p− 1, то другий iнтеграл iснує. Далi

B′ = sup
0<r<1

(
1− rα−p+1

) 1
p r

−α+p−1
p < ∞.

Аналогiчно

C ′ = sup
0<r<1

(∫ r

0

tα−
p
2 dt

) 1
p
(∫ 1

r

t−
p+2α
2(p−1) dt

) 1
p′

< ∞ .

Отже, доведено, що при приведених вище припущеннях
∞∑

n=1

c∗pn np−2−α ≤ c

∫ 1

0

f ∗p(t)tαdt . (4)

Це твердження дещо сильнiше за оцiнку Пiтта, бо у лiвiй частинi нерiвностi
(4) стоїть величина бiльша, нiж в оцiнцi Пiтта, а в правiй - менша.

Тепер одержимо аналогiчну вагову оцiнку у випадку, коли ортонормована
система вже не є рiвномiрно обмеженою. Тут використаємо таку лему.

Лема 2. Нехай {ϕn(x)} - ортонормована система на вiдрiзку [0, 1] i ||ϕn||∞ ≤
Mn , Bn =

∑n
k=1 M2

k , n = 1, 2, . . . .
Тодi

n∑

k=1

|ck|Mk ≤ Bn

∫ t

0

f ∗(s)ds +
√

Bn

(∫ 1

t

f ∗(s)
ds√

s

)
. (5)

Доведення. Покладемо

S̃n(x) =
n∑

k=1

sign ckMkϕk(x) .

Використовуючи вiдомi властивостi незростаючих переставлень функцiй ( [8],
стор. 88-93), маємо

n∑

k=1

|ck|Mk =

∫ 1

0

f(x)S̃n(x)dx ≤
∫ 1

0

f ∗(t)S̃∗n(t)dt ≤

≤
∫ t

0

f ∗(u)S̃∗n(u)du +

∫ 1

t

f ∗(u)S̃∗n(u)du ≤

≤
∫ t

0

f ∗(u)du||S̃∗n||∞ +

∫ 1

t

f ∗(u)
du√

u
||S̃∗n||2 .
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Далi помiчаємо

||S̃∗n||∞ ≤
n∑

k=1

M2
k = Bn .

I, нарештi,

||S̃∗n||2 ≤
(

n∑

k=1

M2
k

) 1
2

=
√

Bn .

Об’єднуючи цi оцiнки, одержуємо потрiбний результат.

Теорема 3. Нехай {ϕn(x)} , Mn , Bn (n = 1, 2, ...) визначенi, як i вище.
Якщо при p > 1 ∫ 1

0

f ∗p(t)ωp(t)dt < ∞ ,

послiдовнiсть {cn} є послiдовнiстю коефiцiєнтiв Фур’є функцiї f , ω ∈ Φ задо-
вольняє ∆2 -умову i умови (2), (3), то

∞∑
n=1

(
1

Bn

n∑

k=1

|ck|Mk

)p

Bp−2
n ωp

(
1

Bn

)
≤ c

∫ 1

0

f ∗p(t)ωp(t)dt .

Доведення. Визначимо послiдовнiсть {νn} таким чином. Позначимо

ν1 = 1, νn+1 = min {s : Bs > 2Bνn} , (n = 1, 2, . . . ).

Використовуючи (5) i ∆2 -умову , одержимо

∞∑
n=1

(
1

Bn

n∑

k=1

|ck|Mk

)p

Bp−2
n ωp

(
1

Bn

)
≤

≤ c

{ ∞∑
n=1

(∫ 1/Bνn

0

f ∗(t)dt

)p

Bp−1
νn

ωp

(
1

Bνn

)
+

+
∞∑

n=1

(∫ 1

1/Bνn

f ∗(t)
dt√

t

)p

B
p
2
−1

νn ωp

(
1

Bνn

)}
≡ c{I1 + I2} .

Оцiнимо I1. Маємо

I1 ≤ c

∞∑
n=1

[∫ 1/Bνn

1/Bνn+1−1

(∫ 1
Bνn

0

f ∗(t)dt

)p

ds

]
Bp

νn
ωp

(
1

Bνn

)
≤

≤ c

∞∑
n=1

[∫ 1/Bνn

1/Bνn+1−1

f ∗∗p
(

1

Bνn

)
ds

]
ωp

(
1

Bνn

)
.

У останнiй оцiнцi f ∗∗(t) = 1
t

∫ t

0
f ∗(u)du - незростаюча функцiя (див. [8]). Далi

I1 ≤ c

∞∑
n=1

∫ 1/Bνn

1/Bνn+1−1

f ∗∗p(s)ωp(s)ds ≤ c

∫ 1

0

(∫ s

0

f ∗(t)dt

)p (
ω(s)

s

)p

ds .
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Враховуючи (2) i застосовуючи лему 1,

I1 ≤ c

∫ 1

0

f ∗p(t)ωp(t)dt .

Тепер оцiнимо I2.

I2 ≤ c

∞∑
n=1

[∫ 1/Bνn

1/Bνn+1−1

(∫ 1

s

f ∗(t)
dt√

t

)p

ds

]
B

p
2
νnωp

(
1

Bνn

)
.

Використовуючи ∆2 -умову, маємо

I2 ≤ c

∞∑
n=1

∫ 1/Bνn

1/Bνn+1−1

(∫ 1

s

f ∗(t)
dt√

t

)p (
ω(s)√

s

)p

ds ≤

≤ c

∫ 1

0

(∫ 1

s

f ∗(t)
dt√

t

)p (
ω(s)√

s

)p

ds .

Враховуємо (3) i застосовуємо лему 1. Одержимо

I2 ≤ c

∫ 1

0

f ∗p(t)ωp(t)dt .

що разом iз оцiнкою I1 доводить нашу теорему.
Висновки. У роботi доведено, що в оцiнках коефiцiєнтiв Фур’є функцiй з

вагових просторiв Лебега Lp(p > 1) ваговi функцiї, якi використовувались в ро-
ботах [1]- [3], можна замiнити функцiєю бiльш загального вигляду. Таке тверд-
ження має мiсце як у випадку обмежених у сукупностi ортонормованих систем,
так i для систем, що не є обмеженими у сукупностi.
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