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КВАЗIМОНОМIАЛЬНI МАТРИЦI НАД ПОЛЕМ. I

In the paper we give main definitions and study properties of monomial and quasimonomial mat-
rices over a field.

У цiй роботi ми даємо основнi означення i вивчаємо властивостi мономiальних та квазiмоно-
мiальних матриць над полем.

Мономiальнi матрицi вiдiграють важливу роль в багатьох математичних до-
слiдженнях i, зокрема, в теорiї матричних зображень груп [1], теорiї лiнiйних
алгебраїчних груп [2], теорiї дискретних перетворень [3], теорiї кодування [4],
тощо.

Мономiальна матриця — це така квадратна матриця, в кожному рядку i в
кожному стовпцi стоїть рiвно один ненульовий елемент. У бiльшостi випадкiв
додатково вимагається, щоб всi ненульовi елементи були одиничними.

З формальних мiркувань ми будемо притримуватись трохи iншої термiноло-
гiї. А саме, будемо називати квадратну матрицю над полем k мономiальною,
якщо в кожному рядку i в кожному стовпцi стоїть не бiльше одного ненульо-
вого елемента i при цьому всi такi елементи є одиничними. У випадку, коли
виконується лише перша умова (а друга може виконуватися, а може й не ви-
конуватися) матрицю будемо називати квазiмономiальною, або (якщо хочемо
звернути увагу на основне поле) k-мономiальною. Квазiмономiальнi матрицi в
цьому сенсi виникли в автора при класифiкацiї унiтрикутних зображень ци-
клiчної групи другого порядку над полем характеристики 2 [5]. У зв’язку з
цим автор бiльш детально дослiджує властивостi таких матриць, i ця стаття є
першою iз низки статей автора на вказану тему.

1. Матричнi зображення сагайдакiв. При вивченнi мономiальних ма-
триць та їх узагальнень суттєву роль будуть вiдiгравати сагайдаки та їх зо-
браження (якi введенi в [1]). Нагадаємо вiдповiднi означення, слiдуючи моно-
графiї [7]. При розлядi добуткiв вiдображень ми користуємося правостороннiм
записом.

Cагайдаком називають довiльний орiєнтований граф Q = (Q0, Q1), де Q0 —
множина вершин i Q1 — множина стрiлок Q; ми завжди вважаємо, що обидвi
множини є скiнченними (такий сагайдак називають скiнченним). Очевидно, мо-
жна вважати, що Q0 = {1, 2, . . . , q}. Початкову вершину стрiлки λ позначаємо
s(λ), а кiнцеву вершину стрiлки λ — t(λ). Запис λ : x → y буде означати, що λ є
стрiлкою, для якої s(λ) = x i t(λ) = y. Якщо сагайдак не має кратних стрiлок,
то в цьому випадку будемо також писати λ = (x, y). Неорiєнтований граф, який
вiдповiдає сагайдаку Q = (Q0, Q1), будемо позначати через Q◦ = (Q◦

0, Q
◦
1); тут

Q◦
0 = q0.
Спочатку дамо означення зображень сагайдака в термiнах векторних прос-

торiв та лiнiйних вiдображень. Ми розглядаємо лише скiнченновимiрнi зобра-
ження.
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12 В. В. БОНДАРЕНКО

Зображенням сагайдака Q = (Q0, Q1) над полем k називається пара
R = (U, γ), яка складається з набору

U = {Ux |x ∈ Q0}

(скiнченновимiрних) векторних k-просторiв Ux та набору

γ = {γα |α : x → y пробiгає Q1}

лiнiйних вiдображень γα : Ux → Uy.
Вектор

d = d(R) = (dx), x ∈ Q0,

де dx = dimkUx, називається вектор-розмiрнiстю зображення R, а сума

d =
∑
x∈Q0

dx

— його розмiрнiстю.
Зображення R = (U, γ) i R′ = (U ′, γ′) сагайдака Q називаються еквiвалент-

ними, якщо iснує набiр
λ = {λx |x ∈ Q0}

лiнiйних бiєктивних вiдображень λx : Ux → U ′
x, такий, що для кожної стрiлки

α : x → y дiаграма
Ux

γα−−−→ Uy

λx

y
yλy

U ′
x

γ′α−−−→ U ′
y

комутативна, тобто γαλy = λxγ
′
α.

Прямою сумою зображень R′ = (U ′, γ′) i R′′ = (U ′′, γ′′) називається зображе-
ння

R′ ⊕R′′ = (U ′ ⊕ U ′′, γ′ ⊕ γ′′),

де γ′ ⊕ γ′′ позначає набiр вiдображень

{γ′α ⊕ γ′′α : U ′
x ⊕ U ′′

x → U ′
y ⊕ U ′′

y |α : x → y пробiгає Q1}.

Зображення R називається розкладним, якщо воно еквiвалентне прямiй сумi
двох ненульових зображень i нерозкладним у протилежному випадку (нульове
зображення — це зображення розмiрностi 0).

Це означення можна переформулювати в термiнах матриць. Будемо вважа-
ти, що сагайдак не мiстить iзольованих вершин (тобто таких, що не пов’язанi
нi з однiєю стрiлкою). Число рядкiв матрицi A будемо позначати r(A), а число
її стовпцiв — c(A).

Матричне зображення сагайдака Q над полем k — це набiр матриць

M = {Mα |α : x → y, пробiгає Q1}

з елементами iз k, такий що виконуються наступнi умови:
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а) r(Mα) = r(Mβ), якщо початковi вершини стрiлок α i β збiгаються;

б) c(Mα) = c(Mβ), якщо кiнцевi вершини стрiлок α i β збiгаються;

в) r(Mα) = c(Mβ), якщо початкова вершина стрiлки α збiгається з кiнцевою
вершиною стрiлки β.

Для матричного зображення M i вершини x ∈ Q0 покладемо dx(M) = r(Mα),
якщо iснує стрiлка α = {x → y}, i dx(M) = c(Mα), якщо iснує стрiлка α =
= {z → x}.

Вектор-розмiрнiсть матричного зображення M — це вектор

d = d(M) = (dx), x ∈ Q0,

де dx = dx(M), а розмiрнiсть — це число d =
∑

x∈Q0
dx.

Матричних зображення M i M ′ називаються еквiвалентними, якщо iснує
набiр оборотних матриць N = {Nx |x ∈ Q0}, таких, що

г) r(Nx) = dx(M) i c(Nx) = dx(M
′);

д) MαNy = NxM
′
α для довiльної стрiлки α : x → y.

Якщо в кожному векторному просторi Ux зображення R = (U, γ) сагай-
дака без iзольованих вершин зафiксувати деякий базис i виписати матрицi
Mα, що вiдповiдають вiдображенням γα, то отримаємо матричне зображення
M = {Mα}. Очевидно, що два зображення еквiвалентнi тодi i лише тодi, ко-
ли еквiвалентнi вiдповiднi їм матричнi зображення. Природним чином пере-
формульовуються на матричнiй мовi такi поняття, як розкладнi i нерозкладнi
зображення.

Матричне зображення сагайдака Q, всi матрицi якого є квадратними, на-
звемо невиродженим, якщо кожна з цих матриць є невиродженою. Якщо при
цьому сагайдак зв’язний, то всi координати вектор-розмiрностi такого зображе-
ння рiвнi мiж собою.

Якщо сагайдак має iзольованi вершини, то означення матричних зображень
є бiльш витонченим, хоча на перший погляд i здається, що воно не зовсiм при-
родне (вiдносно цього означення матричного зображення в загальному випадку
див. монографiю [7]). Але якщо розглядаються лише такi зображення, що всi
координати вектор-розмiрностi не перевищують одиницi (а саме такий випадок
i буде зустрiчатися в наших дослiдженнях), то iзольованими вершинами можна
знехтувати, тобто можна вважати, що матричне зображення сагайдака Q в цьо-
му випадку — це матричне зображення його максимального пiдсагайдака Q′,
що не мiстить iзольованих вершин.

Теорiя зображень сагайдакiв є на сьогоднi досить розвиненою. Ми сформу-
люємо лише одне твердження, яке випливає iз загальних теорем, але може бути
легко доведеним i безпосередньо (виходячи лише iз означень).

Твердження 1. 1) Нехай зв’язний сагайдак Q = (Q0, Q1) є деревом (тобто
граф Q◦

0 не мiстить циклiв) i M — його невироджене матричне зображення
вектор-розмiрностi d = d(M) = (dx), де dx = m > 0 для довiльного x ∈ Q0. Тодi
M єквiвалентне зображенню, всi матрицi якого є одиничними матрицями
розмiру m×m.
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14 В. В. БОНДАРЕНКО

2) Нехай сагайдак Q = (Q0, Q1) зв’язний i такий, що граф Q◦
0 мiстить

лише один цикл (iншими словами, сагайдак Q0 мiстить один цикл, не обов’яз-
ково з однаковим напрямком стрiлок). Зафiксуємо стрiлку α, що належить
цьому циклу. Нехай, далi, M — невироджене матричне зображення сагайдака
Q вектор-розмiрностi d = d(M) = (dx), де dx = m > 0. Тодi M єквiвалентне
зображенню, всi матрицi якого, окрiм матрицi Mα, є одиничними матрицями
розмiру m×m.

2. Сагайдак мономiальної матрицi. Нагадаємо, що квадратну матрицю
над полем k ми називаємо мономiальною, якщо в кожному її рядку i в кожному
її стовпцi стоїть не бiльше одного ненульового елемента, причому всi ненульовi
елементи є одиничними.

Нехай M — мономiальна матриця розмiру n×n. Покладемо Nn = {1, 2, . . . , n}.
Сагайдаком матрицi M назвемо сагайдак Q(M) з множиною вершин Q0(M) =
= Nn i стрiлками i → j, де (i, j) пробiгають всi пари, такi що на перетинi i-го
рядка i j-го стовпця в матрицi M стоїть ненульовий елемент. Безпосередньо
iз означення мономiальної матрицi випливає, що сагайдак Q(M) є незв’язним
об’єднанням ланцюгiв Lp i циклiв Cq, стрiлки кожного iз яких мають однако-
вий напрямок (iндекси p та q пробiгають деякi скiнченнi множини); довжина
кожного iз вказаних циклiв (тобто кiлькiсть вершин) бiльша за одиницю, а се-
ред ланцюгiв можуть зустрiчатися i ланцюги довжини 1 (iзольованi вершини).
Очевидно, що мономiальна матриця однозначно визначається своїм сагайдаком.
Легко побачити, що коранг мономiальної матрицi M дорiвнює числу зв’язних
компонент вiдповiдного сагайдака, якi є ланцюгами.

Матрицi A i B (не обов’язково мономiальнi) назвемо переставно подiбними,
якщо B можна отримати iз A за допомогою однакової перестановки її рядкiв та
стовпцiв (очевидно, тодi i A можна отримати iз B таким же способом). Кожна
така перестановка задається пiдстановкою σ на множинi Nn = {1, 2, . . . , n}. А
саме σ(i) = j, якщо в результатi перестановки i-ий рядок (чи стовпець) став j-
им. Навпаки, кожна пiдстановка σ задає деяку перестановку рядкiв i стовпцiв
матрицi A: їх треба переставити так, щоб, для кожного i ∈ Nn, i-ий рядок
(стовпець) став σ(i)-им. Таким чином отриману матрицю позначимо Aσ.

Далi, позначимо через Pσ мономiальну матрицю, в якiй на мiсцi (i, j) стоїть
одиничний елемент тодi i лише тодi, коли σ(i) = j. Використовуючи сказане,
а також зв’язок мiж елементарними перетвореннями та елементарними матри-
цями, легко побачити, що Aσ = PσAP−1

σ . Отже, маємо таке твердження.

Лема 1. Матрицi A i B переставно подiбнi тодi i лише тодi, коли B =
= PσAP−1

σ для деякої пiдстановки σ.

Доведемо тепер наступну теорему.

Теорема 1. Мономiальнi матрицi M i M ′ переставно подiбнi тодi i лише
тодi, коли їх сагайдаки iзоморфнi.

Дiйсно, якщо ми однаковим чином переставимо рядки i стовпцi матрицi M ,
то сагайдак матрицi не змiниться, а лише змiниться нумерацiя його вершин. А
саме, якщо M ′ = PσMP−1

σ , то стрiлка i → j в Q(M) стане стрiлкою σ(i) → σ(j)
в P (M ′), тобто сагайдак Q(M ′) отримується iз сагайдака Q(M) замiною i-ої
його вершини на σ(i)-у зi збереженням стрiлок. А це означає, що вiдображення

Наук. вiсник Ужгород ун-ту, 2009, вип. 19



КВАЗIМОНОМIАЛЬНI МАТРИЦI НАД ПОЛЕМ. I 15

i → σ(i) для вершин i вiдображення {i → j} → {σ(i) → σ(j)} для стрiлок
задають iзоморфiзм сагайдакiв Q(M) i Q(M ′).

Навпаки, якщо сагайдаки Q(M) i Q(M ′) iзоморфнi, тобто маємо бiєктивне
вiдображення δ : Q0(M) → Q0(M

′) таке, що δ(i) → δ(j) є стрiлкою в Q(M ′) тодi
i лише тодi, коли i → j є стрiлкою в Q(M), то δ як пiдстановка на Q0(M) =
= Q0(M

′) є саме тiєю перестановкою рядкiв i стовпцiв матрицi M , яка перево-
дить M в M ′.

Теорема доведена.
Зауважимо, що для матрицi Pσ (див. лему 1) як мономiальної матрицi та-

кож можна розглядати її сагайдак, i тодi у випадку мономiальних A та B мо-
гло б виникнути запитання про сагайдаки матриць PσA, AP−1

σ , тощо. Але ми
розглядатимемо сагайдак лише для основних матриць (а для додаткових, якi
задають подiбнiсть, — нi). Проте питання про добуток мономiальних матриць
є природним i ми переходимо до його розгляду.

Зрозумiло, що добуток мономiальних матриць є мономiальною. Наступне
твердження (яке по сутi випливає iз означень) говорить про явний вигляд са-
гайдака нової матрицi.

Твердження 2. Нехай M ′ i M ′′ — мономiальнi матрицi розмiру n × n
iз сагайдаками Q′ = (Nn, Q′

1)) та Q′′ = (Nn, Q′′
1). Тодi сагайдак Q = (Nn, Q1)

мономiальної матрицi M = M ′M ′′ мiстить стрiлку i → j тодi i лише тодi,
коли iснує s ∈ Nn таке, що Q′ має стрiлку i → s, а Q′′ — стрiлку s → j.

Аналогiчне твердження має мiсце i для добутку m мономiальних матриць,
яке ми сформулюємо трохи по-iншому.

Твердження 3. Нехай Mi, i = 1, . . . , m, — мономiальнi матрицi розмiру
n × n iз сагайдаками Qi = (Nn, Qi1)). Позначимо через Q сагайдак iз множи-
ною вершин Nn i множиною стрiлок Q1 = ∪m

i=1Qi1 i покладемо, для α ∈ Q1,
v(α) = s, якщо α ∈ Qs1. Тодi стрiлками сагайдака Q = (Nn, Q1) мономiальної
матрицi M = M1 . . . Ms є орiєнтовнi шляхи α1 . . . αm в Q такi, що v(αi) = i
кожного i = 1, . . . , m.

Твердження 3 легко доести m-кратним застосуванням твердження 2.

Наслiдок 1. Нехай M — мономiальна матриця розмiру n×n iз сагайдаком
Q = (Nn, Q1). Тодi стрiлками сагайдака Qm = (Nn, Qm

1 ) мономiальної матрицi
Mm є орiєнтовнi шляхи довжини m в Q.

В свою чергу iз цього наслiдку випливає наступне твердження.

Наслiдок 2. Мономiальна матриця M є нiльпотентною тодi i лише тодi,
коли її сагайдак Q = (Nn, Q1) не мiстить циклiв. У цьому випадку ступiнь її
нiльпотентностi дорiвнює довжинi найдовшої зв’язної компоненти сагайдака
Q.

3. Iнварiанти квазiмономiальної матрицi. Нагадаємо, що квадратну ма-
трицю над полем k ми називаємо квазiмономiальною або k-мономiальною, якщо
в кожному її рядку i в кожному її стовпцi стоїть не бiльше одного ненульового
елемента.

Нехай M — квазiмономiальна матриця розмiру n × n i M1 — мономiальна
матриця, що вiдповiдає матрицi M . Сагайдаком Q(M) = (Q0(M), Q1(M)) квазi-
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мономiальної матрицi M назвемо сагайдак Q(M1). У цьому випадку матриця
M визначається однозначно своїм сагайдаком i його невиродженим матрич-
ним зображенням f = f(M) вектор-розмiрностi (1, 1, . . . , 1), що iндукується
ненульовими елементами матрицi M ; iншими словами, для будь-якої стрiлки
α = {i → j} сагайдака Q(M) матриця розмiру 1 × 1 fα = fα(M) — це елемент
поля k, який стоїть в матрицi M на мiсцi (i, j). Отже, квазiмономiальна матриця
M однозначно задається парою (Q, f), де Q = Q(M) — сагайдак матрицi M i
f = f(M) — вiдповiдне їй матричне зображення Q (нагадаємо, що при розглядi
матричних зображень сагайдака ми iгноруємо його iзольованi вершини).

Теорема 2. Квазiмономiальнi матрицi M i M ′ iз сагайдаками Q = Q(M) i
Q′ = Q(M ′) та матричними зображеннями f = f(M) i f ′ = f(M ′) переставно
подiбнi тодi i лише тодi, коли iснує iзоморфiзм ϕ : Q → Q′ такий, що fα =
= ϕ(α)fα для кожної стрiлки α ∈ Q0(M).

Теорему можна довести таким же чином, як i теорему 1; треба лише дода-
тково слiдкувати за ненульовими (вже не обов’язково одиничними) елементами
матриць i за зображеннями вiдповiдних сагайдакiв.

Не важко модифiкувати на випадок квазiмономiальних матриць i твердже-
ння 2, 3 та наслiдок 1. Бiльш детально про такi твердження та про iншi вла-
стивостi квазiмономiальних матриць автор розгляне в своїй наступнiй статтi на
цю тему.
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