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ПЕРША ГРУПА КОГОМОЛОГIЙ НЕЗВIДНИХ 3-ПIДГРУП
ГРУПИ GL(6,Z)

The description of the classes of 1-cocyclus of the finite irreducible 3-subgroups of the group
GL(6,Z) and the first cogoniology group are given in the paper.

В роботi описуються класи 1-коциклiв i перша група когомологiй скiнченних незвiдних 3-пiд-
груп групи GL(6,Z).

В [1, 2] розглянуто узагальнення класичних кристалографiчних груп на деякi
кiльця R. На основi результатiв [3] в [4] описуються класи коциклiв скiнченних
незвiдних 3-пiдгруп групи GL(3,Z[ε]), ε3 = 1, ε 6= 1. У данiй роботi описанi
класи 1-коциклiв та перша група когомологiй скiнченних незвiдних 3-пiдгруп
групи GL(6,Z).

Нехай F = Q(ε) (ε3 = 1, ε 6= 1), K = Z[ε]. Введемо матричне Q-зображення
ρ степеня 2 поля F :

ρ(α + βε) = α

(
1 0
0 1

)
+ β

(
0 −1
1 −1

)
(α, β ∈ Q).

Вiдмiтимо, що ρ(x) – матриця множення на x в Q-базисi 1, ε поля Q(ε)
(x ∈ Q(ε)).

Якщо A – матриця над полем F , то через ρ(A) позначимо матрицю над Q,
яка одержується замiною кожного матричного елемента a в матрицi A на ρ(a)
(a ∈ F ). Якщо H – пiдгрупа в GL(n, F ), то покладемо ρ(H) = {ρ(A) | A ∈ H}.

Нехай ε̃ = ρ(ε), Q(ε̃) = ρ(Q(ε)). Очевидно, що ρ є iзоморфiзмом груп

GL(n,Q(ε)) i GL(n,Q(ε̃)) ⊆ GL(2n,Q).

Нехай P3 = P3(K) = 〈ε〉 – силовська 3-пiдгрупа групи K∗, P̃3 = 〈ε̃〉 – силовська
3-пiдгрупа групи (Z[ε̃])∗. Як вiдомо, [3], силовська 3-пiдгрупа G3 групи GL(3, F )
спряжена зi сплетенням P3

∫
C3 групи P3 з групою пiдстановок C3 = 〈δ = (123)〉,

а силовська 3-пiдгрупа групи GL(6,Q) спряжена з групою G̃3 = ρ(G3) = P̃3

∫
C3.

Групи G3 i G̃3 є незвiдними пiдгрупами груп GL(3, F ) i GL(6,Q) вiдповiдно.

Лема 1. Нехай G – незвiдна 3-пiдгрупа групи GL(6,Q). Тодi iснує така
незвiдна 3-пiдгрупа H групи GL(3,Q(ε)), що G спряжена в GL(6,Q) з групою
ρ(H).

Доведення. Нехай G – незвiдна пiдгрупа групи GL(6,Q), Z(G) – центр
групи G. Тодi Z(G) спряжена в GL(6,Q) з групою 〈diag[ε̃, ε̃, ε̃]〉.

Якщо X – матриця над Q, спряжена з матрицею ε̃, то X спряжена з ε̃ i над
кiльцем Z. Отже, група Z(G) спряжена з групою 〈diag[ε̃, ε̃, ε̃]〉 в групi GL(6,Z).
Будь-яка матриця X над Q, що комутує з матрицею diag[ε̃, ε̃, ε̃] буде матрицею
над Q(ε). Зокрема, якщо X – Z-матриця, то вона є матрицею над Z[ε̃]. Таким
чином, група G спряжена над Z з групою матриць над кiльцем Z[ε̃]. З точнiстю
до спряженостi можна вважати, що G є групою над Z[ε], тобто G = ρ(H) для
деякої незвiдної пiдгрупи H ⊂ GL(3, K). Лему доведено.
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Для довiльного xi = αi + βiε (αi, βi ∈ Q) через x̂i будемо позначати коорди-
натний рядок (αi, βi). Якщо x = (x1, x2, x3) – трьохвимiрний вектор над F , то
через x̂ будемо позначати 6-вимiрний вектор x̂ = (x̂1, x̂2, x̂3) (xi ∈ F ).

Лема 2. Нехай x ∈ F . Тодi (ε̂x) = ε̃ · x̂.
Доведення випливає з формули для координат образу вектора при дiї лiнiй-

ного оператора.
Нагадаємо деякi позначення. Очевидно, C = R(ε) (ε3 = 1, ε 6= 1). Нехай

C = C+/Z[ε]+, R = R+/Z+, C3 = (C3)+/(Z[ε]3)+ i R6 = (R6)+/(Z6)+.

Лема 3. Нехай G – пiдгрупа групи GL(3, K), f – 1-коцикл групи G iз
значеннями в групi C3. Якщо g ∈ G i f(g) = (f1, f2, f3) (fi ∈ C), то нехай
f̂(g)=

(
f̂1, f̂2, f̂3

)
. Тодi f̂ буде 1-коциклом групи ρ(G) зi значеннями в групi R6.

Доведення. Нехай g, h ∈ G. Тодi f(gh) = gf(h) + f(g). Тому що ρ – гомо-
морфiзм груп, то за лемою 2:

f̂(gh) = f̂ (ρ(g), ρ(h)) = ρ(g)f̂ (ρ(h)) + f̂ (ρ(g)) ,

тобто f̂ – 1-коцикл групи ρ(G) зi значеннями в групi R6. Лема доведена.

Лема 4. Нехай x ∈ G такий, що (ε − 1)x = 0. Тодi x̂ = α(1, 2), де α ∈ R,
3α = 0.

Доведення. Нехай

x̂ = (x1, x2) i ̂(ε− 1)x = (ε̃− E)

(
x1

x2

)
= 0

над R. Тодi { −x1 − x2 = 0,
x1 − 2x2 = 0,

звiдки x2 = −x1, 3x2 = 3x1 = 0. Поклавши x1 = α, x2 = 2α, одержимо x̂ =
= (α, 2α) = α(1, 2), де 3α = 0 в R. Лема доведена.

Твердження 1. Нехай H – незвiдна 3-пiдгрупа групи GL(3, K) з першою
групою когомологiй H1(H,C3) i G=ρ(H). Замiна кожного 1-коцикла f : H→C3

на f̂ : G → R6 дає опис групи H1(G,R6).

Доведення твердження випливає з лем 1, 3, 4.

Використовуючи твердження 1 та роботу [4], одержимо описання групи H1(G,R6),
де G пробiгає з точнiстю до спряженостi незвiднi 3-пiдгрупи групи GL(6,Z).

Теорема 1. Нехай

U0 = 〈a =




0 0 ε
1 0 0
0 1 0


 , b | a9 = b3 = (ab−1) = 1, b−1a3b = a3, (ba)3 = a3〉,

де b – матриця пiдстановки (123),
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U1 = T−1
1 U0T1, де T1 =




t −1 0
0 1 −1
0 0 1


, t = ε− 1,

U2 = T−1
2 U0T2, де T2 =




t 0 1
0 t 1
0 0 1


,

Ui ⊂ GL(3,Z[ε]) i Gi = ρ(Ui), i = 0, 2.
В кожному класi 1-коциклiв групи Gi iз значеннями в групi R6 iснує вiдповiдно
єдиний коцикл f̂такий, що мають мiсце спiввiдношення:

Група f̂(a) f̂(b)

ρ(U0) 0 (β1, 2β1, β2, 2β2,−β1 − β2, β1 + β2), 3βi = 0

ρ(U1) 0 (β1, 2β1, β2, 2β2,−β2 − 2β2), 3βi = 0

ρ(U2) 0 (β1, 2β1, β2, 2β2, 0, 0), 3βi = 0

Групи H1(Gi, R
6) є елементарними абелевими групами типу (3, 3).

Теорема 2. Нехай

V0 =〈a0 =diag[ε, ε, ε], a1 =diag[1, ε, ε2], b | a0a1 = a1a0, a0, b = ba0, b−1a1b = a0a1〉;
V1 = T−1

1 V0T1, V2 = T−1
2 V0T2, Vi ⊂ GL(3,Z[ε]), Gi = ρ(Vi), i = 0, 2.

В кожному класi 1-коциклiв групи Gi iз значеннями в групi R6 iснує вiдповiдно
єдиний коцикл f̂ такий, що виконуються спiввiдношення:

Група f̂(a0) f̂(a1) f̂(b)

ρ(V0) 0 (α1, 2α1, α2, 2α2, α3, 2α3), 3αi = 0 0

ρ(V1) 0 (0, 0, α, 2α,−α,−2α), 3αi = 0 (β1, 2β1, 0, 0, β3, 2β3), 3βi = 0

ρ(V2) 0 (0, 0, 0, 0, α, 2α), 3αi = 0 (0, 0, β2, 2β2, β3, 2β3), 3βi = 0

Групи H1(Gi, R
6) є елементарними абелевими 3-групами типу (3, 3, 3).

Теорема 3. Нехай

W0 =〈a, a1|a3
1 = a9 = 1, a−1

1 aa1 = a4〉, W1 = T−1
1 W0T1, W2 = T−1

2 W0T2,

Wi ⊂ GL(3,Z[ε]), i = 0, 1, 2, Gi = ρ(Wi).

В кожному класi 1-коциклiв групи Gi iз значеннями в групi R6 iснує вiдповiдно
єдиний коцикл f̂ такий, що виконуються спiввiдношення:
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Група f̂(a) f̂(a1)

ρ(W0) 0 (α, 2α, α, 2α, α, 2α), 3α = 0

ρ(W1) 0 (α, 2α, α, 2α, α, 2α), 3α = 0

ρ(W2) 0 (α, 2α,−α,−2α, 0, 0), 3α = 0

Групи H1(Gi, R
6) є циклiчними групами порядку 3.
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