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ПРО ОДНУ КРАЙОВУ ЗАДАЧУ ДЛЯ СИСТЕМ
КВАЗIЛIНIЙНИХ РIВНЯНЬ ГIПЕРБОЛIЧНОГО ТИПУ

A boundary-value problem for a system of the quasilinear differential equations in a partial deriva-
tive of the hyperbolic type explores using the built modification of two-sides method.

За допомогою побудованої модифiкацiї двостороннього методу дослiджується одна крайова
задача для систем квазiлiнiйних диференцiальних рiвнянь в частинних похiдних гiперболi-
чного типу.

У данiй роботi науковi результати, одержанi в статтi [1] для скалярного рiвнян-
ня, поширюються i узагальнюються для систем квазiлiнiйних диференцiальних
рiвнянь в частинних похiдних гiперболiчного типу.

Нехай в R2 задана обмежена область D = D1 ∪ D2 ∪ D3, де D1 = {(x, y) |
x ∈ (x1, x0], y ∈ [y1, y2)}, D2 = {(x, y) |x ∈ [x1, x0], y ∈ (g1(x), y1)}, D3 = {(x, y) |
x ∈ (x0, x2], y ∈ [y1, g2(x))}, x1 < x0 < x2, y0 < y1 < y2, а y = gs(x), (x = ks(y)),
s = 1, 2 — заданi ”вiльнi” кривi, g′s(x) < 0, x ∈ (x0, xs), причому g1(x0) = y0,
g2(x0) = y2, gs(xs) = y1, s = 1, 2.

Дослiдимо задачу [2]: в просторi вектор–функцiй C∗(D) = C(1.1)(D) ∩ C(D)
знайти розв’язок системи диференцiальних рiвнянь в частинних похiдних

Uxy(x, y) + A1(x, y)Ux(x, y) + A2(x, y)Uy(x, y) =

= f(x, y, U(x, y)) ≡ f [U(x, y)],
(1)

який задовольняє умови

U(x, y2) = Φ0(x), x ∈ [x1, x0]; U(x1, y) = Ψ(y), y ∈ [y1, y2], (2)

U(x, g1(x)) = Φ1(x), x ∈ [x1, x0], (3)

U(x, g2(x)) = Φ2(x), x ∈ [x0, x2], (4)

де для заданих неперервнодиференцiйовних вектор–функцiй Ψ(y), Φk(x),
k = 0, 1, 2, виконуються умови узгодженостi

Φ1(x1) = Ψ(y1), Φ2(x0) = Φ0(x0), Φ0(x1) = Ψ(y2), (5)

а U(x, y) = (ui(x, y)), f [U(x, y)] = (fi[U(x, y)]), Φk(x) = (ϕk,i(x)), Ψ(y) = (ψi(y)),
i = 1, n — вектор–функцiї, As(x, y) =

(
δi,ja

(s)
i,j (x, y)

)
, s = 1, 2 —вiдомi матрицi,

δi,j —символ Кронекера, i, j = 1, n.
Позначимо через U (1)(x, y), (x, y) ∈ D1 — розв’язок задачi Гурса (1), (2),

U (2)(x, y), (x, y) ∈ D2 — розв’язок задачi Дарбу (1), (3) i U (2)(x, y1) = U (1)(x, y1),
x ∈ [x1, x0], а U (3)(x, y), (x, y) ∈ D3 — розв’язок задачi Дарбу (1), (4) i
U (3)(x0, y) = U (1)(x0, y), y ∈ [y1, y2]. Тодi, очевидно, розв’язок крайової зада-
чi (1)—(5) U(x, y) = U (r)(x, y), (x, y) ∈ Dr, r = 1, 2, 3, а тому задачу (1)—(5)
називатимемо крайовою задачею Гурса–Дарбу (Г.–Д.).
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Надалi вважатимемо, що A1(x, y) ∈ C(1.0)(D), A2(x, y) ∈ C(0.1)(D),
f [U(x, y)] ∈ C(B), f : B → Rn, B ⊂ Rn+2, а

A1x(x, y) = A2y(x, y), (x, y) ∈ D. (6)

Неважко показати, що домноживши в областi Dr рiвняння (1) злiва вiдпо-
вiдно на невироджену матрицю Rr(x, y) = (δi,jρi,r(x, y)), i, j = 1, n, r = 1, 2, 3,

ρi,1(x, y) = exp
(∫ x

x1
a

(2)
i,i (ξ, y2)dξ +

∫ y

y2
a

(1)
i,i (x, η)dη

)
, (x, y) ∈ D1,

ρi,2(x, y) = exp
(∫ x

k1(y)
a

(2)
i,i (ξ, y)dξ +

∫ y

y1

[
k′1(η)a

(2)
i,i (k1(η), η) + a

(1)
i,i (k1(η), η)

]
dη

)
,

(x, y) ∈ D2,

ρi,3(x, y) = exp
(∫ x

x0

[
a

(1)
i,i (ξ, g2(ξ))g

′
2(ξ) + a

(2)
i,i (ξ, g2(ξ))

]
dξ +

∫ y

g2(x)
a

(1)
i,i (x, η)dη

)
,

(x, y) ∈ D3,

задачу Г.–Д. (1)—(5) в областi D можна подати в еквiвалентнiй iнтегральнiй
формi [1, 3]

U (r)(x, y) = R−1
r (x, y)

{
Ωr(x, y) + TrF [U (r)(ξ, η)]

}
,

(x, y) ∈ Dr, r = 1, 2, 3,
(7)

де F [U (r)(x, y)] =
(
Fi[U

(r)(x, y)]
)
, Ωr(x, y) = (ω

(r)
i (x, y))—вектор–функцiї,

Fi[U
(r)(x, y)] ≡ fi[U

(r)(x, y)] + [a
(1)
i,i (x, y)a

(2)
i,i (x, y) + a

(2)
i,i y(x, y)]u

(r)
i (x, y),

ω
(1)
i (x, y) ≡ ϕ0,i(x) exp

(∫ x

x1
a

(2)
i,i (ξ, y2)dξ

)
+ ϕ0,i(x1) + ψi(y) exp

(∫ y

y2
a

(1)
i,i (x1, η)dη

)
,

T1F [U (1)(ξ, η)] ≡ ∫ y

y2

∫ x

x1
R1(ξ, η)F [U (1)(ξ, η)]dξdη, (x, y) ∈ D1,

ω
(2)
i (x, y) = ρi,2(k1(y), y)ϕ1,i(k1(y)) + ρi(x1, y1; x, y2)ϕ0,i(x)−

−ρi(x1, y1; k1(y), y2)ϕ0,i(k1(y)) +
∫ y1

y2

∫ x

k1(y)
Fi[U

(1)(ξ, η)]ρi(x1, y1; ξ, η)dξdη ≡

≡ ω
(2)
i (x, y) + T1,2Fi[U

(1)(ξ, η)],

ρi(x, y; ξ, η) = exp
(∫ η

y
a

(1)
i,i (ξ, τ)dτ +

∫ ξ

x
a

(2)
i,i (τ, y)dτ

)
,

T2F [U (2)(ξ, η)] ≡ ∫ y

y1

∫ x

k1(y)
R2(ξ, η)F [U (2)(ξ, η)]dξdη, (x, y) ∈ D2,

ω
(3)
i (x, y) = ρi,3(x, g2(x))ϕ2,i(x) + ρ−1

i (x1, y; x0, y2)ψi(y)−

−ρ−1
i (x1, g2(x); x0, y2)ψi(g2(x)) +

∫ y

g2(x)

∫ x0

x1
ρ−1

i (ξ, η; x0, y2)Fi[U
(1)(ξ, η)]dξdη ≡

≡ ω
(3)
i (x, y) + T1,3Fi[U

(1)(ξ, η)],

T3F [U (3)(ξ, η)] ≡ ∫ x

x0

∫ y

g2(x)
R3(ξ, η)F [U (3)(ξ, η)]dηdξ, (x, y) ∈ D3.
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Згiдно постановки задачi U
(1)
x (x, y1) = U

(2)
x (x, y1) i U

(1)
y (x0, y) = U

(3)
y (x0, y), а

U
(1)
y (x, y1)− U

(2)
y (x, y1) = P (x) ≡ (pi(x)),

U
(1)
x (x0, y)− U

(3)
x (x0, y) = Q(y) ≡ (qi(y)), i = 1, n,

(8)

де

pi(x) = exp
(∫ x1

x
a

(2)
i,i (ξ, y1)dξ

){
ψ′i(y1)− k′1(y1)

[
ϕ′1,i(x1) + a

(2)
i,i (x1, y1)ϕ1,i(x1)−

−
(
ϕ′0,i(x1) + a

(2)
i,i (x1, y2)ϕ0,i(x1)

)
exp

(∫ y2

y1
a

(1)
i,i (x1, η)dη

)
+

+
∫ y2

y1
exp

(∫ η

y1
a

(1)
i,i (x1, τ)dτ

)
Fi(x1, η, Ψ(η))dη

]}
,

qi(y) = exp
(∫ y2

y
a

(1)
i,i (x0, η)dη

) {
ϕ′0,i(x0)− ϕ′2,i(x0)+

+g′2(x0)
[∫ x0

x1
exp

(∫ ξ

x0
a

(2)
i,i (τ, y2)dτ

)
Fi(ξ, y2, Φ0(ξ))dξ + (ψ′i(y2)+

+a1(x1, y2)ψi(y2)) exp
(∫ x1

x0
a

(2)
i,i (τ, y2)dτ

)
− a

(1)
i,i (x0, y2)ϕ2,i(x0)

]}
.

Таким чином має мiсце наступна

Лема 1. Якщо задача Г.–Д. (1)—(5) в областi D має розв’язок, то вiн
належатиме простору C∗(D) тодi i тiльки тодi, якщо P (x) = Q(y) = 0. У
супротивному випадку мають мiсце рiвностi (8).

Очевидно, умови леми будуть виконуватись, якщо, наприклад

k′1(y1) = g′2(x0) = 0, ψ′i(y) = 0, ϕ′0,i(x0) = ϕ′2,i(x0) для ∀i = 1, n.

Встановимо достатнi умови iснування в просторi C∗(D) єдиного розв’язку
задачi (1)—(5).

Надалi будемо вважати [4], що вектор–функцiя F [U(x, y)] ∈ C1(B), де C1(B)—
простiр вектор–функцiй, якi задовольняють наступнi умови:

1) F [U(x, y)] ∈ C(B),

2) в просторi вектор–функцiй C(B1), B1 ⊂ R2(n+1), ΠpxOyB1 = D, iснує така
вектор–функцiя H(x, y, U(x, y), V (x, y)) ≡ H[U(x, y); V (x, y)], що H[U(x, y);
U(x, y)] ≡ F [U(x, y)] i для довiльних з простору C(D) двох пар вектор–
функцiй Us(x, y), Vs(x, y) ∈ B1, s = 1, 2, якi задовольняють умови
Us(x, y) ≤ Vs(x, y), (x, y) ∈ D, в областi B1 виконується нерiвнiсть

H[U1(x, y); V2(x, y)] ≤ H[V1(x, y); U2(x, y)], (x, y) ∈ D, (9)

3) вектор–функцiя H[U(x, y); V (x, y)] в областi B1 задовольняє умову Лiпшi-
ца, тобто, для всяких Us(x, y), Vs(x, y) ∈ B1, s = 1, 2 i (x, y) ∈ D,

|H[U1(x, y); V1(x, y)]−H[U2(x, y); V2(x, y)]| ≤

≤ L (|U1(x, y)− U2(x, y)|+ |V1(x, y)− V2(x, y)|) ,

де L = (li,j) — матриця Лiпшiца, li,j ≥ 0, i, j = 1, n.
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Очевидно, якщо вектор–функцiя f [U(x, y)] ∈ C(B) i має обмеженi частиннi
похiднi першого порядку по всiм своїм аргументам, розпочинаючи з третього,
то f [U(x, y)] завжди належить просторовi C1(B).

Нехай вектор–функцiї Z
(r)
p (x, y), V

(r)
p (x, y) ∈ B1, r = 1, 2, 3, p ∈ N.

Введемо позначення [5]:

H[Z
(r)
p (x, y); V

(r)
p (x, y)] = F p

r (x, y) ≡
(
F

(r,p)
i (x, y)

)
,

H[V
(r)
p (x, y); Z

(r)
p (x, y)] = Fr,p(x, y) ≡

(
F

(r)
i,p (x, y)

)
,

Ωp
r(x, y) =

(
ω

(r,p)
i (x, y)

)
, Ωr,p(x, y) =

(
ω

(r)
i,p (x, y)

)
,

Ωp
1(x, y) = Ω1,p(x, y) = Ω1(x, y), ∀p ∈ N, (x, y) ∈ Dr,

ω
(2,p)
i (x, y) = ω

(2)
i (x, y) + T1,2F

(1,p)
i (ξ, η), ω

(3,p)
i (x, y) = ω

(3)
i (x, y) + T1,3F

(1,p)
i (ξ, η),

ω
(2)
i,p (x, y) = ω

(2)
i (x, y) + T1,2F

(1)
i,p (ξ, η), ω

(3)
i,p (x, y) = ω

(3)
i (x, y) + T1,3F

(1)
i,p (ξ, η),

i = 1, n,

α
(r)
p (x, y) = Z

(r)
p (x, y)−R−1

r (x, y) (Ωp
r(x, y) + TrF

p
r (ξ, η)) ,

β
(r)
p (x, y) = V

(r)
p (x, y)−R−1

r (x, y) (Ωr,p(x, y) + TrFr,p(ξ, η)) ,

(10)

α
(r)
p (x, y) =

(
α

(r)
i,p (x, y)

)
, β

(r)
p (x, y) =

(
β

(r)
i,p (x, y)

)
— вектор–функцiї.

W
(r)
p (x, y) = Z

(r)
p (x, y)− V

(r)
p (x, y), (x, y) ∈ Dr, r = 1, 2, 3.

Побудуємо послiдовностi вектор–функцiй
{

Z
(r)
p (x, y)

}
,
{

V
(r)
p (x, y)

}
згiдно фор-

мул [6, 7]
Rr(x, y)Z

(r)
p+1(x, y) = Ωp

r(x, y) + TrF
p
r (ξ, η),

Rr(x, y)V
(r)
p+1(x, y) = Ωr,p(x, y) + TrFr,p(ξ, η),

(x, y) ∈ Dr, p = 0, 1, 2, ..., r = 1, 2, 3,

(11)

де за нульове наближення Z
(r)
0 (x, y), V

(r)
0 (x, y) ∈ B1 вибираємо довiльнi вектор–

функцiї з простору C(Dr), якi задовольняють умови

α
(r)
0 (x, y) ≥ 0, β

(r)
0 (x, y) ≤ 0,

W
(r)
0 (x, y) ≥ 0, (x, y) ∈ Dr, r = 1, 2, 3.

(12)

Справедлива наступна
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Лема 2. Нехай F [U(x, y)] ∈ C1(B) i iнтегральнi рiвняння (7) в просторi
функцiй C(Dr), r = 1, 2, 3, мають розв’язки, якi при (x, y) ∈ Dr задовольняють
умови

V
(r)
0 (x, y) ≤ U (r)(x, y) ≤ Z

(r)
0 (x, y), Z

(r)
0 (x, y), V

(r)
0 (x, y) ∈ B1, r = 1, 2, 3. (13)

Тодi в областi B1 справедливi нерiвностi(12).

Лема 3. Якщо F [U(x, y)] ∈ C1(B), то множина вектор–функцiй нульово-
го наближення Z

(r)
0 (x, y), V

(r)
0 (x, y) ∈ C(Dr), якi задовольняють умови (12),

непорожня.

Доведення. Нехай

Z
(r)

(x, y) = R−1
r (x, y)

{
Ωr(x, y) |U(r)(x,y)=Q(x,y) + TrF [Q(ξ, η)]

}
,

r = 1, 2, 3, (x, y) ∈ Dr,

де Q(x, y) ∈ C(D) — довiльна в областi B функцiя. Вважаючи, що визначена
таким чином функцiя Z

(r)
(x, y) ∈ B1, позначимо

α(r)(x, y) = Z
(r)

(x, y)−R−1
r (x, y)

{
Ωr(x, y) |

U(r)(x,y)=Z
(r)

(x,y)
+ TrF [Z

(r)
(ξ, η)]

}
.

Тодi вектор–функцiї

Z
(r)
0 (x, y) = Z

(r)
(x, y) +

∣∣α(r)(x, y)
∣∣ ,

V
(r)
0 (x, y) = Z

(r)
(x, y)−

∣∣α(r)(x, y)
∣∣ , r = 1, 2, 3, (x, y) ∈ Dr,

при умовi, що Z
(r)
0 (x, y), V

(r)
0 (x, y) ∈ B1, є функцiями нульового наближення,

якi задовольняють умови (12). Дiйсно, оскiльки Rr(x, y) > 0, r = 1, 2, 3, то
приймаючи до уваги умову (9), маємо

W
(r)
0 (x, y) = 2

∣∣α(r)(x, y)
∣∣ ≥ 0,

α
(r)
0 (x, y) = Z

(r)

0 (x, y)−R−1
r (x, y) (Ω0

r(x, y) + TrF
0
r (ξ, η)) =

=
∣∣α(r)(x, y)

∣∣ + α(r)(x, y) + R−1
r (x, y)

{
Ωr(x, y) |

U(r)(x,y)=Z
(r)

(x,y)
− Ω0

r(x, y)+

+Tr

(
H[Z

(r)
(ξ, η); Z

(r)
(ξ, η)]−H[Z

(r)
0 (ξ, η); V

(r)
0 (ξ, η)]

)}
≥ 0.

Аналогiчно доводиться, що β
(r)
0 (x, y) ≤ 0, (x, y) ∈ Dr, r = 1, 2, 3.

Iз (10), (11) одержуємо

Z
(r)
p (x, y)− Z

(r)
p+1(x, y) = α

(r)
p (x, y), V

(r)
p (x, y)− V

(r)
p+1(x, y) = β

(r)
p (x, y), (14)

α
(r)
p (x, y) + α

(r)
p+1(x, y) = Z

(r)
p (x, y)− Z

(r)
p+2(x, y),

β
(r)
p (x, y) + β

(r)
p+1(x, y) = V

(r)
p (x, y)− V

(r)
p+2(x, y),

(15)
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W
(r)
p+1(x, y) = R−1

r (x, y) {Ωp
r(x, y)− Ωr,p(x, y) + Tr (F p

r (ξ, η)− Fr,p(ξ, η))} , (16)

α
(r)
p+1(x, y) = R−1

r (x, y) {Ωp
r(x, y)− Ωp+1

r (x, y) + Tr (F p
r (ξ, η)− F p+1

r (ξ, η))} ,

β
(r)
p+1(x, y) = R−1

r (x, y) {Ωr,p(x, y)− Ωr,p+1(x, y)+

+Tr (Fr,p(ξ, η)− Fr,p+1(ξ, η))} , (x, y) ∈ Dr, r = 1, 2, 3, p = 0, 1, 2, ... .

(17)

Враховуючи (9), (12), iз (14) та (16) при p = 0 маємо

Z
(r)
0 (x, y)− Z

(r)
1 (x, y) ≥ 0, V

(r)
0 (x, y)− V

(r)
1 (x, y) ≤ 0,

W
(r)
0 (x, y) ≤ 0, r = 1, 2, 3, (x, y) ∈ Dr.

Нехай при (x, y) ∈ Dr виконуються умови

Z
(r)
0 (x, y) ≥ V

(r)
1 (x, y), V

(r)
0 (x, y) ≤ Z

(r)
1 (x, y), (x, y) ∈ Dr. (18)

Тодi, враховуючи попереднi нерiвностi, при (x, y) ∈ Dr одержимо

V
(r)
0 (x, y) ≤ Z

(r)
1 (x, y) ≤ V

(r)
1 (x, y) ≤ Z

(r)
0 (x, y), r = 1, 2, 3, (x, y) ∈ Dr,

тобто, якщо Z
(r)
0 (x, y), V

(r)
0 (x, y) ∈ B1, то i Z

(r)
1 (x, y), V

(r)
1 (x, y) ∈ B1, r = 1, 2, 3.

Iз (17) при p = 0 маємо α
(r)
1 (x, y) ≤ 0, β

(r)
1 (x, y) ≥ 0 для ∀(x, y) ∈ Dr, r =

1, 2, 3, а отже iз (14) та (16) при p = 1 i (x, y) ∈ Dr, r = 1, 2, 3, випливає

Z
(r)
1 (x, y) ≤ Z

(r)
2 (x, y), V

(r)
1 (x, y) ≥ V

(r)
2 (x, y),W

(r)
2 (x, y) ≥ 0.

Оскiльки в силу умов (9), (18) при (x, y) ∈ Dr, r = 1, 2, 3,

α
(r)
0 (x, y) + α

(r)
1 (x, y) = Z

(r)
0 (x, y)− V

(r)
1 (x, y)+

+R−1
r (x, y) {Ωr,0(x, y)− Ω1

r(x, y) + Tr (Fr,0(ξ, η)− F 1
r (ξ, η))} ≥ 0,

β
(r)
0 (x, y) + β

(r)
1 (x, y) = V

(r)
0 (x, y)− Z

(r)
1 (x, y)+

+R−1
r (x, y) {Ω0

r(x, y)− Ωr,1(x, y) + Tr (F 0
r (ξ, η)− Fr,1(ξ, η))} ≤ 0, (x, y) ∈ Dr,

то iз (15) при p = 0 i (x, y) ∈ Dr маємо

Z
(r)
0 (x, y) ≥ Z

(r)
2 (x, y), V

(r)
0 (x, y) ≤ V

(r)
2 (x, y), r = 1, 2, 3.

Але

Z
(r)
p+1(x, y)− V

(r)
p+2(x, y) =

= R−1
r (x, y) {Ωp

r(x, y)− Ωr,p+1(x, y) + Tr (F p
r (ξ, η)− Fr,p+1(ξ, η))} ,

V
(r)
p+1(x, y)− Z

(r)
p+2(x, y) =

= R−1
r (x, y) {Ωr,p(x, y)− Ωp+1

r (x, y) + Tr (Fr,p(ξ, η)− F p+1
r (ξ, η))} ,

(19)
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(x, y) ∈ Dr, r = 1, 2, 3, для p ∈ N, а отже, враховуючи попереднi нерiвностi, iз
(19) при p = 0 одержимо

Z
(r)
1 (x, y)− V

(r)
2 (x, y) ≤ 0, V

(r)
1 (x, y)− Z

(r)
2 (x, y) ≥ 0, (x, y) ∈ Dr, r = 1, 2, 3,

тобто в областi B1 виконуються умови

V
(r)
0 (x, y) ≤ Z

(r)
1 (x, y) ≤ V

(r)
2 (x, y) ≤ Z

(r)
2 (x, y) ≤ V

(r)
1 (x, y) ≤ Z

(r)
0 (x, y),

а α
(r)
2 (x, y) ≥ 0, β

(r)
2 (x, y) ≤ 0, (x, y) ∈ Dr, r = 1, 2, 3.

Методом математичної iндукцiї переконуємось, що при виконаннi умов (18)
справедливими будуть нерiвностi

α
(r)
2p (x, y) + α

(r)
2p+1(x, y) ≥ 0, α

(r)
2p+1(x, y) + α

(r)
2p+2(x, y) ≤ 0,

β
(r)
2p (x, y) + β

(r)
2p+1(x, y) ≤ 0, β

(r)
2p+1(x, y) + β

(r)
2p+2(x, y) ≥ 0,

V
(r)
2p (x, y) ≤ Z

(r)
2p+1(x, y) ≤ V

(r)
2p+2(x, y) ≤ Z

(r)
2p+3(x, y) ≤ V

(r)
2p+3(x, y) ≤

≤ Z
(r)
2p+2(x, y) ≤ V

(r)
2p+1(x, y) ≤ Z

(r)
2p (x, y), (x, y) ∈ Dr, r = 1, 2, 3,

(20)

для ∀p ∈ N, а отже для ∀p Z
(r)
p (x, y), V

(r)
p (x, y) ∈ B1.

Таким чином справедлива

Теорема 1. Нехай F [U(x, y)] ∈ C1(B), а вектор–функцiї нульового набли-
ження Z

(r)
0 (x, y), V

(r)
0 (x, y) ∈ C(Dr) задовольняють умови (12).

Тодi послiдовностi вектор–функцiй
{

Z
(r)
p (x, y)

}
,
{

V
(r)
p (x, y)

}
, побудованi згi-

дно закону (11), при виконаннi умов (18), в областi B1 задовольняють нерiв-
ностi (20) для ∀p = 0, 1, 2, 3, ....

Покажемо, що побудованi послiдовностi вектор–функцiй
{

Z
(r)
p (x, y)

}
,{

V
(r)
p (x, y)

}
в областi Dr, r = 1, 2, 3, при p → ∞ збiгаються рiвномiрно до

єдиного розв’язку вiдповiдного iнтегрального рiвняння (7).
В силу виконання в областi B1 нерiвностей (20), для цього достатньо пока-

зати, що lim
p→∞

W
(r)
p (x, y) = 0.

Будемо вважати, що

sup
i,j

li,j = l, d = sup
i,r

max
Dr

W
(r)
i,0 (x, y), q = sup

{
1, max

D
(x− x1 + y2 − y)

}
,

sup

{
sup
i,r

max
Dr

[ρ−1
i,r (x, y)ρi,r(ξ, η)], sup

i
max
D2

[ρ−1
i,2 (x, y)ρi(x1, y1; ξ, η)],

sup
i

max
D3

[ρ−1
i,3 (x, y)ρ−1

i (ξ, η; x0, y2)]

}
= 0, 5C.
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Тодi iз (16) методом математичної iндукцiї одержуємо оцiнки [3]
∣∣∣W (r)

i,p (x, y)
∣∣∣ ≤ [Clnq(x− x1 + y2 − y)]p

p!
,

(x, y) ∈ D, p = 0, 1, 2, ..., i = 1, n,

(21)

а отже, lim
p→∞

Z
(r)
p (x, y) = lim

p→∞
V

(r)
p (x, y) = U (r)(x, y), (x, y) ∈ D, r = 1, 2, 3.

Щоб переконатися в тому, що граничнi вектор–функцiї U (r)(x, y) у вiдпо-
вiдних областях Dr є розв’язками iнтегральних рiвнянь (7), достатньо в (11)
перейти до границi, коли p →∞.

Теорема 2. Нехай виконуються умови теореми 1. Тодi послiдовностi вектор–
функцiй

{
Z

(r)
p (x, y)

}
,
{

V
(r)
p (x, y)

}
, побудованi згiдно закону (11), (12), (18), збi-

гаються рiвномiрно при p →∞ до єдиного розв’язку U (r)(x, y) вiдповiдного iн-
тегрального рiвняння (7) при (x, y) ∈ Dr, r = 1, 2, 3, мають мiсце оцiнки (21),
а в областi B1 справедливi нерiвностi

V
(r)
2p (x, y) ≤ Z

(r)
2p+1(x, y) ≤ V

(r)
2p+2(x, y) ≤ Z

(r)
2p+3(x, y) ≤ U (r)(x, y) ≤

≤ V
(r)
2p+3(x, y) ≤ Z

(r)
2p+2(x, y) ≤ V

(r)
2p+1(x, y) ≤ Z

(r)
2p (x, y),

(x, y) ∈ Dr, r = 1, 2, 3,

(22)

для ∀p ∈ N.
Доведення. Єдинiсть розв’язку iнтегральних рiвнянь (7) в областях Dr

доводиться методом вiд супротивного. Для доведення справедливостi нерiвно-
стей (22) припустимо, що для деякого номера p ∈ N в деякiй точцi (x, y) ∈ Dr

Z
(r)
2p+1(x, y) > U (r)(x, y). Тодi на пiдставi нерiвностей (20) в точцi (x, y) ∈ Dr

Z
(r)
2(p+ν)+1(x, y) ≥ Z

(r)
2p+1(x, y) > U (r)(x, y) для ∀ν ∈ N, а отже послiдовнiсть

вектор-функцiй
{

Z
(r)
2(p+ν)+1(x, y)

}
при ν → ∞ в точцi (x, y) ∈ Dr не збiгається

до розв’язку iнтегрального рiвняння (7) U (r)(x, y), що протирiчить доведеному.
Аналогiчно доводяться всi iншi нерiвностi у (22).

Зауважимо, поскiльки розв’язок задачi Г.–Д. (1)— (5) U(x, y) ≡ U (r)(x, y),
(x, y) ∈ Dr, то при виконаннi умов теореми 1 вiн iснує i є єдиним, причому
U(x, y) ∈ C∗(D), якщо виконуються умови леми 1.

Наслiдок 1. Нехай Ψ(y) = Φk(x) = 0, k = 0, 1, 2, F [U(x, y)] ∈ C1(B), причо-
му F [U(x, y)] ≡ H[U(x, y); 0]. Тодi, якщо F [0] ≤ (≥)0 в областi B, то розв’язок
задачi Г.–Д. (1)— (5) при (x, y) ∈ D задовольняє нерiвнiсть U(x, y) ≥ (≤)0.

Вiдмiтимо, що якщо рiвняння (1) є скалярним i лiнiйним, тобто f [U(x, y)] ≡
≡ f1(x, y) + a3(x, y)U(x, y), a3(x, y), f(x, y) ∈ C(D), то для виконання умов на-
слiдку 1 достатньо вважати, що f1(x, y) ≤ (≥)0, а a1(x, y)a2(x, y) + a1x(x, y)+
+a3(x, y) ≥ 0 при (x, y) ∈ D.

Наслiдок 2. Якщо F [U(x, y)] ∈ C1(B) i виконуються умови (18), то не-
рiвностi (12) є необхiдними i достатнiми умовами для виконання в областi
B нерiвностей (13).
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Зауваження 1. Якщо F [U(x, y)] ∈ C1(B) i F [U(x, y)] ≡ H[U(x, y); 0], то
для побудови двостороннiх наближень до розв’язку задачi (1)—(5) достатньо
побудувати одну послiдовнiсть вектор–функцiй

{
Z

(r)
p (x, y)

}
, а отже в даному

випадку кiлькiсть операцiй при реалiзацiї двостороннього методу (11), (12),
(18) зменшується у двiчi.

Поряд iз системою (1) розглянемо квазiлiнiйну систему

Zxy(x, y) + A1(x, y)Zx(x, y) + A2(x, y)Zy(x, y) =

= f (1)(x, y, Z(x, y)) ≡ f (1)[Z(x, y)],
(23)

Z(x, y) = (zi(x, y))—вектор–функцiя, f (1) : B → Rn, B ⊂ Rn+2.
Надалi будемо вважати, що матрицi A1(x, y), A2(x, y) задовольняють умову

(6), а:
а)f [U(x, y)], f (1)[Z(x, y)] ∈ C1(B),

б) вектор-функцiя f [U(x, y)] має в областi B обмеженi частиннi похiднi пер-

шого порядку по всiм своїм аргументам, розпочинаючи з третього
∂fi[U(x, y)]

∂uj(x, y)
≡

≡ bi,j(x, y, U(x, y)) < ∞, причому для ∀(x, y, U(x, y)) ∈ B виконуються нерiвно-
стi

bi,j(x, y, U(x, y)) + δi,j[a
(1)
i,i (x, y)a

(2)
i,i (x, y) + a

(1)
i,ix

(x, y)] ≥ 0, i, j = 1, n. (24)

в) для всякої вектор–функцiї V (x, y) ∈ C(B)

f [V (x, y)] ≥ f (1)[V (x, y)]. (25)

Теорема 3. Нехай вектор–функцiї f [U(x, y)] i f (1)[Z(x, y)] задовольняють
умови а)–в). Тодi для розв’язкiв задач (1)— (5) та (23), (2)—(5) виконуються
нерiвностi U(x, y) ≤ Z(x, y), (x, y) ∈ C(D).

Доведення. Згiдно теореми 2 розв’язки задач (1)—(5) та (23), (2)—(5) iсну-
ють i вони єдинi, отже, позначивши U(x, y)− Z(x, y) ≡ W (x, y), маємо

Wxy(x, y) + A1(x, y)Wx(x, y) + A2(x, y)Wy(x, y) =

= A3(x, y)W (x, y) + A4(x, y),
(26)

де A3(x, y) =
(
b̃i,j(x, y)

)
— матриця, b̃i,j(x, y) — похiднi bi,j(x, y, U(x, y)) при

деяких фiксованих значеннях ui(x, y) ∈ B, A4(x, y) ≡ f [Z(x, y)]−f (1)[Z(x, y)] > 0
(в силу (25)).

Очевидно

W (x, y2) = W (x, g1(x)) = 0, x ∈ [x1, x0],

W (x, g2(x)) = 0, x ∈ [x0, x2], W (x1, y) = 0, y ∈ [y1, y2].
(27)
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Приймаючи до уваги умови (24), (25), на пiдставi наслiдку 1 розв’язок задачi
(26), (27) W (x, y) ≤ 0 при (x, y) ∈ D, тобто U(x, y) ≤ Z(x, y), (x, y) ∈ C(D).
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