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×ÈÑÅËÜÍÈÉ ÌÅÒÎÄ ÂIÄØÓÊÀÍÍß ÅÊÑÒÐÅÌÓÌÓ
ÍÅÄÈÔÅÐÅÍÖIÉÎÂÀÍÈÕ ÔÓÍÊÖIÉ ÄÂÎÕ ÄIÉÑÍÈÕ
ÇÌIÍÍÈÕ

The method of finding of the extremum non-differential function of two real variables is suggested.
The method is based on the use of the apparatus of non-classical Newtonian majorant and diagrams
functions which are given discretely. The algorithm of the method converges at any starting
approximation.

Ïðîïîíó¹òüñÿ ìåòîä âiäøóêàííÿ åêñòðåìóìó íåäèôåðåíöiéîâàíèõ ôóíêöié äâîõ äiéñíèõ çìií-
íèõ, â îñíîâi ÿêîãî ëåæèòü âèêîðèñòàííÿ àïàðàòó íåêëàñè÷íèõ ìàæîðàíò i äiàãðàì Íüþòîíà
ôóíêöié, çàäàíèõ òàáëè÷íî. Àëãîðèòì ìåòîäó çáiãà¹òüñÿ ïðè áóäü-ÿêîìó ïî÷àòêîâîìó íàáëè-
æåííi.

Ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi ðiçíèõ êëàñiâ ïðèêëàäíèõ çàäà÷ i çàäà÷ â ñàìié ìàòåìàòèöi
íåðiäêî äîâîäèòüñÿ ìàòè ñïðàâó ç âiäøóêàííÿì åêñòðåìóìó íåãëàäêèõ ôóíêöié.
Òàêi ñèòóàöi¨ çóñòði÷àþòüñÿ, íàïðèêëàä, â òåîði¨ àïðîêñèìàöi¨, â çàñòîñóâàííÿõ
ç îáëàñòi äîñëiäæåííÿ îïåðàöié, â çàñòîñóâàííÿõ òåîði¨ êåðóâàííÿ ðóõîì äèíà-
ìi÷íèõ ñèñòåì òîùî. Â ðîáîòi, âèêîðèñòîâóþ÷è àïàðàò íåêëàñè÷íèõ ìàæîðàíò
i äiàãðàì Íüþòîíà ôóíêöié, çàäàíèõ òàáëè÷íî ÷è àíàëiòè÷íî [1, 2], áóäó¹òüñÿ
íîâèé ÷èñåëüíèé ìåòîä âiäøóêàííÿ åêñòðåìóìó íåäèôåðåíöiéîâàíèõ ôóíêöié
âiä äâîõ äiéñíèõ çìiííèõ, çáiæíiñòü ÿêîãî íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ïî÷àòêîâîãî
íàáëèæåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó ëîãàðèôìi÷íî âãíóòó ôóíêöiþ f (x, y), âèçíà÷åíó â äå-
ÿêié îáëàñòi D = {a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d}. Ïðè öüîìó ââàæàòèìåìî, ùî f (x, y)>0
äëÿ âñiõ (x, y) ∈ D. ßêùî äëÿ ôóíêöi¨ f (x, y) öÿ óìîâà íå âèêîíó¹òüñÿ, òî çàâ-
æäè ìîæíà ïiäiáðàòè òàêó ñòàëó C > 0, ùî íåðiâíiñòü f (x, y) + C > 0 áóäå
ñïðàâåäëèâà äëÿ âñiõ (x, y) ∈ D. I çàìiñòü âiäøóêàííÿ ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ
ôóíêöi¨ f (x, y) ìîæåìî øóêàòè ìàêñèìóì ôóíêöi¨ f (x, y) + C.

Ïðèïóñòèìî, ùî â îáëàñòi D òðåáà çíàéòè ìàêñèìóì ôóíêöi¨ f (x, y). Âðàõî-
âóþ÷è âëàñòèâîñòi ìàæîðàíòè i äiàãðàìè Íüþòîíà ôóíêöi¨, çàäàíî¨ òàáëè÷íî,
àëãîðèòì ìåòîäó ïîëÿãà¹ â ñëiäóþ÷îìó.

Â îáëàñòi D âèáèðà¹ìî äåÿêå ïî÷àòêîâå íàáëèæåííÿ
(
x(0), y(0)

)
åêñòðèìàëü-

íî¨ òî÷êè i ðîçãëÿäà¹ìî f
(
x, y(0)

)
ÿê ôóíêöiþ îäíi¹¨ çìiííî¨ x. Íà ïðîìiæêó

[a, b] âèáèðà¹ìî ñèñòåìó òî÷îê xk = a + kh1, k = 0, 1, . . . , n, h1 = (b− a) /n i
çíàõîäèìî çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f

(
x, y(0)

)
â öèõ òî÷êàõ. Íåõàé f

(
xk, y

(0)
)

= ak,
k = 0, 1, . . . , n. Âèêîðèñòîâóþ÷è àëãîðèòì âiäøóêàííÿ ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ
ôóíêöi¨ âiä îäíi¹¨ çìiííî¨ [3], ñåðåä òî÷îê xk, k = 0, 1, . . . , n, çíàõîäèìî òî÷êó,
â ÿêié ôóíêöiÿ f

(
x, y(0)

)
íàáóâà¹ íàéáiëüøîãî çíà÷åííÿ. Íåõàé öi¹þ òî÷êîþ

áóäå òî÷êà x(1). Çàôiêñîâó¹ìî öþ òî÷êó i ðîçãëÿäà¹ìî f
(
x(1), y

)
ÿê ôóíêöiþ

îäíi¹¨ çìiííî¨ y. Íà ïðîìiæêó [c, d] âèáèðà¹ìî ñèñòåìó òî÷îê yk = c + kh2,
k = 0, 1, . . . , m, h2 = (d− c) /m i çíàõîäèìî çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f

(
x(1), y

)
â öèõ

òî÷êàõ. Íåõàé f
(
x(1), yk

)
= bk, k = 0, 1, . . . ,m. Âèêîðèñòîâóþ÷è àëãîðèòì âiä-

øóêàííÿ ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ îäíi¹¨ çìiííî¨ [3], ñåðåä òî÷îê yk,
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k = 0, 1, . . . ,m, çíàõîäèìî òî÷êó y(1), â ÿêié ôóíêöiÿ f
(
x(1), y

)
ïðèéìà¹ íàéáiëü-

øå çíà÷åííÿ. Çàôiêñîâó¹ìî öþ òî÷êó. Òîäi àíàëîãi÷íî çíàõîäèìî òî÷êó x(2), â
ÿêié ôóíêöiÿ f

(
x, y(1)

)
íà âiäïîâiäíié äèñêðåòíié ìíîæèíi òî÷îê íàáóâà¹ íàé-

áiëüøîãî çíà÷åííÿ. I ò.ä.
Îòæå, â ïðîöåñi âèêîíàííÿ àëãîðèòìó îäåðæó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü òî÷îê

(
x(0), y(0)

)
,

(
x(1), y(1)

)
,

(
x(2), y(2)

)
, . . .

Ðîáîòà àëãîðèòìó ïðîäîâæó¹òüñÿ äîòè, äîêè íå áóäå çíàéäåíà òî÷êà
(
x(r), y(r)

)
òàêà, ùî x = x(r) ¹ òî÷êîþ ìàêñèìóìó ôóíêöi¨ f

(
x, y(r−1)

)
, à y = y(r) ¹ òî-

÷êîþ ìàêñèìóìó ôóíêöi¨ f
(
x(r), y

)
íà âiäïîâiäíèõ äèñêðåòíèõ ìíîæèíàõ òî÷îê.

Òîäi òî÷êó
(
x(r), y(r)

)
ïðèéìà¹ìî çà òî÷êó ìàêñèìóìó ôóíêöi¨ f (x, y). ßêùî

max
(x,y)∈D

f (x, y) = f (α, β), òî

∣∣x(r) − α
∣∣ < h1,

∣∣y(r) − β
∣∣ < h2.

Ùîá ç áiëüøîþ òî÷íiñòþ çíàéòè òî÷êó, â ÿêié ôóíêöiÿ f (x, y) íàáóâà¹ ìà-
êñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ, òðåáà òîé æå àëãîðèòì çàñòîñóâàòè äî ôóíêöi¨ f (x, y),
àëå çà îáëàñòü D âçÿòè îáëàñòü

D(1) =
{
x(r) − h1 ≤ x ≤ x(r) + h1, y

(r) − h2 ≤ y ≤ y(r) + h2

}
.

ßêùî f (x, y) ¹ äîâiëüíîþ íåãëàäêîþ ôóíêöi¹þ, òî äëÿ âiäøóêàííÿ òî÷êè,
â ÿêié öÿ ôóíêöiÿ äîñÿãà¹ àáñîëþòíîãî ìàêñèìóìó, çàñòîñîâó¹ìî ïðèâåäåíèé
àëãîðèòì, àëå äëÿ âiäøóêàííÿ òî÷îê ìàêñèìóìó ôóíêöi¨ âiä îäíi¹¨ çìiííî¨, ÿêi
ïðè öüîìó îäåðæóþòüñÿ, íà âiäïîâiäíèõ äèñêðåòíèõ ìíîæèíàõ òî÷îê, òðåáà
âèêîðèñòîâóâàòè àëãîðèòì îïòèìiçàöi¨ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨, ïðèâåäåíèé â [3].

Íàéáiëüøîþ ïåðåâàãîþ ðîçãëÿíóòîãî àëãîðèòìó ¹ òå, ùî çáiæíiñòü àëãîðè-
òìó íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ïî÷àòêîâîãî íàáëèæåííÿ

(
x(0), y(0)

)
.

ßêùî îáëàñòü D ¹ âñi¹þ ïëîùèíîþ, òîáòî D = {−∞ <x< ∞,−∞ <y< ∞},
òî çà ïî÷àòêîâå íàáëèæåííÿ áåðåìî äîâiëüíó òî÷êó

(
x(0), y(0)

)
i âèçíà÷à¹ìî ïî-

ñëiäîâíiñòü òî÷îê
(
x(0), y(0)

)
,
(
x(1), y(1)

)
,
(
x(2), y(2)

)
, . . ., ÿêà çáiãà¹òüñÿ äî åêñòðå-

ìàëüíî¨ òî÷êè.
Ïåðåõiä âiä òî÷êè

(
x(i), y(i)

)
äî òî÷êè

(
x(i+1), y(i+1)

)
âiäáóâà¹òüñÿ òàê. Ñïî-

÷àòêó çíàõîäèìî òî÷êó x(i+1) â ÿêié ôóíêöiÿ f
(
x, y(i)

)
íà äèñêðåòíié ìíîæèíi

òî÷îê x(i) + kh1, k = 0,±1,±2, . . . íàáóâà¹ íàéáiëüøîãî çíà÷åííÿ. Ïiñëÿ öüîãî
çíàõîäèìî òî÷êó y(i+1), â ÿêié ôóíêöiÿ f

(
x(i+1), y

)
íàáóâà¹ íàéáiëüøîãî çíà÷åí-

íÿ íà äèñêðåòíié ìíîæèíi òî÷îê y(i) +kh2, k = 0, ±1, ±2, . . . Ñïîñiá âiäøóêàííÿ
òî÷îê x(i+1) i y(i+1), â ÿêèõ âiäïîâiäíî ôóíêöi¨ f

(
x, y(i)

)
i f

(
x(i+1), y

)
ïðèéìàþòü

íàéáiëüøå çíà÷åííÿ âèïëèâà¹ iç òåîðåìè 4 [1].
Ïðèêëàä 1. Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ìiíiìiçàöi¨ ôóíêöi¨ Áiëÿ

f (x1, x2) = (1, 5− x1 (1− x2))
2 +

(
2, 25− x1

(
1− x2

2

))2
+

(
2, 625− x1

(
1− x3

2

))2
.

Ãðàôiê öi¹¨ ôóíêöi¨ çîáðàæåíèé íà ðèñ. 1.
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Ðèñ. 1 Ðèñ. 2
Öÿ ôóíêöiÿ ìà¹ òî÷êó ìiíiìóìó x̄ = (3; 0, 5) , f (x̄) = 0.
Âèêîðèñòîâó¹ìî ïðèâåäåíèé àëãîðèòì äëÿ âiäøóêàííÿ ìàêñèìóìó ôóíêöi¨

−f (x1, x2) + 70000. ßêùî çà ïî÷àòêîâå íàáëèæåííÿ âçÿòè òî÷êó (2, 9; 0, 4) , à
h1 = h2 = 0, 001, òî ïîñëiäîâíi íàáëèæåííÿ çáiãàþòüñÿ äî òî÷êè (2, 982; 0, 495) .
Çáiæíiñòü ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü ïîêàçàíà â òàáë. 1.

Òàáëèöÿ 1
� x1 x2 � x1 x2 � x1 x2

1 2,9 0,474 6 2,944 0,486 11 2,968 0,492
2 2,911 0,477 7 2,951 0,488 12 2,973 0,493
3 2,931 0,482 8 2,958 0,489 13 2,975 0,494
4 2,931 0,482 9 2,961 0,49 14 2,979 0,495
5 2,937 0,484 10 2,965 0,491 15 2,982 0,495

ßêùî òåïåð çà ïî÷àòêîâå íàáëèæåííÿ âçÿòè òî÷êó (2, 982; 0, 495) i ïîêëà-
ñòè h1 = h2 = 0, 0001, òî ïîñëiäîâíi íàáëèæåííÿ çáiãàþòüñÿ äî òî÷êè (2, 9971;
0, 4993). Çáiæíiñòü ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü ïîêàçàíà â òàáë. 2.

Òàáëèöÿ 2
� x1 x2 � x1 x2 � x1 x2

1 2,982 0,4955 7 2,9906 0,4977 13 2,9953 0,4988
2 2,9838 0,496 8 2,9917 0,4979 14 2,9957 0,4989
3 2,9856 0,4964 9 2,9924 0,4981 15 2,996 0,499
4 2,9871 0,4968 10 2,9931 0,4983 16 2,9964 0,4991
5 2,9885 0,4971 11 2,9939 0,4985 17 2,9967 0,4992
6 2,9896 0,4974 12 2,9946 0,4987 18 2,9971 0,4993

Îòæå, ç òî÷íiñòþ h = 0, 0001 minf (x1, x2) = 0, 00000136 ïðè x1 = 2, 9971
x2 = 0, 4993.

Ïðèêëàä 2. Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ìiíiìiçàöi¨ øòðàôíî¨ ôóíêöi¨ �2

f (x1, x2) = (x1 − 1)2 + (x2 − 1)2 + 10−3
(
x2

1 + x2
2 − 0, 25

)2
.

Ãðàôiê öi¹¨ ôóíêöi¨ çîáðàæåíèé íà ðèñ. 2. Öÿ ôóíêöiÿ ìà¹ òî÷êó ìiíiìóìó
x̄ = (0, 9965; 0, 9965) , f (x̄) = 0.
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Âèêîðèñòîâó¹ìî ïðèâåäåíèé àëãîðèòì äëÿ âiäøóêàííÿ ìàêñèìóìó ôóíêöi¨
−f (x1, x2) + 100. Çà ïî÷àòêîâå íàáëèæåííÿ âiçüìåìî òî÷êó (0, 94; 0, 99) i
h1 = h2 = 0, 001, ïîñëiäîâíi íàáëèæåííÿ çáiãàþòüñÿ äî òî÷êè (0, 997; 0, 997) .
Çáiæíiñòü ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü ïîêàçàíà â òàáë. 3.

Òàáëèöÿ 3
� x1 x2

1 0,94 0,99
2 0,997 0,99
3 0,997 0,997

ßêùî òåïåð çà ïî÷àòêîâå íàáëèæåííÿ âçÿòè òî÷êó (0, 996; 0, 996) i ïîêëàñòè
h1 = h2 = 0, 00001, òî ïîñëiäîâíi íàáëèæåííÿ çáiãàþòüñÿ äî òî÷êè (0, 99654;
0, 99654). Çáiæíiñòü ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü ïîêàçàíà â òàáë. 4.

Òàáëèöÿ 4
� x1 x2

1 0,996 0,996
2 0,99654 0,996
3 0,99654 0,99654

Îòæå, ç òî÷íiñòþ h = 0, 00001 minf (x1, x2) = 0, 00304 ïðè x1 = 0, 99654
x2 = 0, 99654.
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