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УДК 517.3

В. Я. Рибак, Ю. Ю. Рубiш (Ужгородський нац. ун-т)

АСИМПТОТИЧНА ПОВЕДIНКА ДРОБОВИХ ПОХIДНИХ ВIД
ПЕРIОДИЧНИХ ТА ПОКАЗНИКОВИХ ФУНКЦIЙ

The derivatives of fractional order are examined from periode functions. It is shown that at the
large enough values of argument such derivatives behave as almost periodie functions.

Розглядаються похiднi дробового порядку вiд перiодичних функцiй. Показано, що при доста-
тньо великих значеннях аргументу такi похiднi ведуть себе як майже перiодичнi функцiї.

Питання про те, як поведуть себе похiднi дробового порядку вiд перiодичних
функцiй при змiнюваннi аргумента x, є цiлком закономiрним. Вiдомо, що при
натуральному диференцiюваннi перiодичних функцiй вони залишаються перiо-
дичними. Але коли мова йде про дробовi похiднi вiд цих функцiй на скiнченному
промiжку, то можна лише сказати, що вони залишаються знакозмiнними, – до
такого висновку можна прийти, виконавши нескладну перевiрку.

Подiбної ж уваги заслуговують i показниковi функцiї, натуральне диферен-
цiювання яких також не змiнює їх вигляду.

В наступному викладi використовуються такi позначення [1,2]:

D−rf(x) |x0 =
1

Γ(r)

x∫

0

f(t)(x− t)r−1dt;

Drf(x) |x0 =
1

Γ(ρ)

(
d

dx

)m
x∫

0

f(t)(x− t)ρ−1dt,

де Drf(x) |x0 та D−rf(x) |x0 – похiдна та iнтеграл дробового порядку r Рiмана-
Лiувiля вiдповiдно; f(x) – iнтегровна за Лебегом функцiя; m = r + ρ, m ∈N ,
0 ≤ ρ < 1.

Теорема 1. Для достатньо великих x, r > −1, λ = p+iω, p > 0 справедливе
асимптотичне подання

Dreλx |x0∼ eλx(p2 + ω2)
r
2 eirθ − 1

λxl+rΓ(−r)

(
1 + O

(
1

λx

))
, x →∞, (1)

де tg θ = ω
p
, i =

√−1.

Доведення. Скористаємось вiдомими iнтегралами1

∞∫

0

tr−1e−pt cos ωtdt =
Γ(r) cos rθ

(p2 + ω2)
r
2

, p, r > 0,

(2)
∞∫

0

tr−1e−pt sin ωtdt =
Γ(r) sin rθ

(p2 + ω2)
r
2

, p, r, ω > 0.

1Г. Б. Двайт. Таблицы интегралов и другие математические формулы / Перев. с англ. – М.:
Наука, 1964. – 228 с.

Наук. вiсник Ужгород ун-ту, 2009, вип. 19



122 В. Я. РИБАК, Ю. Ю. РУБIШ

Очевидно, що їм можна надати i такого вигляду:
∞∫

0

tr−1e−λtdt =
Γ(r)

(p2 + ω2)
r
2

e−irθ, λ = p + iω. (3)

Далi переписуємо (3) як суму двох iнтегралiв:
∞∫

0

tr−1e−λtdt =

x∫

0

tr−1e−λtdt +

∞∫

x

tr−1e−λtdt.

Розгортаємо у ряд e−λt та обчислюємо перший iнтеграл у правiй частинi.
∞∫

0

tr−1e−λtdt =
∞∑

k=0

(−λ)k xr+k

(r + k) · k!
= Γ(r)

∞∑

k=0

(−r
k

)
λk xr+k

Γ(r + k + 1)
.

Вираз дiйсний для 0 ≤ x < ∞. Безпосередньою перевiркою можна перекона-
тись, що

∞∑

k=0

(−r
k

)
λk xr+k

Γ(r + k + 1)
= e−λtD−r |x0 . (4)

Другий iнтеграл допускає асимптотичний розклад при x > 0. Повторним
iнтегруванням частинами знаходимо

∞∫

x

tr−1e−λtdt = e−λx

n∑
j=1

xr−k

λk

Γ(r)

Γ(r + 1− k)
+

Γ(r)

λnΓ(r − n)

∞∫

x

tr−1−ne−λtdt.

Для залишкового члена передбачаючи n + 1 > r, одержуємо оцiнку
∞∫

x

tr−1−ne−λtdt =
e−λt

λxn+1−r
− n + 1− r

λ

∞∫

x

tr−2−ne−λtdt <
e−λx

λxn+1−r
,

яка прямує до нуля при x →∞. Тобто
∞∫

x

tr−1e−λtdt ∼ e−λx

λx1−r

(
1 + O

(
1

λx

))
. (5)

Переписуємо (3), враховуючи (4) та останнiй результат.

Γ(r)

(p2 + ω2)
r
2

e−irθ ∼ Γ(r)e−iλθD−reλx |x0 +
e−λx

λx1−r

(
1 + O

(
1

λx

))
. (6)

Якщо iнтеграли (2) iснують лише при r > 0, то зображення (6) справедливе
для −∞ < r < 1, що можна показати нескладним аналiзом. Пiсля змiни знаку
r знаходимо

eirθ(p2 + ω2)
r
2 eλx ∼ Dreλx |x0 +

1

λx1+rΓ(−r)

(
1 + O

(
1

λx

))
, r > −1, (7)

що i треба було довести.
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Наслiдок 1. Пiсля вiдокремлення дiйсної та уявної частини (1) маємо при
x →∞ та r > −1 :

Dr(epx cos ωx) |x0∼ (p2 + ω2)
r
2 epx cos

(
ωx + r arctg

ω

p

)
−

− p

(p2 + ω2)x1+rΓ(−r)

(
1 + O

(
1

(p2 + ω2)x

))
; (8)

Dr(epx cos ωx) |x0∼ (p2 + ω2)
r
2 epx sin

(
ωx + r arctg

ω

p

)
+

+
ω

(p2 + ω2)x1+rΓ(−r)

(
1 + O

(
1

(p2 + ω2)x

))
; (9)

Drepx |x0∼




prepx − 1
px1+rΓ(−r)

(
1 + O

(
1
px

))
, p > 0;

0, p < 0.
(10)

Неважко переконатися, що формули (8) та (9) справедливi i при p = 0. Для
цього випадку

lim
p→0

arctg
ω

p
=

π

2
.

Dr cos ωx |x0∼ ωr cos
(
ωx +

πr

2

)
− r + 1

ω2x2+rΓ(−r)

(
1 + O

(
1

ω2x2

))
; (11)

Dr sin ωx |x0∼ ωr sin
(
ωx +

πr

2

)
− 1

ω2x1+rΓ(−r)

(
1 + O

(
1

ω2x2

))
. (12)

Наслiдок 2. При x → ∞ дробове диференцiювання функцiй epx (p > 0),
sin ωx, cos ωx та розглянутих вище їх комбiнацiй за тими ж правилами, що
i натуральне диференцiювання.

На рис. 1 показано графiки перебiгу залежностi похiдної D0,5(e0,2x sin 1, 5x) |x0
на промiжку [0, 4], побудованi на основi точного виразу (суцiльна крива) та
асимптотичної формули (9) (пунктирна лiнiя). Помiтно добра пристайнiсть кри-
вих вже у межах першого перiоду синусоїди.

Рис. 1
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Теорема 2. Якщо перiодична функцiя f(x) має неперервнi похiднi до
(m−1)-го поярдку включно, а похiдна m-го порядку (m ∈ N) вiдповiдає на [0, 2π]
умовам Дiрiхле, то її похiдна дробового порядку Drf(x) |x0 при 0 < r ≤ m− 1 i
достатньо великих x веде себе як майже перiодична функцiя.

Доведення. Розгортаємо f(x) у ряд Фур’є (див. [3]):

f(x) =
1

2
a0 +

∞∑

k=1

ak cos kx +
∞∑

k=1

bk sin kx. (13)

Приймаючи до уваги (11) та (12), одержуємо

Drf(x) |x0∼
1

2
a0

x−r

Γ(1−r)
+

∞∑

k=1

ak·kr

[
cos

(
kx +

πr

2

)
+

r + 1

k2x2+rΓ(−r)

(
1+O

(
1

ω2x2

))]
+

+
∞∑

k=1

ak · kr

[
sin

(
kx +

πr

2

)
+

r + 1

kx1+rΓ(−r)

(
1 + O

(
1

ω2x2

))]
.

Тобто

Drf(x) |x0∼
∞∑

k=1

ak · kr cos
(
kx +

πr

2

)
+

∞∑

k=1

bk · kr sin
(
kx +

πr

2

)
, x →∞. (14)

Обмеження верхньої межi порядку похiдної значенням r ≤ m−1 диктується
умовами збiжностi ряду (14). Теорема доведена.
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