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Побудовано апарат некласичних мінорант Ньютона функцій однієї дійсної змінної, 

заданих таблично, використано цей апарат для оцінки точності наближення функцій 
некласичними мінорантами Ньютона. 
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1. ВСТУП 
В [2] розглянуто побудову апарату некласичних мажорант і діаграм Ньютона 

функцій однієї й двох дійсних змінних, заданих таблично, та його використання для 
побудови чисельних методів розв’язування задачі Коші для звичайних 
диференціальних рівнянь і їхніх систем, точних на певних класах функцій. В [1] 
апарат некласичних мажорант і діаграм Ньютона використано для розробки 
чисельних методів оптимізації негладких логарифмічно вгнутих функцій однієї, двох 
і багатьох дійсних змінних. 

Розглянемо побудову апарату некласичних мінорант Ньютона та їхніх діаграм 
функцій однієї дійсної змінної, заданих таблично, й оцінимо точність наближення 
функції некласичною мінорантою Ньютона. 

2. ФОРМУЛЮВАННЯ ЗАДАЧІ 
Нехай функція дійсної змінної ( )xfy =  задана своїми значеннями в деяких 

точках ix , ni ,,2,1 K= : 
 ( ) niyxf ii ,,1,0, K== . (1) 
Вважатимемо, що 
 niMaay iii ,,1,0,0, K=≤<= , (2) 
де M  – деяка стала. Треба для функції ( )xf  побудувати міноранту Ньютона, 
визначити властивості, оцінити похибку наближення функції мінорантою Ньютона. 
 

3. РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧІ 
3.1. АПАРАТ НЕКЛАСИЧНИХ МІНОРАНТ НЬЮТОНА ФУНКЦІЙ, 

ЗАДАНИХ ТАБЛИЧНО 
Означення 1. Точку ( )iii axP ln, −  з координатами iax = , iay ln−=  у площині 

xy  назвемо точкою зображення значення функції ( )xfy =  у точці ixx = . 
Припустимо, що точки зображення iP  значень функції ( )xfy =  у точках ix , 

ni ,,1,0 K= , в площині xy  побудовані. З кожної точки iP  проведемо півпряму у 
від’ємному напрямі осі Oy  перпендикулярно до осі Ox . Множину точок цих 
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півпрямих позначимо через S , а її опуклу оболонку – через ( )SC . Для кожного 
[ ]nxxx ,0∈  визначимо точку ( )xx xD χ, , де 

 
( ) ( )

y
SCyx

x
∈

=χ
,
sup . 

Множина точок ( )xx xD χ, , [ ]nxxx ,0∈ , утворює лінію fδ , яка обмежує ( )SC  зверху. 
Ця лінія є неперервною, вгнутою ламаною лінією і її рівняння таке: 
 ( )xy χ= , [ ]nxxx ,0∈ , 
де ( ) xx χ=χ . 

Позначимо 
 ( ) ( ))exp( xxm f χ−= , [ ]nxxx ,0∈ . 
Тоді для кожного nixi ,,1,0, K= , виконується нерівність 
 ( ) ( ) iiif axfxm =≤ . 
Справді, з побудови fδ  випливає, що 

 ( ) ( )ii xxf χ≤− ln , 
або 
 ( ) ( )( ) ( )ifii xmxxf =χ−≥ exp . 

Крім того, ( ) ( )00 xfxm f = , ( ) ( )nnf xfxm = . 
Означення 2. Функцію ( )xmy f= , визначену на проміжку [ ]nxx ,0 , назвемо 

некласичною мінорантою Ньютона функції ( )xfy =  на цьому проміжку, а ламану 
лінію fδ  – її діаграмою. 

На рис. 1 побудована діаграма міноранти Ньютона функції, заданої в дев’ятьох 
точках 
 

 
Рис. 1. Діаграма міноранти Ньютона функції, заданої в дев’ятьох точках 

 
Діаграма fδ  міноранти Ньютона функції ( )xfy =  має такі властивості: 
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– кожна вершина fδ  розміщена в одній із точок зображення iP  значення 
функції ( )xfy =  у точці ix , ni ,,1,0 K= ; 

– кожна точка зображення iP , ni ,,1,0 K= , розміщена на fδ  або нижче неї. 
Нехай 

 ( ) iif txm = , ni ,,1,0 K= . 
Означення 3. Величини 

 ),,2,1(
1

1

1 ni
t

t
r

ii xx

i

i
i K=⎟⎟

⎠

⎞
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⎝

⎛
=

−−
−  
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 ( )1,,2,11 −== + ni
r

rd
i

i
i K  

назвемо відповідно i -м числовим нахилом і i -м відхиленням діаграми fδ  міноранти 
Ньютона. 

Означення 4. Якщо точка зображення iP , ni ,,1,0 K= , розташована у вершині 

fδ , то індекс i  назвемо вершинним індексом, якщо ж на fδ , то діаграмним індексом 

fδ . Індекси 0=i  та ni =  зачислимо до вершинних індексів. 
Множину всіх вершинних індексів позначимо через I , а множину діаграмних 

індексів – через G . Очевидно, GI ⊆  і ii at =  для всіх Gi∈ . 
Нехай iϕ  – кут між відрізком 

ii xx DD
1−

 діаграми fδ  і додатним напрямом осі 

абсцис. Тоді кутовий коефіцієнт ik  відрізка 
ii xx DD

1−
 визначиться за формулою 
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Тому 
 ii rk ln= . 
Звідси випливає, що 
 ( )ii tgr ϕ= exp , ( )iii tgtgd ϕ−ϕ= +1exp . 

Якщо { }ki  ( )nssk ≤= ;,,1,0 K  – послідовність вершинних індексів fδ , то 
 
 

siii rrr >>> L
21

; 
 1,,1,0,

121 −====
+++ skrrr

kkk iii KL ; 
 1,,2,1,1 −=≤ nidi K ; 
 1,,2,1,1 −=< skd

ki
K . 

 
Нехай p  і q  – два послідовні вершинні індекси fδ , індекс i  задовольняє 

умову qip << . Розглянемо відрізок 
qp xx DD  діаграми fδ  (рис. 2). 
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Рис. 2. Відрізок 

qp xx DD  діаграми fδ  

Тоді 
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−
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pi
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xx
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xx
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Звідси 

 ( ) pqpiiq xxxx
q

xx
pi aat −−−=

1

. 
Аналогічно одержуємо формулу для міноранти Ньютона ( )xm f  на проміжку [ ]qp xx ,  

 ( ) ( ) pqpq xxxx
q

xx
pf aaxm −−−=

1

. 
 

3.2. ВЛАСТИВОСТІ МІНОРАНТИ НЬЮТОНА ТА ЇЇ ДІАГРАМИ 
Якщо рівняння відрізка 

qp xx DD  діаграми fδ  набуває вигляду bkxy += , 

[ ]qp xxx ,∈ , то 
 ( ) ( )bkxxm f −−= exp , [ ]qp xxx ,∈ . 
Звідси випливає таке твердження. 

Твердження 1. 
а) Якщо 0≠k , то міноранта Ньютона ( )xm f  на проміжку [ ]qp xx ,  є строго 

опуклою функцією; якщо 0=k , то ( )xm f  на цьому проміжку є відрізком, 
паралельним до осі абсцис. 

б) Якщо ( ) ( )bkxAxf += exp , то ( ) ( )xfxm f = . 
З побудови fδ  випливають такі твердження. 
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Твердження 2. 
а) Міноранта Ньютона ( )xm f , [ ]nxxx ,0∈ , складається з ( )1−s  – ї опуклих 

дуг, де s  – кількість вершинних індексів fδ . 
б) Якщо функція є логарифмічно опуклою, то ( ) ( )xfxm f ≥  для всіх 

[ ]nxxx ,0∈ ; якщо логарифмічно вгнутою, то ( ) ( )xfxm f ≤  для всіх 
[ ]nxxx ,0∈ . 

Твердження 3. Для того, щоб для функції ( )xf , заданої таблицею значень (1), 
існувала діаграма fδ , визначена на проміжку [ ]nxx ,0 , необхідно і достатньо, щоб для 
неї виконувалась умова (2). 

Твердження 4. Міноранта Ньютона ( )xm f  функції ( )xfy = , заданої 
таблицею значень (1), є неперервною і логарифмічно опуклою функцією на проміжку 
[ ]nxx ,0 . 

Твердження 5. Якщо для функції ( )xfy = , заданої таблицею значень (1), 
виконуються умови (2), то 
 

[ ]
( )xmxf fxxxini n,1 0

min(min
∈≤

=
p

. 

Якщо 
 sini

xfxf ((min
1

=
≤p

, 

то 
 

[ ]
( ) ( ) ssffxxx

txmxm
n

==
∈ ,0

min , 

де Gs∈ . 
 

3.3. ОЦІНКА ПОХИБКИ НАБЛИЖЕННЯ ФУНКЦІЇ НЕКЛАСИЧНОЮ 
МІНОРАНТОЮ НЬЮТОНА 

Розглянемо питання оцінки похибки апроксимації функції некласичною 
мінорантою Ньютона. Нехай ( ) [ ]baCxf ,∈  – логарифмічно опукла функція на 
проміжку [ ]ba,  і на цьому проміжку задовольняє умову Ліпшиця зі сталою L . 
Виберемо на [ ]ba,  систему рівновіддалених точок ihxxi += 0 , ni ,,1,0 K= , де ax =0 , 

( ) nabh /−= . Побудуємо для функції ( )xfy =  некласичну міноранту Ньютона 
( )xm f , визначену на проміжку [ ]ba, , за точками nxxx ,,, 10 K  і значеннями функції в 

цих точках. Позначимо її через ( ) ( )xm n
f . Оскільки ( )xf  – логарифмічно опукла 

функція, то ( ) ( )xm n
f  на кожному з проміжків [ ]1, +ii xx , 1,,1,0 −= ni K , збігається з 

мінорантою Ньютона, побудованою для функції ( )xf  за двома точками ( )( )ii xfx ,  і 
( )( )11, ++ ii xfx . 
Теорема 1. Якщо для функції [ ]baCxf ,)( ∈  виконуються умови: 

1) ( )xf  є логарифмічно опуклою функцією на [ ]ba, , 
2) ( )xf  на [ ]ba,  задовольняє умову Ліпшиця зі сталою L , то 

 ( ) ( ) ( )xfxm n
fn

=
∞→

lim  



Г. Цегелик, М. Глебена 
ISSN 2078–5097. Вісн. Львів. ун-ту. Сер. прикл. матем. та інф. 2014. Вип. 21 63 

 

рівномірно для всіх [ ]bax ,∈  й існує таке натуральне 0N , що для всякого 0Nn ≥  
правильна оцінка 

 ( ) ( ) ( ) ( )
n

abLxfxm n
f

−
≤−≤0 . 

Доведення. Знайдемо таке натуральне число 0N , що для кожного 0Nn ≥  на 
всіх проміжках [ ]1, +ii xx , 1,,1,0 −= ni K , функція ( )xf  буде монотонно зростаючою 
або монотонно спадною. Тоді для будь-якого [ ]bax ,∈  

 

( ) ( ) ( )
[ ]

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) .maxmax

maxmax

110110

,10 1

n
abLxxLxfxf

xfxmxfxm

kknkkknk

n
fxxxnk

n
f

kk

−
=−≤−≤

≤−≤−

+−≤≤+−≤≤

∈−≤≤ +

 

Отже, для будь-якого [ ]bax ,∈  

 ( ) ( ) ( ) ( )
n

abLxfxm n
f

−
≤− . 

Звідси випливає рівномірна збіжність ( ) ( )xm n
f до ( )xf  при ∞→n . 

Нехай тепер [ ]baCxf ,)( ∈  – довільна функція, яка задовольняє умову 
Ліпшиця зі сталою L  на [ ]ba, . Припустимо, що ( ) 0>xf  для всіх [ ]bax ,∈ . 
Виберемо на [ ]ba,  систему рівновіддалених точок ihxxi += 0 , ni ,,1,0 K= , де 

ax =0 , ( ) nabh /−= . Доповнимо цю систему критичними точками функції ( )xf , які 
належать проміжку [ ]ba,  і не входять у вибрану систему точок ( якщо такі існують). 
Внаслідок такого доповнення одержимо нову систему вузлів mnxxx +,,, 10 K , де 
 bxxxa mn =<<<= +K10 , 

( )0≥mm  – кількість критичних точок функції ( )xfy = , які належать проміжку 
[ ]ba,  і не входять до системи точок nxxx ,,, 10 K . Для нової системи точок 
виконується умова 
 hxx ii ≤−+1 , 1,,1,0 −+= mni K . 

Побудуємо функцію ( )xfqn ; , визначену на [ ]ba, , яка на кожному з проміжків 
[ ]1, +ii xx  збігається з мінорантою Ньютона , побудованою для функції ( )xf  за двома 
точками ( )( )ii xfx ,  і ( )( )11, ++ ii xfx . Очевидно, ( ) [ ]baCxfqn ,; ∈ . 

Теорема 2. Якщо функція [ ]baCxf ,)( ∈  на проміжку [ ]ba,  задовольняє умову 
Ліпшиця зі сталою L , то 
 ( ) ( )xfxfqnn

=
∞→

;lim  

рівномірно за всіма [ ]bax ,∈  і правильна оцінка 

 ( ) ( ) ( )
n

abLxfqxf n
−

≤− ; . 

Доведення. Нехай 
 

[ ]
( ) ( )

[ ]
( ) ( )xfqxfxfqxf nxxxnbax kk
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. 
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Оскільки на проміжку [ ]1, +kk xx  функція ( )xfqn ;  збігається з мінорантою Ньютона , 
побудованою для ( )xf  за двома точками ( )( )kk xfx ,  і ( )( )11, ++ kk xfx , і на цьому 
проміжку ( )xf  монотонно спадає або зростає, то 

 
[ ]

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n

abLxxLxfxfxfqxf kkkknxxx kk

−
≤−≤−≤− ++∈ +

11,
;max

1

. 

Ця нерівність і доводить теорему. 
Якщо [ ]baCxf ,)( 2∈  – логарифмічно опукла функція, то можна одержати іншу 

оцінку похибки апроксимації ( )xf  некласичною мінорантою Ньютона. 
Теорема 3. Якщо [ ]baCxf ,)( 2∈  – логарифмічно опукла функція, то 

 ( ) ( ) ( )22

8
abMxfxm f −≤− , 

де 
[ ]

( )xfM
bax

′′=
∈ ,2 max . 

Доведення. Оскільки ( )xf  – логарифмічно опукла функція, то ( ) ( )xfxm f ≥  і 
( ) ( )xmxL f≥1  для всіх [ ]bax ,∈ , де ( )xL1  – інтерполяційний поліном Лагранжа 

першого степеня, побудований за вузлами bxax == 10 , . Тоді 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )babxaxfxfxLxfxm f ,,
!21 ∈ξ−−
ξ′′

−=−≤− . 

Добуток – ( )( )bxax −−  на проміжку [ ]ba,  набуває найбільшого значення 

( )
4

2ab −  при 
2

bax +
= . Тому 

 ( ) ( ) ( ) ( )2
8

abfxfxm f −
ξ′′

−≤− , 

або 

 ( ) ( ) ( )22

8
abMxfxm f −≤− . 

Якщо на проміжку [ ]ba,  вибрати систему точок ihxxi += 0 , ni ,,1,0 K= , де 
ax =0 , ( ) nabh /−= , і на кожному проміжку [ ]1, +kk xx , 1,,1,0 −= nk K , побудувати 

некласичну міноранту Ньютона ( ) ( )xm n
f  за двома точками ( )( )kk xfx ,  і ( )( )11, ++ kk xfx , 

то з теореми випливає такий наслідок. 
Наслідок 1. Якщо [ ]baCxf ,)( 2∈  – логарифмічно опукла функція на проміжку 

[ ]ba, , то для всіх [ ]1, +∈ kk xxx , 1,,1,0 −= nk K  справджується оцінка 

 ( ) ( ) 22

8
hMxfxm f ≤− . 

До цього часу ми всюди вважали, що ( ) 0>xf , для всіх [ ]bax ,∈ . Якщо ця 
умова не виконується, то для наближення функції ( )xf  некласичною мінорантою 
Ньютона робимо так. Розглянемо функцію ( ) Cxf + , де C  – деяка стала, така що 
( ) 0>+Cxf  для всіх [ ]bax ,∈ . Тоді на проміжку [ ]ba,  вибираємо систему точок 

khxxk += 0 , nk ,,1,0 K= , де ax =0 , ( ) nabh /−= , і для функції ( ) Cxf +  будуємо 
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міноранту Ньютона, яку позначаємо через ( )xm cf + . Очевидно, функція ( ) Cxm cf −+  
буде апроксимуючою функцією для ( )xf  і точність наближення ( )xf  функцією 

( ) Cxm f +  буде визначатись точністю наближення функції ( ) Cxf +  мінорантою 
Ньютона ( )xm cf + , тобто будуть справджуватись аналогічні теореми про точність 
наближення ( )xf  функцією ( ) Cxm cf −+  як у випадку наближення функції ( ) 0>xf  
мінорантою Ньютона ( )xm f . 

Наслідок 2. Якщо [ ]baCxf ,)( 2∈  – логарифмічно опукла функція на проміжку 
[ ]ba, , то для всіх [ ]bax ,∈  справджується оцінка 

 ( ) ( ) 22

8
hMxfxm f ≤− . 

4. ВИСНОВКИ 
Побудовано апарат некласичних мінорант Ньютона функцій однієї дійсної 

змінної, заданих таблично. Визначено оцінки точності наближення функцій 
некласичною мінорантою Ньютона. 
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Построен аппарат неклассических минорант Ньютона функций одной действительной 

переменной, заданных таблично. Установлены оценки точности приближения функций 
неклассической минорантой Ньютона. 
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Г. Цегелик, М. Глебена 
66 ISSN 2078–5097. Вісн. Львів. ун-ту. Сер. прикл. матем. та інф. 2014. Вип. 21 

 

THE APPARATUS OF NON-CLASSICAL NEWTONIAN MINORANTS 
FUNCTIONS GIVEN TABULARLY AND THE USE IT FOR THE 
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The apparatus of non-classical Newtonian minorants functions given tabularly has been 

constructed. The accuracy of approximation of functions of non-classical Newtonian minorants has 
been established. 

Key words: non-classical Newtonian minorants, accuracy of approximation. 

 


