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IСНУВАННЯ ПЕРIОДИЧНИХ РОЗВ’ЯЗКIВ ДВОВИМIРНИХ
АВТОНОМНИХ IМПУЛЬСНИХ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ СИСТЕМ

In this paper the problems of existence of periodic solutions of linear two-dimensional impulsive
autonomous systems are under investigation. The possible periods of discontinuous cycles were
found and the coefficient conditions for the existence of periodic solutions for such periods were
obtained.

У данiй роботi дослiджуються питання iснування перiодичних розв’язкiв лiнiйних двовимiр-
них iмпульсних автономних систем. Знайдено можливi перiоди розривних циклiв, одержано
коефiцiєнтнi умови iснування перiодичних розв’язкiв для таких перiодiв.

З’ясуємо питання iснування розривних циклiв двовимiрної лiнiйної автоном-
ної iмпульсної системи

{
dx
dt

= Ax + f 〈a, x〉 6= 0,

∆x|〈a,x〉=0 = Bx + g,
(1)

де a, f, g ∈ R2 – заданi сталi вектори, a = (a1, a2), a1, a2 6=0, A,B — заданi сталi
матрицi.

Спочатку дослiдимо поведiнку розв’язкiв вiдповiдної однорiдної системи
{

dx
dt

= Ax, 〈a, x〉 6= 0,

∆x|〈a,x〉=0 = Bx,
(2)

Будемо вважати, що всi нетривiальнi розв’язки автономної системи рiвнянь

dx

dt
= Ax

перетинають пряму 〈a, x〉 = 0 трансверсально, тобто виконується умова

〈a,Ax〉 6= 0.

З цього випливає, що iснують x ∈ R2 такi, що

〈(A> − λE)a, x〉 6= 0,

тобто вектор a не є власним вектором матрицi A.
Щодо iмпульсного збурення, то за умовою воно вiдбувається на прямiй

l : x2 = −a1

a2

x1. (3)

Це означає, що потрапивши на цю пряму в момент t = t∗, 〈a, x(t∗)〉 = 0, точка
x(t∗) в результатi iмпульсної дiї миттєво переводиться в точку x(t∗) = (E +
B)x(t∗) цiєї ж прямої. Отже, матриця B така, що

〈a,Bx〉 = 0 (4)
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46 I. I. КОРОЛЬ

при всiх x для яких виконується умова 〈a, x〉 = 0. Звiдси одержуємо систему
{

x2 = −a1

a2
x1,

a1 (b11x1 + b12x2) + a2 (b21x1 + b22x2) = 0,

з якої випливає, що
b22 = b11 − a1

a2

b12 +
a2

a1

b21,

тобто матриця B має наступний вигляд:

B =

(
b11 b12

b21 b11 + a2

a1
b21 − a1

a2
b12

)
. (5)

1. Iснування розривних циклiв однорiдної системи Дослiдимо питан-
ня iснування перiодичних розривних розв’язкiв системи (2) та їх вiдсутностi
в цiєї системи. Мiркуємо так: якщо система (2) має такий розв’язок, то його
траєкторiя повинна потрапляти на пряму (3). Нехай точка x(0),

〈a, x(0)〉 = 0, (6)

є породжуючою точкою такого розв’язку x(t, x(0)). Тодi, вийшовши з прямої (3)
при t = 0, через деякий час розв’язок x(t, x(0)) знову повинен потрапити на неї,
тобто система рiвнянь { 〈a, x(0)〉 = 0,

〈
a, eAtx(0)

〉
= 0,

(7)

повинна мати розв’язок (x(0), t∗), t∗ > 0. Вона рiвносильна системi



〈a, x(0)〉 = 0,
〈((

eAt
)> − eλtE

)
a, x(0)

〉
= 0,

а тому будемо вимагати, щоб вектор a був власним вектором матрицi
(
eAt∗

)>,
який вiдповiдає деякому власному числу eλt∗ .

Таким чином, стосовно системи (2) будемо припускати, що виконуються на-
ступнi умови:

A) дiйсний вектор a не є власним вектором матрицi A;

B) a є власним вектором матрицi
(
eAt∗

)> при деякому t∗ > 0;

C) a є власним вектором матрицi B> вигляду (5).

Позначимо через J дiйсну жорданову форму матрицi A, тодi

det
((

eAt∗)> − eλt∗E
)

= det
((

eJt∗)> − eλt∗E
)

,

тобто власнi значення матриць
(
eAt∗

)> i
(
eJt∗

)> спiвпадають.
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Якщо матриця A має комплексно спряженi власнi значення λ = α± iβ, тодi
дiйснi власнi значення матрицi eJt∗ визначаються з рiвняння

∣∣∣∣∣
eαt∗ cos βt∗ − λ eαt∗ sin βt∗

−eαt∗ sin βt∗ eαt∗ cos βt∗ − λ

∣∣∣∣∣ = 0,

тобто (
λ− eαt∗ cos βt∗

)2
+ e2αt∗ sin βt∗ = 0.

Це рiвняння має дiйснi розв’язки тодi i тiльки тодi, коли
{

λ = eαt∗ cos βt∗,
sin βt∗ = 0.

Враховуючи, що t∗ > 0 є моментом першого потрапляння на пряму (3), розв’яз-
ками цiєї системи є

{
λ2 = e

απ
β ,

t∗ = π
β
,

∪
{

λ2 = e
2απ

β ,
t∗ = 2π

β
.

(8)

Таким чином, дiйсними власними значеннями матрицi eJt∗ є eλt∗ , якщо λ є дiй-
сним власним значенням матрицi A, або ж дiйснi власнi значення вигляду (8),
якi вiдповiдають парi комплексно спряжених чисел λ = α ± iβ матрицi A. Ма-
трицi A> i

(
eAt

)> мають однаковi дiйснi матрицi перетворення подiбностi, стов-
пцями яких є дiйснi власнi вектори матрицi A, а тому якщо її власнi значен-
ня є дiйсними, то власнi вектори матрицi A> є i власними векторами матрицi(
eAt∗

)>. Оскiльки з умови трансверсальностi випливає, що a не є власним ве-
ктором матрицi A, то a не є i власним вектором матрицi

(
eAt∗

)>. Це означає,
що t∗ > 0 може бути розв’язком системи (7) тiльки у випадку, що вiдповiдає
комплексним власним числам матрицi A, тобто систему (7) можемо записати
наступним чином:




〈a, x(0)〉 = 0,
〈
a,−e

απ
β x(0)

〉
= 0,

∪



〈a, x(0)〉 = 0,
〈
a,−e

2απ
β x(0)

〉
= 0.

З цього випливає, що система (2) може мати перiодичнi розв’язки тiльки з
перiодом кратним T1 = π

β
, тобто коли матриця A має вигляд

A =

(
α β
−β α

)
, β 6= 0. (9)

Розглянемо можливiсть iснування в системi (2) розривних циклiв перiоду
T1 = π

β
. Такi рухи вiдбуваються наступним чином: точка x(0) прямої l в резуль-

татi iмпульсного збурення переходить у точку x(1) = (E + B)x(0) тiєї ж прямої,
а потiм через час T1 повертається в початкове положення (мал. 1). Це означає,
що виконується система рiвнянь

{ 〈a, x(0)〉 = 0,

−eα π
β (E + B)x(0) = x(0).

(10)
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48 I. I. КОРОЛЬ

Рис. 1. T1-перiодичний розривний цикл.

Розглянемо друге рiвняння цiєї системи, яке запишемо у виглядi

(E − F )x(0) = 0, (11)

де

F = −e
απ
β (E + B) =



−e

απ
β (1 + b11) −e

απ
β b12

−e
απ
β b21 −e

απ
β

(
1 + b11 − a1

a2
b12 + a2

a1
b21

)

 .

Оскiльки

det(E − F ) = −
(

1 + e
απ
β

(
1 + b11 +

a2

a1

b21

)) (
e

απ
β

(
a1

a2

b12 − b11 − 1

)
− 1

)
,

то рiвняння (11) може мати нетривiальнi розв’язки у двох випадках: якщо

e
απ
β

(
1 + b11 − a1

a2

b12

)
= −1, (12)

або
e

απ
β

(
1 + b11 +

a2

a1

b21

)
= −1. (13)

Якщо виконується умова (12), то розв’язок x(0) = (−a2, a1) рiвняння (11) за-
довольняє також i рiвняння 〈a, x(0)〉 = 0. Якщо ж має мiсце умова (13), то
розв’язком рiвняння (11) є x(0) = (a1b12, a2b21), але при цьому перше рiвняння
системи (10) не виконується.
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Розглянемо T2 = 2π
β
-перiодичнi рухи системи (2), якi не є T1-перiодичними

(мал. 2). Вони вiдбуваються за наступною траєкторiєю: точка x(0) прямої l в
результатi iмпульсного збурення переводиться у точку x(1) = (E + B)x(0); далi
по фазовiй кривiй вона проходить за час T1 = π

β
у точку x(2) = eAT1x(1) прямої l,

з якої миттєво переводиться в точку x(3) = (E +B)x(2); далi знову за час T1 = π
β

в точку x(0), в якiй траєкторiя замикається. Пiдсумовуючи вище описаний рух,
можемо записати:

x(0) =eAT1x(3) =eAT1(E + B)x(2) =eAT1(E + B)eAT1x(1) =
(
eAT1(E + B)

)2
x(0).

Рис. 2. Траєкторiя розв’язку з найменшим перiодом T2.

Таким чином, замкнена розривна T2-перiодична траєкторiя проходить через
точку x(0), яка є розв’язком системи рiвнянь

{ 〈a, x(0)〉 = 0,

(E − F 2) x(0) = 0.
(14)

Система (2) може мати T2-перiодичнi розривнi цикли вiдмiннi вiд T1-перiодичних,
якщо {

det (E − F ) 6= 0,

det (E + F ) = 0,

i при цьому перевiрка показує, що система (14) має розв’язки тiльки у випадку
коли виконується спiввiдношення

e
απ
β

(
1 + b11 − a1

a2

b12

)
= 1. (15)
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50 I. I. КОРОЛЬ

Нарештi, дослiдимо питання iснування розривних циклiв однорiдної системи
(2) з перiодами вiдмiнними вiд T1 i T2. Аналогiчно до того, як це було зроблено
вище, можемо переконатися, що замкнена траєкторiя, системи (1), (18), яка
проходить через точку x(0) 6= (0, 0), має перiод Tm = πm

β
тодi i тiльки тодi, коли

x(0) є розв’язком системи
{ 〈a, x(0)〉 = 0,

(E − Fm)x(0) = 0.
(16)

Розглянемо питання iснування розв’язкiв другого рiвняння системи (16):

(E − Fm)x(0) = 0. (17)

За iндукцiєю одержуємо рiвностi

E − F 2l+1 = (E − F )(E + F + F 2 + · · ·+ F 2l),

E − F 2l+2 = (E − F 2)(E + F + F 2 + · · ·+ F 2l)

Для iснування вiдмiнних вiд T1- i T2-перiодичних розривних циклiв необхiдно
iснування нетривiальних розв’язкiв рiвняння

(E + F + F 2 + ·+ F 2l)x0 = 0.

Позначимо через J жорданову нормальну форму матрицi F , а через S — ма-
трицю переходу до жорданового базису, тодi

det

(
k∑

j=0

F j

)
= det S−1 det

(
k∑

j=0

J j

)
det S = det

(
k∑

j=0

J j

)
,

Нехай власнi значення матрицi F дiйснi. Якщо J =

(
λ1 0
0 λ2

)
то

J j =

(
λj

1 0

0 λj
2

)
, det

(
k∑

j=0

J j

)
= det

(
k∑

j=0

λj
1

)(
k∑

j=0

λj
2

)
.

Якщо J =

(
λ 1
0 λ

)
то

J j =

(
λj jλj−1

0 λj

)
, det

(
k∑

j=0

J j

)
= det

(
k∑

j=0

λ2j

)
.

Якщо λ ∈ R, то
k∑

j=0

λj 6= 0, отже

det

(
2l∑

j=0

F j

)
6= 0, det

(
2l∑

j=0

F 2j

)
6= 0,
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а це означає, що однорiдна iмпульсна система не може бути в цьому випадку
розривних циклiв вiдмiнних вiд T1- i T2-перiодичних.

Нехай λ = αF + iβF , i2 = −1 є власним значенням матрицi F . Оскiльки
det(E−Fm) = det(E−Jm), то рiвняння (17) може мати нетривiальнi розв’язки
тодi i тiльки тодi, коли λm = 1. Розв’язками такого рiвняння є

λl = cos
2πl

m
+ i sin

2πl

m
, l = 0, 1, ·,m− 1.

Отже, якщо iснують m ∈ N, l ∈ N, l ∈ [1,m− 1] такi, що
{

αF = cos 2πl
m

,

βF = sin 2πl
m

,

рiвняння (17) має нетривiальнi розв’язки.
Узагальнюючи наведенi вище мiркування одержуємо наступне твердження

щодо iснування перiодичних розривних циклiв однорiдної системи (2), (5).

Теорема 1. 1) Система (2), (5) має перiодичнi розривнi цикли тодi i
тiльки тодi, коли матриця A має вигляд (9);

2) Система (2), (5), (9) має T1 = π
β
-перiодичнi розривнi цикли тодi i тiльки

тодi, коли виконується умова (12). При цьому всi точки прямої x2 =
−a1

a2
x1 є їх породжуючими точками.

3) Система (2), (5), (9) має T2 = 2π
β
-перiодичнi розривнi цикли, вiдмiннi вiд

T1-перiодичних тодi i тiльки тодi, коли виконується умова (15). При
цьому всi точки прямої x2 = −a1

a2
x1 є їх породжуючими точками.

4) Якщо власнi значення матрицi F дiйснi, то лiнiйна однорiдна автономна
iмпульсна система (2), (5), (9) не має розривних циклiв вiдмiнних вiд T1-
i T2-перiодичних.

5) Якщо λ = αF + iβF є комплексним власним значенням матрицi F , то
для iснування розривних циклiв перiоду Tm = πm

βF
системи (2), (5), (9)

необхiдно, щоб
m

2π
arccos αF =

m

2π
arcsin βF = k,

де k ∈ N, i достатньо, щоб нетривiальний розв’язок рiвняння (17) задо-
вольняв умову 〈a, x(x0)〉 = 0.

Лiнiйнi неоднорiднi iмпульснi системи Дослiдимо питання iснування пе-
рiодичних рухiв неоднорiдної системи (1), де

A =

(
α β
−β α

)
, B =

(
b11 b12

b21 b11 + a2

a1
b21 − a1

a2
b12

)
, 〈a, f〉 = 〈a, g〉 = 0. (18)

Спочатку розглянемо T1-перiодичнi рухи системи (1), (18). Вони вiдбуваю-
ться наступним чином: точка x(0) прямої l в результатi iмпульсного збурення
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переходить у точку x(1) = (E + B)x(0) + g, яка рухається далi за законом

x(t) = eAtx(1) +

t∫

0

eA(t−s)ds · f,

i за час T1 повертається в точку x(2) = x(T1) = x(0). Отже,

x(2) = eAT1x(1) + eAT1

T1∫
0

e−Asds · f = −e
απ
β x(1) −

(
e

απ
β + 1

)
A−1f =

= −e
απ
β

(
(E + B)x(0) + g

)−
(
e

απ
β + 1

)
A−1f =

= Fx(0) −
(
e

απ
β g +

(
e

απ
β + 1

)
A−1f

)
.

Таким чином, точка x(0) є породжуючою точкою T1-перiодичного розривного
циклу тодi i тiльки тодi, коли x(0) є розв’язком системи

{ 〈a, x(0)〉 = 0,

(E − F )x(0) = r,
(19)

де
r = −

(
e

απ
β g +

(
e

απ
β + 1

)
A−1f

)
.

З умови 〈a, f〉 = 〈a, g〉 = 0 випливає, що

f = kf

(
a2

−a1

)
, g = kg

(
a2

−a1

)
,

де kf , kg — дiйснi сталi, а тому

r = −




e
απ
β a2kg +

(
e

απ
β +1

)
(a2α+a1β)kf

α2+β2

−e
απ
β a1kg +

(
e

απ
β +1

)
(a2β−a1α)kf

α2+β2


 = −r

(
a1

a2

)
− r̂

(
a2

−a1

)
,

де

r =

(
e

απ
β + 1

)
βkf

α2 + β2
, r̂ = e

απ
β kg +

(
e

απ
β + 1

)
αkf

α2 + β2
.

Дослiдимо питання сумiсностi системи (19). При цьому, в залежностi вiд
спiввiдношень мiж параметрами системи (1), можливi декiлька варiантiв.

1. Якщо det(E−F ) 6= 0, тодi друге рiвняння системи (19) має єдиний розв’я-
зок

x(0) = −(E − F )−1r.

При цьому

〈a, x(0)〉 = −〈a, (E − F )−1r〉 =
(a2

1 + a2
2)

(
e

απ
β + 1

)
βkf

(α2 + β2)
(
1 + e

απ
β

(
1 + b11 + a2

a1
b21

)) ,
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Отже, система (19) сумiсна тодi i тiльки тодi, коли kf = 0, тобто f = 0, i при
цьому лiнiйна неоднорiдна система (1) має єдиний розривний T1-перiодичний
цикл, породжуючою точкою якого є

x(0) =
e

απ
β

1 + e
απ
β

(
1 + b11 − a1

a2
b12

) g. (20)

2. Нехай виконуються спiввiдношення

e
απ
β

(
1 + b11 − a1

a2

b12

)
= −1, e

απ
β

(
1 + b11 +

a2

a1

b21

)
6= −1, (21)

тобто det(E − F ) = 0, a2
1b12 + a2

2b21 6= 0, i вiдповiдна однорiдна система (2) має
однопараметричну сiм’ю T1-перiодичних розривних циклiв. Виражаючи з (21)
значення b11 i пiдставляючи в матрицю F одержимо, що

F =F1 =

(
1− e

απ
β a1

a2
b12 −e

απ
β b12

−e
απ
β b21 1− e

απ
β a2

a1
b21

)
, E − F1 =

(
e

απ
β a1

a2
b12 e

απ
β b12

e
απ
β b21 e

απ
β a2

a1
b21

)
,

а ортопроектори до матриць (E − F1) i (E − F1)
> мають вiдповiдно вигляд

P(E−F1) =

(
a2

−a1

)
, P(E−F1)> =

(
a2b21

−a1b12

)
.

Для сумiсностi системи (E−F1)x
(0) = r необхiдно i достатньо виконання рiвностi

P(E−F1)> · r = 0,

i при цьому розв’язок має вигляд

x(0) =P(E−F1) · c + (E − F1)
+r =

=

(
a2

−a1

)
c− a1a2

e
απ
β (a2

1+a2
2)(a2

1b212+a2
2b221)

(
(a2

1b12+a2
2b21)r+a1a2(b12−b21)r̂

)(a1

a2

)
,

(22)

де (E − F1)
+ — єдина матриця псевдообернена за Муром-Пенроузом [2, 3] до

матрицi (E − F1). Точка x(0) є породжуючою для розривного циклу, якщо ви-
конується умова (6). Пiдставляючи (22) у (6) одержимо, що

〈a, x(0)〉 =
a1a2

e
απ
β (a2

1b
2
12 + a2

2b
2
21)

(
(a2

1b12 + a2
2b21)r + a1a2(b12 − b21)r̂

)
.

Таким чином, якщо виконується умова (12) то система (19) сумiсна тодi i тiльки
тодi, коли {

a1a2(b21 − b12)r + (a2
1b12 + a2

2b21)r̂ = 0,

(a2
1b12 + a2

2b21)r + a1a2(b12 − b21)r̂ = 0.
(23)

З (21) випливає, що b12, b21 6= 0, а отже, розглядаючи (23) як лiнiйну однорi-
дну алгебраїчну систему вiдносно r i r̂, бачимо, що вона не має нетривiальних
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розв’язкiв. Таким чином, у разi виконання умови (21) лiнiйна неоднорiдна си-
стема (1) не має розривних T1-перiодичних циклiв.

3. Розглянемо випадок, коли виконується умова (13), але не виконується
умова (12):

e
απ
β

(
1 + b11 − a1

a2

b12

)
6= −1, e

απ
β

(
1 + b11 +

a2

a1

b21

)
= −1, (24)

тобто det(E − F ) = 0, але розв’язки системи (E − F )x(0) = 0 не ортогональнi
вектору a, а отже лiнiйна однорiдна iмпульсна система (2) не має розривних
циклiв перiоду T1.

Пiдставляючи значення b11 з (13), одержимо, що

F =F2 =

(
1 + e

απ
β a2

a1
b21 −e

απ
β b12

−e
απ
β b21 1 + e

απ
β a1

a2
b12

)
, E − F2 =

(−e
απ
β a2

a1
b21 e

απ
β b12

e
απ
β b21 −e

απ
β a1

a2
b12

)
,

а ортопроекторами є вiдповiдно

P(E−F2) =

(
a1b12

a2b21

)
, P(E−F2)> =

(
a1

a2

)
.

Умовою сумiсностi системи

(E − F2)x
(0) = r (25)

є умова
P(E−F2)> · r = 0,

Безпосередня перевiрка показує, що вона виконується якщо r = 0, тобто коли
f = 0. У цьому випадку

r = −
(

a2

−a1

)
e

απ
β kg,

i розв’язки системи (25) утворюють однопараметричну сiм’ю:

x(0) = P(E−F2) · c + (E − F2)
+r. (26)

Для того, щоб x(0) вигляду (26) була породжуючою точкою розривного циклу
потрiбно щоб виконувалася умова (6), тобто

〈a, P(E−F2)〉c + 〈a, (E − F2)
+r〉 = 0.

Оскiльки з (24) випливає, що a2
1b12 + a2

2b21 6= 0, то остання рiвнiсть завжди має
єдиний розв’язок

c =
a2

1a
2
2(b12 − b21)kg

(a2
1b12 + a2

2b21)(a2
1b

2
12 + a2

2b
2
21)

.

Пiдставляючи його в (26) знайдемо породжуючу точку єдиного розривного T1-
перiодичного розривного циклу:

x(0) =
a1a2kg

a2
1b

2
12 + a2

2b
2
21

(
a1a2(b12 − b21)

a2
1b12 + a2

2b21

(
a1b12

a2b21

)
+

(
a2b21

−a1b12

))
. (27)
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4. Розглянемо випадок, коли виконуються одночасно i умова (12), i умова
(13). З цього випливає, що a2

1b12 + a2
2b21 = 0 i

F =F3 =


1− e

απ
β a1

a2
b12 −e

απ
β b12

e
απ
β

(
a1

a2

)2
b12 1 + e

απ
β a1

a2
b12


, E−F3 =


 e

απ
β a1

a2
b12 e

απ
β b12

−e
απ
β

(
a1

a2

)2
b12 −e

απ
β a1

a2
b12


.

Якщо при цьому b12 = b21 = 0, то (E − F3) є нуль-матрицею i (25) не має
розв’язкiв при r 6= 0.

Якщо b12, b21 6= 0, то

P(E−F3) =

(
a2

−a1

)
, P(E−F3)> =

(
a1

a2

)
.

Пiдставляючи F = F3 в систему (19) одержуємо, що система (19) несумiсна
при довiльних r 6= 0. Таким чином, при одночасному виконаннi умов (12) i (13)
неоднорiдна автономна iмпульсна система (1) не має T1-перiодичних розривних
циклiв.

Узагальнюючи наведенi вище мiркування, можемо сформулювати наступне
твердження.

Теорема 2. 1) Якщо det(E − F ) 6= 0 i f = 0, тодi ∀g, 〈a, g〉 = 0 лiнiйна
неоднорiдна система (1), (18) має єдиний розривний T1-перiодичний цикл,
породжуючою точкою якого є (20).

2) Якщо виконується умова (24), тодi ∀f, g, 〈a, f〉 = 〈a, g〉 = 0 лiнiйна не-
однорiдна система (1), (18) має єдиний розривний T1-перiодичний цикл,
породжуючою точкою якого є точка x(0) вигляду (27).

3) У всiх iнших випадках неоднорiдна автономна iмпульсна система (1) не
має T1-перiодичних розривних циклiв нi при яких f , g, 〈a, f〉 = 〈a, g〉 = 0.

Розглянемо тепер перiодичнi рухи з найменшим перiодом T2 системи (1),
(18), якi зображено на мал. 2. При цьому маємо:

x(0) = eA(T2−T1)x(3) +
T2∫
T1

eA(T2−s)ds · f = −e
απ
β x(3) −

(
e

απ
β + 1

)
A−1f =

= −e
απ
β

(
(E + B)x(2) + c

)−
(
e

απ
β + 1

)
A−1f =

= Fx(2) −
(
e

απ
β c +

(
e

απ
β + 1

)
A−1f

)
=

= F
(
Fx(0) −

(
e

απ
β c +

(
e

απ
β + 1

)
A−1f

))
−

(
e

απ
β c +

(
e

απ
β + 1

)
A−1f

)
=

= F 2x(0) − (E + F )
(
e

απ
β c +

(
e

απ
β + 1

)
A−1f

)
= x(0).

Отже, x(0) задовольняє рiвняння

(E − F 2)x(0) = (E + F )r. (28)

Наук. вiсник Ужгород ун-ту, 2010, вип. 20



56 I. I. КОРОЛЬ

Точка x(0) є породжуючою точкою T2-перiодичного розривного циклу тодi i тiль-
ки тодi, коли виконується система рiвнянь




〈a, x(0)〉 = 0,

(E + F )
(
(E − F )x(0) − r

)
= 0.

(29)

Якщо det(E + F ) 6= 0, тобто вiдповiдна однорiдна система (2) не має T2-
перiодичних розривних циклiв, то з (28) одержуємо рiвняння (19), тобто спра-
ведливе наступне твердження.

Лема 1. Якщо det(E + F ) 6= 0, то система (1), (18) не має T2-перiодичних
розривних циклiв, вiдмiнних вiд T1-перiодичних.

Таким чином, для того, щоб система (2) мала T2-перiодичнi розривнi цикли,
якi вiдмiннi вiд T1-перiодичних, необхiдно, щоб матриця (E +F ) була виродже-
ною. Розглянемо спочатку випадки, коли

{
det(E + F ) = 0,

det(E − F ) 6= 0.
(30)

При цьому друге рiвняння системи (29) має розв’язки тодi i тiльки тодi, коли

(E − F )x(0) − r = P(E+F ) · c,
де c — довiльна стала. Отже, якщо (30) виконується, то (29) еквiвалентна умовi

〈a, (E − F )−1
(
P(E+F ) · c + r

)
〉 = 0. (31)

Якщо цю рiвнiсть можна розв’язати вiдносно сталої c, то система (1) має T2-
перiодичнi розривнi цикли, породжуючими точками яких є

x(0) = (E − F )−1
(
P(E+F ) · c + r

)
. (32)

Система (30) має мiсце коли хоча б одне власне значення матрицi F рiв-
не одиницi, i, одночасно, iнше вiдмiнне вiд −1. Розглянемо три можливi такi
випадки.

1. Нехай коефiцiєнти системи (1) задовольняють умову




e
απ
β

(
1 + b11 + a2

a1
b21

)
= 1,

e
απ
β

(
1 + b11 − a1

a2
b12

)
6= ±1.

(33)

У цьому випадку

F =F4 =

(
e

απ
β a2

a1
b21 − 1 −e

απ
β b12

−e
απ
β b21 e

απ
β a1

a2
b12 − 1

)
, P(E+F4) =

(
a1b12

a2b21

)
,

(E−F4)
−1 =

a1a2

4a1a2 − 2e
απ
β (a2

1b12 + a2
2b21)

(
2− e

απ
β a1

a2
b12 −e

απ
β b12

−e
απ
β b21 2− e

απ
β a2

a1
b21

)
.
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Пiдставляючи в (31) одержуємо рiвняння

(a2
1b12 + a2

2b21)c = (a2
1 + a2

2)r.

З (33) випливає, що (a2
1b12 + a2

2b21) 6= 0, а отже остання рiвнiсть має єдиний
розв’язок, пiдставляючи який в (32) одержуємо породжуючу точку єдиного T2-
перiодичного розривного циклу системи (1):

x(0) = (E − F4)
−1

(((
a1b12

a2b21

)
a2

1 + a2
2

a)12b12 + a2
2b21

−
(

a1

a2

))
r −

(
a2

a1

)
r̂

)
. (34)

2. Нехай виконуються спiввiдношення




e
απ
β

(
1 + b11 − a1

a2
b12

)
= 1,

e
απ
β

(
1 + b11 + a2

a1
b21

)
6= ±1.

(35)

При цьому

F =F5 =

(−e
απ
β a1

a2
b12 − 1 −e

απ
β b12

−e
απ
β b21 −e

απ
β a2

a1
b21 − 1

)
, P(E+F5) =

(
a2

−a1

)
,

(E−F5)
−1 =

a1a2

4a1a2 + 2e
απ
β (a2

1b12 + a2
2b21)

(
2 + e

απ
β a2

a1
b21 −e

απ
β b12

−e
απ
β b21 2 + e

απ
β a1

a2
b12

)
.

При пiдстановцi в (31) одержуємо, що

a1a2(a
2
1 + a2

2)

2a1a2 + e
απ
β (a2

2b21 + a2
1b12)

r = 0.

Очевидно, що у цьому випадку рiвнiсть (31) сумiсна тiльки при f = 0 i при
цьому має безлiч розв’язкiв, а, вiдповiдно, система (1) має однопараметричну
сiм’ю T2-перiодичних розривних циклiв (мал.4).

3. Розглянемо випадок, коли




e
απ
β

(
1 + b11 − a1

a2
b12

)
= 1,

e
απ
β

(
1 + b11 + a2

a1
b21

)
= 1.

(36)

З (36) маємо, що a2
1b12 + a2

2b21 = 0 i

F =F6 =



−e

απ
β a1

a2
b12 − 1 −e

απ
β b12

e
απ
β

a2
1

a2
2
b12 e

απ
β a1

a2
b12 − 1


, P(E+F6) =

(
a2

−a1

)
,

(E − F6)
−1 =

(
1
2
− a1

4a2
e

απ
β b12 −1

4
e

απ
β b12

a2
1

4a2
2
e

απ
β b12

1
2

+ a1

4a2
e

απ
β b12

)
.
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Рис. 3. Траєкторiя розв’язку з найменшим перiодом T2.

Обчислення показують, що якщо b12, b21 6= 0, то

〈a, x(0)〉 = −a2
1 + a2

2

2
r,

тобто, як i в попередньому випадку, система (1) має T2-перiодичнi розривнi
цикли тiльки при f = 0 i при цьому всi точки прямої x2 = −a1

a2
x1 є їх породжу-

ючими точками.
Якщо виконуються умови (36) i b12 = b21 = 0, тодi (E +F6) є нуль-матрицею,

(E − F6) = 2E, i при пiдстановцi в (31) одержуємо, що

1

2
(a1c1 + a2c2)− a2

1 + a2
2

2
r = 0,

де c1, c2 — довiльнi сталi. Зрозумiло, що при довiльних значеннях f i g, 〈a, f〉 =
〈a, g〉 = 0 рiвнiсть (31) має безлiч розв’язкiв.

Нехай тепер i матриця (E + F ), i матриця (E − F ) є виродженими. Це мо-
жливо тодi, коли одне власне значення матрицi F рiвне 1, а iнше — рiвне −1.
Розглянемо обидва такi можливi випадки.

4. Нехай виконуються умови




e
απ
β

(
1 + b11 + a2

a1
b21

)
= 1,

e
απ
β

(
1 + b11 − a1

a2
b12

)
= −1.

(37)

Тодi (E − F 2) = 0 i з (28) випливає, що
(
2a1a2 − (a2

1 + a2
2)e

απ
β b12

)
r + 2a2

2r̂ = 0 (38)
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Якщо (38) виконується, то (28) виконується при довiльному x(0), а в проти-
лежному випадку (28) не сумiсна.

5. Розглянемо останнiй можливий випадок — якщо мають мiсце спiввiдно-
шення 




e
απ
β

(
1 + b11 − a1

a2
b12

)
= −1,

e
απ
β

(
1 + b11 + a2

a1
b21

)
= 1.

(39)

Перевiрка показує, що (E − F 2) = 0, а права частина рiвностi (28) рiвна
нулю тiльки якщо r = 0.

Пiдсумовуючи наведенi вище мiркування одержуємо наступне твердження.

Теорема 3. 1) Якщо виконуються умови (33), тодi при довiльних f , g,
〈a, f〉 = 〈a, g〉 = 0 система (1), (18) має єдиний T2-перiодичний розривний
цикл, а його породжуючою точкою є x(0) вигляду (34).

2) Всi точки прямої x2 = −a1

a2
x1 є породжуючими точками T2-перiодичних

розривних циклiв системи (1), (18), якщо виконається одна з наступних
умов:

2.1) Якщо справджуються спiввiдношення (35) i f = 0;

2.2) Якщо мають мiсце спiввiдношення (36), i f = 0;

2.3) Якщо коефiцiєнти системи (1) задовольняють спiввiдношення (37)
i

(
2a1a2−(a2

1+a2
2)e

απ
β b12

)(
e

απ
β + 1

)
βkf

α2 + β2
+2a2

2

(
e

απ
β kg +

(
e

απ
β + 1

)
αkf

α2 + β2

)
= 0;

2.4) Якщо виконуються спiввiдношення (39), b12 6= 0, b21 6= 0 i f = 0;

2.5) Якщо виконуються спiввiдношення (39) i b12 = b21 = 0;

3) У всiх iнших випадках система (1) не має T2-перiодичних розривних ци-
клiв нi при яких f , g, 〈a, f〉 = 〈a, g〉 = 0.
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