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ПРО КРАЙОВУ ЗАДАЧУ ДЛЯ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНО -
ФУНКЦIОНАЛЬНИХ РIВНЯНЬ ГIПЕРБОЛIЧНОГО ТИПУ

A boundary-value problem for nonlinear functional differential equations explores using the built
modification of two-sides method.

За допомогою побудованої модифiкацiї двостороннього методу дослiджується крайова задача
для нелiнiйних диференцiально - функцiональних рiвнянь.

У роботах [1, 2] дослiджуються крайовi задачi для квазiлiнiйних рiвнянь
другого порядку гiперболiчного типу, коли область вiдшукання розв’язку роз-
глядуваної задачi обмежена ”вiльними” кривими та характеристиками заданого
диференцiального рiвняння [3].

Дана робота узагальнює i поширює одержанi результати в [1, 2] на випадок
нелiнiйних диференцiально - функцiональних рiвнянь гiперболiчного типу.

Постановка задачi та основнi позначення.
Розглянемо диференцiально - функцiональне рiвняння вигляду

D(1.1)u(x, y) = f(x, y, u(x, y), D(1.0)u(x, y), D(0.1)u(x, y), u(τ1(x, y), y),

u(x, τ2(x, y))) := f [u(x, y)], f : B → R, B ⊂ R7,
(1)

де (x, y) ∈ D = D1 ∪ D2, D1 = {(x, y) |x ∈ (x0, x1], y ∈ (g(x), y2]}, D2 = {(x, y)|
x ∈ (x1, x2], y ∈ (y1, y2]}, x0 < x1 < x2, y0 < y1 < y2, y = g(x) — ”вiльна”
крива, g′(x) > 0, x ∈ [x0, x1], g′(x1) = 0, yi = g(xi), i = 0, 1, ΠpxOyB = D,
τ1(x, y) = x − τ(x, y), τ2(x, y) = y − θ(x, y), а τ(x, y) ≥ 0, θ(x, y) ≥ 0 — вiдомi
функцiї з простору C(D), якi визначають початковi множини

Eτ =
{
(x, y) |x− τ(x, y) ≤ x ≤ x0, (x, y) ∈ D

}
,

E1,θ =
{
(x, y) | y − θ(x, y) ≤ y ≤ g(x), (x, y) ∈ D1

}
,

E2,θ =
{
(x, y) | y − θ(x, y) ≤ y ≤ y1, (x, y) ∈ D2

}
.

Нехай
u(x, y) |Eτ

= Ψ(x, y), u(x, y) |E1,θ
= Φ1(x, y), (2)

u(x, y) |E2,θ
= Φ2(x, y), (3)

де Ψ(x, y) ∈ C1(Eτ ), Φs(x, y) ∈ C1(Es,θ), s = 1, 2 — заданi функцiї, причому
виконуються умови

Ψ(x0, y0) = Φ1(x0, y0), (4)

Φ1(x1, y) = Φ2(x1, y), (x1, y) ∈ E1,θ ∩ E2,θ (5)
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Позначимо

Ψ(x1, y) = ψ(y), Φ1(x, g(x)) = ϕ(x), x ∈ [x0, x1], y ∈ [y0, y2],

Φ2(x, y1) = ω(x), x ∈ [x1, x2].

Тодi iз (5) випливає, що

ϕ(x0) = ψ(y0), ω(x1) = ϕ(x1). (6)

Постановка задачi: в просторi функцiй C∗(D) := C(1.1)(D) ∩ C(D) знайти
розв’язок диференцiально–функцiонального рiвняння (1), який задовольняє умо-
ви (2) — (6).

Розв’язок задачi (1) — (6) u(x, y) = us(x, y), (x, y) ∈ Ds, s = 1, 2, де u1(x, y) —
розв’язок задачi Дарбу (1), (2), (4) — (6) при (x, y) ∈ D1, а u2(x, y) — розв’язок
задачi Гурса (1), (3), (5) i u2(x1, y) = u1(x1, y), (x, y) ∈ D2.

Надалi будемо вважати, що f [u(x, y)] ∈ C(B) i має кусково–неперервну ча-
стинну похiдну першого порядку по D(1.0)u(x, y) в областi B(
f [u(x, y)] ∈ CD(1.0)u(x,y)(B)

)
, а

ϕ′(x1) = ω(x1). (7)

Тодi задачу (1) — (7) можна подати в еквiвалентнiй iнтегральнiй формi

u1(x, y) =

{
Ψ(x, y), (x, y) ∈ Eτ ; Φ1(x, y), (x, y) ∈ E1,θ,
ψ(y)− ψ(g(x)) + ϕ(x) + T1f [u1(ξ, η)], (x, y) ∈ D1,

T1f [u1(ξ, η)] :=
∫ x

x0

∫ y

g(x)
f [u1(ξ, η)]dηdξ, (x, y) ∈ D1,

u2(x, y) =

{
Φ2(x, y), (x, y) ∈ E2,θ; Ψ(x, y), (x, y) ∈ Eτ , y ∈ [y1, y2],
ω(x)− ϕ(x1) + u1(x1, y) + T2f [u2(ξ, η)], (x, y) ∈ D2,

T2f [u2(ξ, η)] :=
∫ x

x1

∫ y

y1
f [u2(ξ, η)]dηdξ, (x, y) ∈ D2.

(8)

Згiдно постановки задачi (1) — (7) u1(x1, y) = u2(x1, y) i D(0.1)u1(x1, y) =
D(0.1)u2(x1, y) при y ∈ [y1, y2], а оскiльки (x1 − τ(x1, y), y) ∈ D1, тобто
u2(τ1(x1, y), y) = u1(τ1(x1, y), y), то, враховуючи (7), на пiдставi теореми Лагран-
жа в областi B маємо

D(1.0) [u1(x, y)− u2(x, y)] |x=x1
=

∫ y

y1

∂f̃ [u(x1,η)]

∂D(1.0)u(x1,η)
D(1.0) [u1(x, η)− u2(x, η)]x=x1

dη,

звiдки D(1.0)u1(x1, y) ≡ D(1.0)u2(x1, y), y ∈ [y1, y2].
Отже, справедлива наступна

Лема 1. Якщо f [u(x, y)] ∈ CD(1.0)u(x,y)(B) i розв’язок задачi (1) — (7) iснує,
то вiн належить простору C∗(D).

Зауважимо, якщо ввести нову невiдому функцiю

U(x, y) =





u(x, y)− Φ(x, y), (x, y) ∈ Eθ,
u(x, y)−Ψ(x, y), (x, y) ∈ Eτ ,
u(x, y), (x, y) ∈ D,
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Φ(x, y) = Φs(x, y), (x, y) ∈ Es,θ, s = 1, 2, Eθ = E1,θ ∪ E2,θ, то задача (1) — (7)
зводиться до аналогiчної задачi з однорiдними крайовими умовами. Тому, не
зменшуючи загальностi майбутнiх мiркувань, будемо вважати, що

Ψ(x, y) |Eτ
= Φ(x, y) |Eθ

= 0.

Нехай права частина рiвняння (1) не залежить вiд D(1.0)u(x, y) i f [u(x, y)] ∈
C1(B), де
C1(B) — простiр функцiй, якi задовольняють наступнi умови:

1) f [u(x, y)] ∈ C(B),

2) в просторi вектор–функцiй C(B1), B1 ⊂ R10, ΠpxOyB1 = D, iснує така
вектор–функцiя H[u(x, y), v(x, y)] := H(x, y, u(x, y), D(0.1)u(x, y),
u(τ1(x, y), y), u(x, τ2(x, y)); v(x, y), D(0.1)v(x, y), v(τ1(x, y), y), v(x, τ2(x, y))),
що H[u(x, y); u(x, y)] ≡ f [u(x, y)] i для довiльних з простору C∗(D) двох
пар функцiй us(x, y), vs(x, y) ∈ B1, s = 1, 2, якi задовольняють умови
D(0.i)us(x, y) ≤ D(0.i)vs(x, y), i = 0, 1, s = 1, 2, (x, y) ∈ D, в областi B1

виконується нерiвнiсть [4]

H[u1(x, y); v2(x, y)] ≤ H[v1(x, y); u2(x, y)], (x, y) ∈ D, (9)

3) функцiя H[u(x, y); v(x, y)] в областi B1 задовольняє умову Лiпшiца, тоб-
то, для всяких us(x, y), vs(x, y) ∈ C∗(D), якi належать B1, виконується
нерiвнiсть

|H[u1(x, y); v1(x, y)]−H[u2(x, y); v2(x, y)]| ≤ L(|u1(x, y)− u2(x, y)|+

+ |v1(x, y)− v2(x, y)|+
∣∣D(0.1)(u1(x, y)− u2(x, y))

∣∣ +

+
∣∣D(0.1)(v1(x, y)− v2(x, y))

∣∣ + |u1(τ1(x, y), y)− u2(τ1(x, y), y)|+

+ |v1(τ1(x, y), y)− v2(τ1(x, y), y)|+ |u1(x, τ2(x, y))− u2(x, τ2(x, y))|+

+ |v1(x, τ2(x, y))− v2(x, τ2(x, y))|),

де L — стала Лiпшiца.

Очевидно, якщо f [u(x, y)] ∈ C(B) i має обмеженi частиннi похiднi першо-
го порядку по всiм своїм аргументам, розпочинаючи з третього, то завжди
f [u(x, y)] ∈ C1(B).

Встановимо достатнi умови iснування та єдиностi розв’язку задачi (1) — (7)
в просторi функцiй C∗(D).

Нехай zp,s(x, y), vp,s(x, y) ∈ C∗(D) належать областi B1, p ∈ N.
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Введемо позначення:

F p
s (x, y) := H[zp,s(x, y); vp,s(x, y)], Fp,s(x, y) := H[vp,s(x, y); zp,s(x, y)],

αp,s(x, y) := zp,s(x, y)− zp,s−1(x1, y)− TsF
p
s (ξ, η),

βp,s(x, y) := vp,s(x, y)− vp,s−1(x1, y)− TsFp,s(ξ, η),

wp,s(x, y) := zp,s(x, y)− vp,s(x, y), (x, y) ∈ Ds, s = 1, 2,

zp,0(x1, y) = vp,0(x1, y) = 0, для всяких p ∈ N, y ∈ [y0, y2].

(10)

Монотонний двостороннiй метод наближеного iнтегрування
задачi (1) — (7)

Побудуємо послiдовностi функцiй {zp,s(x, y)} та {vp,s(x, y)} згiдно формул

zp+1,s(x, y) =

{
0, (x, y) ∈ Es,θ ∪ Eτ ,
zp+1,s−1(x1, y) + TsF

p
s (ξ, η), (x, y) ∈ Ds, s = 1, 2,

vp+1,s(x, y) =

{
0, (x, y) ∈ Es,θ ∪ Eτ ,
vp+1,s−1(x1, y) + TsFp,s(ξ, η), (x, y) ∈ Ds, s = 1, 2,

(11)

де за нульове наближення z0,s(x, y), v0,s(x, y) ∈ B1 вибираємо довiльнi функцiї
з простору C∗(Ds), s = 1, 2, якi задовольняють умови (2), (3) i

D(0.i)w0,s(x, y) ≥ 0, D(0.i)α0,s(x, y) ≥ 0, D(0.i)β0,s(x, y) ≤ 0,
(x, y) ∈ Ds, s = 1, 2, i = 0, 1.

(12)

Надалi такi функцiї називатимемо функцiями порiвняння задачi (1) — (7).
Очевидно zp,s(x, y) = vp,s(x, y) = 0 при (x, y) ∈ Eτ ∪ Eθ для всiх p ∈ N, а

якщо z0,1(x, y) = M(x−x0)(y− g(x)), v0,1(x, y) = m(x−x0)(y− g(x)), z0,2(x, y) =
z0,1(x1, y)+M(x−x1)(y−y1), v0,2(x, y) = v0,1(x1, y)+m(x−x1)(y−y1), (x, y) ∈ Ds,
s = 1, 2, M = sup

B1

H[u(x, y); v(x, y)], m = inf
B1

H[u(x, y); v(x, y)], належать областi

B1, то їх можна взяти за функцiї порiвняння [5].
Iз (10), (11) маємо:

zp,s(x, y)− zp+1,s(x, y) = αp,s(x, y) + zp,s−1(x1, y)− zp+1,s−1(x1, y),

vp,s(x, y)− vp+1,s(x, y) = βp,s(x, y) + vp,s−1(x1, y)− vp+1,s−1(x1, y),
(13)

wp+1,s(x, y) = wp+1,s−1(x1, y) + Ts(F
p
s (ξ, η)− Fp,s(ξ, η)),

(x, y) ∈ Ds, s = 1, 2.
(14)

αp+1,s(x, y) = Ts(F
p
s (ξ, η)− F p+1

s (ξ, η)),

βp+1,s(x, y) = Ts(Fp,s(ξ, η)− Fp+1,s(ξ, η)),

(x, y) ∈ Ds, s = 1, 2.

(15)
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Враховуючи умови (9), (12) iз (13) — (15) методом математичної iндукцiї
переконуємось у справедливостi нерiвностей

D(0.i)vp,s(x, y) ≤ D(0.i)vp+1,s(x, y) ≤ D(0.i)zp+1,s(x, y) ≤ D(0.i)zp,s(x, y)

αp,s(x, y) ≥ 0, βp,s(x, y) ≤ 0, (x, y) ∈ Ds, s = 1, 2, i = 0, 1,
(16)

для всяких p ∈ N, тобто, якщо iснують в областi B1 функцiї порiвняння за-
дачi (1) — (7), тодi i функцiї zp,s(x, y), vp,s(x, y), побудованi згiдно (11), також
належать B1.

Покажемо, що побудованi згiдно закону (11), (12) послiдовностi функцiй{
D(0.i)zp,s(x, y)

}
,

{
D(0.i)vp,s(x, y)

}
збiгаються в областi Ds, s = 1, 2 рiвномiрно

при p →∞ до однiєї i тiєї ж границi. В силу нерiвностей (16), для цього доста-
тньо показати, що lim

p→∞
D(0.i)wp,s(x, y) = 0, s = 1, 2, i = 0, 1.

Нехай

q = sup

{
1, max

D
(x− x0 + y − y0)

}
,

d0 = sup
s,i

{
max
Ds

∣∣D(0.i)w0,s(x, y)
∣∣ , max

Ds

|w0,s(τ1(x, y), y)| , max
Ds

|w0,s(x, τ2(x, y))|
}

.

Тодi iз (14) методом математичної iндукцiї легко переконатись у справедли-
востi оцiнок

sup
s,i

max
Ds

∣∣D(0.i)wp,s(x, y)
∣∣ ≤ [8Lq(x− x0 + y − y0)]

p

p!
d0 (17)

а отже, lim
p→∞

D(0.i)zp,s(x, y) = lim
p→∞

D(0.i)vp,s(x, y) = D(0.i)us(x, y), (x, y) ∈ Ds, s =

1, 2, i = 0, 1.
Перейшовши у формулах (11) до границi, коли p →∞, переконуємось, що

граничнi функцiї us(x, y) є розв’язками вiдповiдних iнтегральних рiвнянь (8)
при (x, y) ∈ Ds, s = 1, 2. Методом вiд супротивного легко переконатись, що
якщо задачi (1) — (7) в просторi функцiй C∗(D) має розв’язок при f [u(x, y)] ∈
C1(B), то цей розв’язок єдиний [6].

Теорема 1. Нехай права частина рiвняння (1) f [u(x, y)] ∈ C1(B) i в областi
B1 iснують функцiї порiвняння задачi (1) — (7).

Тодi послiдовностi функцiй
{
D(0.i)zp,s(x, y)

}
,
{
D(0.i)vp,s(x, y)

}
, i = 0, 1, побу-

дованi згiдно формул (11):
а) збiгаються рiвномiрно до єдиного в просторi C∗(D) розв’язку задачi (1)

— (7),
б) мають мiсце оцiнки (17) при (x, y) ∈ Ds, s = 1, 2,
в) в областi B1 виконуються нерiвностi:

D(0.i)vp,s(x, y) ≤ D(0.i)vp+1,s(x, y) ≤ D(0.i)us(x, y) ≤

≤ D(0.i)zp+1,s(x, y) ≤ D(0.i)zp,s(x, y), i = 0, 1, s = 1, 2, (x, y) ∈ Ds,
(18)

для всякого p ∈ N, де us(x, y) — єдиний розв’язок вiдповiдного iнтегрального
рiвняння (8).
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Доведення. Доведемо справедливiсть нерiвностей (18). З цiєю метою при-
пустимо, що в деякiй точцi (x, y) ∈ Ds для деякого номера p, наприклад,
us(x, y) > zp,s(x, y). Тодi в силу (16) для всякого k ∈ N в розглядуванiй точцi
(x, y) ∈ Ds

up,s(x, y) > zp,s(x, y) ≥ zp+k,s(x, y),

а отже в данiй точцi послiдовнiсть функцiй {zp+k,s(x, y)} при k →∞ не збiгає-
ться до розв’язку us(x, y), що протирiчить доведеному. Аналогiчно доводяться
всi iншi нерiвностi (18).

Наслiдок 1. Нехай f [u(x, y)] ∈ C1(B), причому f [u(x, y)] ≡ H[u(x, y); 0], а
f(x, y, 0, ..., 0) ≤ (≥)0, (x, y) ∈ D.

Тодi в областi B розв’язок задачi (1) — (7) з однорiдними крайовими умо-
вами задовольняє нерiвностi

D(0.i)u(x, y) ≤ (≥)0, i = 0, 1, (x, y) ∈ D.

Розглянемо поряд iз рiвнянням (1) рiвняння вигляду

D(1.1)z(x, y) = f1(x, y, z(x, y),

D(0.1)z(x, y), z(τ1(x, y), y), z(x, τ2(x, y)) ≡ f1[z(x, y)], f1 : B → R.
(19)

Надалi будемо вважати, що правi частини рiвнянь (1), (19) задовольняють
наступнi умови:

1) f [u(x, y)] ∈ C1(B),

2) функцiя f1[z(x, y)] ∈ C(B) i в областi B має невiд’ємнi обмеженi частин-
нi похiднi першого порядку по всiм своїм аргументам, розпочинаючи з
третього,

3) для всякої з простору C∗(D) функцiї v(x, y) ∈ B

f1[v(x, y)] ≥ (≤)f [v(x, y)]. (20)

Теорема 2. Нехай правi частини рiвняння (1), (19) f [u(x, y)] та f1[z(x, y)]
задовольняють умови 1)-3) i в областi B iснують функцiї порiвняння задач
(1) — (7); (19), (2) — (7).

Тодi для розв’язкiв цих задач в областi D виконуються нерiвностi

D(0.i)u(x, y) ≥ (≤)D(0.i)z(x, y), i = 0, 1. (21)

Доведення. Згiдно теореми 1 розв’язки задач (1) — (7) та (19), (2) — (7)
в просторi функцiй C∗(D) iснують i вони єдинi, а отже, позначивши W (x, y) =
z(x, y) − u(x, y) i використавши теорему Лагранжа про скiнченi прирости, ма-
тимемо

D(1.1)W (x, y) = b1(x, y)W (x, y) + b2(x, y)D(0.1)W (x, y) + b3(x, y)W (τ1(x, y), y)+

+b4(x, y)W (x, τ2(x, y)) + f1[u(x, y)]− f [u(x, y)],
(22)
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де bk(x, y), k = 1, 4 — частиннi похiднi першого порядку вiд функцiї f1[z(x, y)]
вiдповiдно по z(x, y), D(0.1)z(x, y), z(τ1(x, y), y), z(x, τ2(x, y)) при деяких їх фi-
ксованих значеннях, що належать B, (x, y) ∈ D.

Поскiльки bk(x, y) ≥ 0, k = 1, 4, а функцiя W (x, y) задовольняє однорiднi
умови (2) — (6), то приймаючи до уваги нерiвностi (20), на пiдставi наслiд-
ку 1, розв’язок рiвняння (22), який задовольняє однорiднi умови (2) — (6), та
його похiдна D(0.1)W (x, y) будуть невiд’ємнi (недодатнi) при (x, y) ∈ D, тобто
справедливi нерiвностi (21).

Альтернуючий двостороннiй метод
Позначимо через

α∗p,s(x, y) := zp,s(x, y)− zp+1,s−1(x1, y)− TsFp,s(ξ, η),

β∗p,s(x, y) := vp,s(x, y)− vp+1,s−1(x1, y)− TsF
p
s (ξ, η),

(x, y) ∈ Ds, s = 1, 2, p = 0, 1, 2, ..., zp,0(x1, y) = vp,0(x1, y) = 0, для всiх p,

(23)

i побудуємо послiдовностi функцiй {zp,s(x, y)} та {vp,s(x, y)} згiдно формул [3]

zp+1,s(x, y) = zp+1,s−1(x1, y) + TsFp,s(ξ, η),

vp+1,s(x, y) = vp+1,s−1(x1, y) + TsF
p
s (ξ, η),

(x, y) ∈ Ds, s = 1, 2,

zp,s(x, y) = vp,s(x, y) = 0 при (x, y) ∈ Eτ ∪ Eθ, p = 0, 1, 2, ...,

(24)

де за нульове наближення вибираємо довiльнi з простору C∗(Ds) функцiї z0,s(x, y)
та v0,s(x, y) ∈ B1, s = 1, 2, якi задовольняють умови

D(0.i)W0,s(x, y) ≥ 0, D(0.i)α∗0,s(x, y) ≥ 0, D(0,i)β∗0,s(x, y) ≤ 0,

(x, y) ∈ Ds, s = 1, 2.
(25)

Лема 2. Якщо f [u(x, y)] ∈ C1(B), то множина функцiй нульового набли-
ження z0,s(x, y) та v0,s(x, y) ∈ C∗(Ds), якi задовольняють умови (25), не поро-
жня.

Доведення. Нехай ω(x, y) ∈ C∗(D) — довiльна в областi B функцiя, а

zs(x, y) = zs−1(x1, y) + Tsf [ω(ξ, η)], (x, y) ∈ Ds, s = 1, 2, z0(x1, y) ≡ 0.

Очевидно, z1(x1, y) = z2(x1, y). Вважаючи, що визначенi таким чином функцiї
zs(x, y) ∈ B,
s = 1, 2, позначимо

ρs(x, y) := zs(x, y)− zs−1(x1, y)− Tsf [zs(ξ, η)],

D(0.1)ρs(x, y) := δs(x, y), (x, y) ∈ Ds, s = 1, 2.

Iз попереднiх рiвностей випливає, що ρ1(x0, y) = ρ1(x, g(x)) = 0, ρ2(x1, y) =
ρ2(x, y1) = 0.
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Покажемо, що функцiї

z0,1(x, y) = z1(x, y) +
∫ y

g(x)
|δ1(x, η)| dη,

v0,1(x, y) = z1(x, y)− ∫ y

g(x)
|δ1(x, η)| dη, (x, y) ∈ D1,

z0,2(x, y) = z2(x, y) +
∫ y

y1
|δ2(x, η)| dη +

∫ y

y1
|δ1(x1, η)| dη,

v0,2(x, y) = z2(x, y)− ∫ y

y1
|δ2(x, η)| dη − ∫ y

y1
|δ1(x1, η)| dη, (x, y) ∈ D2

(26)

при умовi z0,s(x, y), v0,s(x, y) ∈ B1, s = 1, 2, є функцiями нульового наближення,
якi задовольняють умови (25). Дiйсно, приймаючи до уваги умову (9), маємо

D(0.i)W0,s(x, y) = D(0.i)W0,s−1(x1, y) + 2D(0.i)
∫ y

y∗ |δs(x, η)| dη ≥ 0,

α∗0,s(x, y) = α∗0,s−1(x1, y) +
∫ y

y∗ (|δs(x, η)|+ δs(x, η)) dη+

+Ts (f [zs(ξ, η)]− F0,s(ξ, η)) ≥ 0,

β∗0,s(x, y) = β∗0,s−1(x1, y) +
∫ y

y∗ (δs(x, η)− |δs(x, η)|) dη+

+Ts (f [zs(ξ, η)]− F 0
s (ξ, η)) ≤ 0,

D(0.i)α∗0,s(x, y) ≥ 0, D(0,i)β∗0,s(x, y) ≤ 0, (x, y) ∈ Ds, s = 1, 2.

де

α∗0,0(x1, y) = β∗0,0(x1, y) ≡ 0, y∗ =

{
g(x), s = 1,
y1, s = 2.

Отже, якщо z0,s(x, y) = v0,s(x, y), s = 1, 2, визначенi згiдно формул (26), нале-
жать областi B1, то вони є функцiями нульового наближення.

Iз (23), (24) випливає справедливiсть рiвностей

zp,s(x, y)− zp+1,s(x, y) = α∗p,s(x, y), vp,s(x, y)− vp+1,s(x, y) = β∗p,s(x, y), (27)

Wp+1,s(x, y) = Wp+1,s−1(x1, y) + Ts(Fp,s(ξ, η)− F p
s (ξ, η)), (28)

α∗p,s(x, y) + α∗p+1,s(x, y) = zp,s−1(x, y)− zp+2,s(x, y),

β∗p,s(x, y) + β∗p+1,s(x, y) = vp,s−1(x, y)− vp+2,s(x, y),
(29)

α∗p+1,s(x, y) = zp+1,s−1(x1, y)− zp+2,s−1(x1, y)+

+Ts(Fp,s(ξ, η)− Fp+1,s(ξ, η)),

β∗p+1,s(x, y) = vp+1,s−1(x1, y)− vp+2,s−1(x1, y) + Ts(F
p
s (ξ, η)− F p+1

s (ξ, η)),

(x, y) ∈ Ds, s = 1, 2, p = 0, 1, 2, ....

(30)
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Враховуючи (9), (25) iз (27) та (28) при p = 0 маємо

D(0.i)(z0,s(x, y)− z1,s(x, y)) ≥ 0, D(0.i)(v0,s(x, y)− v1,s(x, y)) ≤ 0,

D(0.i)W1,s(x, y) ≤ 0, i = 0, 1, (x, y) ∈ Ds, s = 1, 2.

Нехай при (x, y) ∈ Ds, s = 1, 2, виконуються умови

D(0.i)(z0,s(x, y)− v1,s(x, y)) ≥ 0, D(0.i)(z1,s(x, y)− v0,s(x, y)) ≥ 0, i = 0, 1. (31)

Тодi, враховуючи попереднi нерiвностi i (25), одержимо

D(0.i)v0,s(x, y) ≤ D(0.i)z1,s(x, y) ≤ D(0.i)(v1,s(x, y) ≤ D(0.i)z0,s(x, y),

i = 0, 1, (x, y) ∈ Ds, s = 1, 2,

тобто, якщо нульове наближення належить областi B1, то i D(0.i)z1,s(x, y),
D(0.i)(v1,s(x, y) ∈ B1, s = 1, 2; i = 0, 1.

Iз (30) та (27), (28), враховуючи останнi нерiвностi i умову (9), при p = 0; 1
маємо

D(0.i)α∗1,s(x, y) ≤ 0, D(0,i)β∗1,s(x, y) ≥ 0, D(0.i)W2,s(x, y) ≥ 0,

D(0.i)(z1,s(x, y)− z2,s(x, y)) ≤ 0, D(0.i)(v1,s(x, y)− v2,s(x, y)) ≥ 0,

для всiх (x, y) ∈ Ds, s = 1, 2.

Оскiльки в силу умов (9), (31) при (x, y) ∈ Ds, s = 1, 2,

α∗0,s(x, y) + α∗1,s(x, y) = z0,s(x, y)− v1,s(x, y)− v1,s−1(x1, y)−

−z2,s−1(x1, y) + Ts(F
0
s (ξ, η)− F1,s(ξ, η)) ≥ 0,

β∗0,s(x, y) + β∗1,s(x, y) = v0,s(x, y)− z1,s(x, y) + z1,s−1(x1, y)−

−v2,s−1(x1, y) + Ts(F0,s(ξ, η)− F 1
s (ξ, η)) ≤ 0,

D(0.i)(α∗0,s(x, y) + α∗1,s(x, y)) ≥ 0, D(0.i)(β∗0,s(x, y) + β∗1,s(x, y)) ≤ 0,

то iз (29) при p = 0 одержимо

D(0.i)(z0,s(x, y)− z2,s(x, y)) ≥ 0, D(0.i)(v0,s(x, y)− v2,s(x, y)) ≤ 0,

i = 0, 1, (x, y) ∈ Ds, s = 1, 2.

Але
D(0.i)(zp+1,s(x, y)− vp+2,s(x, y)) = D(0.i)(zp+1,s−1(x1, y)− vp+2,s−1(x1, y))+

+D(0.i)Ts(Fp,s(ξ, η)− F p
s (ξ, η)),

D(0.i)(vp+1,s(x, y)− zp+2,s(x, y)) = D(0,i)(vp+1,s−1(x1, y)− zp+2,s−1(x1, y))+

+D(0.i)Ts(F
p
s (ξ, η)− Fp,s(ξ, η)), (x, y) ∈ Ds, i = 0, 1.

(32)
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для всяких p = 0, 1, 2, ..., а отже, враховуючи попереднi нерiвностi iз (32) при
p = 0 та iз (28) при p = 1 маємо,

D(0.i)W2,s(x, y) ≥ 0, D(0.i)(z1,s(x, y)− v2,s(x, y)) ≤ 0,

D(0.i)(v1,s(x, y)− z2,s(x, y)) ≥ 0, i = 0, 1,

тобто в областi B1 виконуються умови

D(0.i)v0,s(x, y) ≤ D(0.i)z1,s(x, y) ≤ D(0.i)v2,s(x, y) ≤ D(0.i)z2,s(x, y) ≤

≤ D(0.i)v1,s(x, y) ≤ D(0.i)z0,s(x, y),

D(0.i)α∗2,s(x, y) ≥ 0, D(0.i)β∗2,s(x, y) ≤ 0, i = 0, 1, (x, y) ∈ Ds, s = 1, 2.

Методом математичної iндукцiї переконуємось, що при виконаннi умов (31) по-
слiдовностi функцiй {zp,s(x, y)} та {vp,s(x, y)}, побудованi згiдно закону (24),
(25), задовольняють в областi B1 нерiвностi

D(0.i)v2p,s(x, y) ≤ D(0.i)z2p+1,s(x, y) ≤ D(0.i)v2p+2,s(x, y) ≤

D(0.i)z2p+3,s(x, y) ≤ D(0.i)v2p+3,s(x, y) ≤ D(0.i)z2p+2,s(x, y) ≤

≤ D(0.i)v2p+1,s(x, y) ≤ D(0.i)z2p,s(x, y),

i = 0, 1, (x, y) ∈ Ds, s = 1, 2, для p = 0, 1, 2, ...

(33)

Як i у випадку iтерацiйного процесу (11), (12) легко показати, що i у даному
випадку для всякого p ∈ N справедливi оцiнки (17), а отже в силу нерiвностей
(33)

lim
p→∞

D(0.i)zp,s(x, y) = lim
p→∞

D(0.i)vp,s(x, y) = D(0.i)us(x, y),

(x, y) ∈ Ds, s = 1, 2, i = 0, 1,

де us(x, y) — єдиний розв’язок вiдповiдного iнтегрального рiвняння (8).

Теорема 3. Нехай f [u(x, y)] ∈ C1(B) i в областi B1 iснують функцiй ну-
льового наближення, якi задовольняють умови (25).

Тодi послiдовностi функцiй {zp,s(x, y)} та {vp,s(x, y)}, побудованi згiдно за-
кону (24), при виконаннi умов (31), збiгаються рiвномiрно до єдиного в про-
сторi C∗(D) розв’язку задачi (1) — (7) i мають мiсце нерiвностi

D(0.i)v2p,s(x, y) ≤ D(0.i)z2p+1,s(x, y) ≤ D(0.i)v2p+2,s(x, y) ≤

≤ D(0.i)z2p+3,s(x, y) ≤ D(0.i)us(x, y) ≤ D(0.i)v2p+3,s(x, y) ≤

≤ D(0.i)z2p+2,s(x, y) ≤ D(0.i)v2p+1,s(x, y) ≤ D(0.i)z2p,s(x, y),

i = 0, 1, (x, y) ∈ Ds, s = 1, 2, p = 0, 1, 2, ...

(34)
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Наслiдок 2. Якщо f [u(x, y)] ∈ C1(B), то умови (25) є необхiдними i до-
статнiми для виконання нерiвностей

D(0.i)v0,s(x, y) ≤ D(0.i)us(x, y) ≤ D(0.i)z0,s(x, y),

i = 0, 1, (x, y) ∈ Ds, s = 1, 2, p = 0, 1, 2, ...
(35)

Достатнiсть умов (25) для виконання нерiвностей (35) випливає iз теореми
3 (нерiвностi (34)).

Припустимо, що умови (35) в областi B1 виконуються. Тодi

D(0.i)α∗0,s(x, y) = D(0.i)(z0,s(x, y)− us(x, y))−D(0.i)(z1,s−1(x1, y)−

−us−1(x1, y)) + D(0.i)Ts(H[us(ξ, η); us(ξ, η)]− F0,s(ξ, η)) ≥ 0,

D(0.i)β∗0,s(x, y) = D(0.i)(v0,s(x, y)− us(x, y))−D(0.i)(v1,s−1(x1, y)−

−us−1(x1, y)) + D(0.i)Ts(H[us(ξ, η); us(ξ, η)]− F s
0 (ξ, η)) ≤ 0,

(z1,0(x1, y)− u0(x1, y) = v1,0(x1, y)− u0(x1, y) ≡ 0), (x, y) ∈ Ds, s = 1, 2,

(36)

що i доводить справедливiсть наслiдку 2.

Зауваження 1. Якщо f [u(x, y)] ∈ C1(B) i f [u(x, y)] ≡ H[0; u(x, y)], то для
побудови двостороннiх наближень до розв’язку задачi (1) — (7) згiдно формул
(24) достатньо побудувати одну послiдовнiсть функцiй {zp,s(x, y)}, а отже в
даному випадку кiлькiсть операцiй при реалiзацiї двостороннього методу (24),
(31) зменшується у двiчi.

1. Маринець В.В., Маринець Т.Й., Добридень А.В. Про одну некласичну задачу теорiї рiв-
нянь гiперболiчного типу // Працi Мiжнародного симпозiуму ”Питання оптимiзацiї об-
числень” — Кмїв: Iнститут кiбернетики iм.В.М.Глушкова НАНУ, 2009. — Т.2. — С.79—84.

2. Маринець В.В.Про одну крайову задачу для квазiлiнiйного рiвняння гiперболiчного типу
// Наук. вiсник Ужгород.ун–ту. Сер. матем i iнформ. — 2009. — Вип.18.— С.85—91.

3. Коллатц Л. Функциональный анализ и вычислительная математика. — М.:Мир, 1969. -
448с.

4. Курпель Н.С., Шувар Б.А. Двусторонние операторные неравенства и их применения.—
Киев:Наук.думка, 1980. — 268 с.

5. Маринец В.В. Деякi пiдходи до побудови наближеного розв’язку задачi Гурса для систем
визначених квазiлiнiйних диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними з аргумен-
том, що вiдхиляється // Укр.мат.журнал — 1995. —Т.47, №12. — С.1667—1675.

6. Красносельский М.А., Вайникко Г.М., Забрейко П.П., Рутицкий Я.Б., Стеценко В.Я.
Приближенное решение операторных уравнений. — М.: Наука, 1969. — 456 с.

Одержано .2010

Наук. вiсник Ужгород ун-ту, 2010, вип. 20


